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摘 要
,

本文提出一种新的消元方法犷 该法利用数值的直接迭代产生余量方程
,

从 而 构成已消去很多

未知量的线性方程组
.

本文的方法具有求解简便
、

精确和快速的优点
.

关趁词 有限差分法 有限元法 余量方程 直接迭代

一
、

引 言

差分方法
t ’】
为偏微分方程主要解法之一 采用差分格式

,

可将某些偏微分方程离散化
,

并结合边界条件建立
“

差分有限元
”

模型
,

最后转化为求解大型代数方程组

K x + F 一 O (1
.

1)

上式中
, x 为待求节点未知向量

,

总刚度 矩阵K 为对角阵
,

即有

一

{渊
表示非零元素集中在主对角线两侧 的45

“

斜线内
.

如果采用线性有限元法求解工程力学 (或求

解某些偏微分方程 )
,

我们最后需要求解含带状稀疏矩阵的线性方程组
厂

又笼+ 户一 。
.

泣
.

2)

上式中
, , 为未知节点位移列向量

,

又为总刚度矩阵
.

由于天是由各单元刚度矩阵组装而成
,

故它有带状
、

稀疏的性质
.

在采用满阵法或在内存进行的等带宽法求解方程 (1
.

1) 或 (1
.

2) 时
,

即使在容量很大的计

算机上
,

矩阵阶数很大时
,

其解题能力也将受到极大的限制
〔“ , .

于是产生 了各种三角分解解
法〔“, ,

等带觉
、

变带宽等方法
〔‘“〔5 〕〔, “和各种迭代算法

〔“, 〔, “〔‘, .

迭代法止般迭代次数较多
,

需

要机时较多
,

有时导致迭代的失败
毛6 ’,

对求解的时间也只能作大概的估计
,

因为收敛所要求

的迭代次数与矩阵K 的条件数和所用的加速收敛因子是否有效有关
〔6 ’〔7 ’〔尽1 .

为了减少迭代次

数
,

减小计算误差
,

加速迭代过程
,

本文提出一种大大降低方程阶数
,

可 以得到精确解的新

.

陈至达推荐
.
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的迭代算法
.

二
、

算 法 推 导

为了说 明方便起见
,

对于方程 (1
.

2)
,

我们可以通过简单的消元过程
,

将其化为

K 留 + F 一 O (2

的形式
,

其中

1
.!‘t尹..祖.lJ

凡凡⋯凡
户

1

11
K 二

即K 中第 1行从第 1
一

列开始有m + 飞
一

个非零元素
,

且 从第 1 行第。+ 1列开始向右下方的4 5
“

斜线

上各元素均不为零(斜线 以下可以为零 )
,

如上表所示
.

零元素在左下角和右上角出现
.

对于

方程 (认1)
,

则不需作任何简化 工作
,

上述条件是显然满足的
.

我们选初始迭代值为

二 :一 ,
全

, 苦2
一劣竺

,

⋯
, , 。 一 x 兄

则从x , 、 ,

到戈
,

均可 由下列各式迭代而得到

n八
了
�八曰内‘

义X
% 男

, + :
= L

l

( x 犷
,

x 集
十 2

= L Z

(义呈
,

二另
:

) 一 f
l

碟 ) 一 f
Z

( 2
.

2 )

仍一月

�

产
.

一
、少0m

劣叫 一L 。 _ 。 (川
,

斌
,

以上共计 (n 一 m )个迭代计算式
,

式中f
‘(‘~ 1

一

,

2
,

⋯
, 。一 。 )为 ( 2

.

功式中荷载列阵F 的分 量F ‘

除以二。 * ‘
的系数得到的相应值

.

由于初始迭代值不可能恰好为真值
,

因此产生了。个余量式
,

它们在计算机中均以数值显示
,

即有

R
l
一F , _ 。 十 :

+ L
。 _ 。 十 ,

(劣 r
, 劣 l

R
:
= F

, _ 。 + :
+ L

, 一 二 十 2 ( x l
, x 呈

⋯
, 戈黑

⋯
, 戈某

( 2
.

3 )

、...r、z

!
.

R 。 = F 。+ L
,

( x 全
, x 呈

,

⋯
, 劣条

、...味

( 2
.

2 )
、

( 2
,

3 )式中的L ‘(⋯ )均为 由原方程得到的变量对
,

刘

中同样以数值显示
.

现将方程 ( 2
.

3) 改写为

R
,
二尸

。 _ . , ,
+ K

, ,对 + K
, 2

畔 + ⋯ + K
, 。
畔

R
Z
一尸

, _ . 十 2
十 K

Z , x }十K
2 2
川 + 一 + K

Z二二二

⋯
, x 某的线性函数

,

在计算机

1
2
于

R 。一 F
, _ 二 十 :

+ K . :

川 + K o Z畔 + ⋯ + K 。。
礁

( 2
.

4 )

当x 炙
, x l

,

⋯ , x 票为精确解时
,

即当川 一 xl
,
‘ {= “ : ,

⋯
, “盆二 x 二时

,

有
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、1
.,少:.
J
户0 一 F

。 _ 。 + K
, ,戈 、

十K
1 2义 :

+ ⋯十 K , 。戈二

0 = F
, _ 。 + ,

+ K
Z ,劣 ;

+ K
2 2义 2

+ ⋯+ K
Z 。劣。

(2
.

5 )

O一尸
。
+ K 。 , 戈 ,

+ K 。 : 戈 2
+ ⋯ + K 。 、% 。

将 (2
.

5 、式减去 (2
.

4 )式
,

得

一 八R
工
一 K

1 1
八戈

,
+ K

, :
八戈

:
+ ⋯ + K

: 。 A 戈二

一 八R
Z
一 K

: !
△x 工

十K
: 2
△男

2
+ ⋯ + K

: , △%。

一 八R m 一K 。 八义
,
+ K o Z

八义
:
+ ⋯ + K 。 , 八义二

上式中R
‘
一 八R

‘,

且

△劣
‘
一劣‘一 x : (i一 1

.

2 ,

⋯
, m )

将 (2
.

6 )式改写为

!
(2

.

6 )

(2
.

7 )

、11
.

仍

一 、R
:
一
然

」、、 ,
+
叨池丸

0 义 z U 汤 2

+ ⋯ +
口R

口劣
.

1
八戈

一 八R
Z

八劣
。
+ ”

‘

+ 爪
_

U 试

口R
2
八叉饥

(2
.

8 )叽机
⋯

仇2R
一

、

炊一八R 。 八义
2
+ ⋯+

贷
八 / 州

写成矩阵形式为

一 八, 一

〔会朴
!

(i,]’
一 ’

,

2 ,

一、

这里八R 一 (八R
:
八R

:
⋯ 八R 二 )

? ,

八尤一 (八, ,
八二

:
⋯ 八、初

,
’ .

比较 (2
.

句与龙
.

8、

K ‘, 二 , R
‘

/ 口义 ,

(2
.

9 )

两式
,

有

(2
.

1 0 )

考察K ‘, 之数学 意义
:

、

场x ,
单独改变

,

而其余 x ‘厂i专 j)不变时余量的改弯量
一

与八为之 比值即为

K ‘j之值
.

如果我们计算 出K
‘, 之值

,

则将其代入 (2
.

娜式
,

可算 出 入价
,

再代入 (2
.

7 ) 式问题便 迎

刃而解
.

现在我们来求K
‘, .

由 (2
.

约式算 出R
‘
一 么凤后

,

我们将川
,

刘
,

⋯
,

嵘 甲各量依次按

顺序

(x :
, x l

,

⋯
,
x 从)。(戈犷

, 二竺
,

⋯
, 二某)。 (% {

, %曹
,

·

⋯ 二黑)。 ⋯、 (% {
,
义呈

,

⋯
,
劣柔)

即每次仅改变 一个量
,

并将这些量分m 次代入 (2
.

2) 和 (2
.

3 )式
.

可算出。 x 次个余量
,

它们分

别为列向量

、11了、..产
r 主(嵘 )

r Z

(二岔)!
"

,’,
,

.
、

!
、

、
.

、

l
尹

器
?自
婆2

X劣
厂召忆、厂
‘

.q一rr

、,
.

曦l
厂

⋯恤

饥
犷

2
.

1
、

11
、

,

、
.

忍

!
、,J、、j釜1朴-

XX
厂,、r‘、

.‘勺一rr

rtn 伙犷) 又r 。 (叉岔)

的分量
.

上面各列向量分量表示该余量是仅由改变括
一

号内变量 ( 即 川 、二草
,

而 川 不 变
,

‘奔 j
,

‘
,

j一 1 , 2 ,

⋯
, 。 ) 分别代入 (2

.

2)
、

(2
.

3 )式算出的
.

根据 (2
.

1 0) 式的数学意义
,

显然

有

K
‘,

r ‘(二萝) 一R
‘

二萝一 ‘号
(i

,

j一 1
, 2 ,

⋯
, 。) (2

.

1 1)
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三
、

计算程序及算例

根据上文的推导
,

求解方程 (2
.

均的程序为
:

任选 一初始迭代值州
,

川
,

⋯
,

毗
,

并将其代入 (2
.

2 )
、

(2
.

3 )式
,

算出余量凡 ;

计算K ‘,
值

:

、

、
梦、,了

,上9�

将由第 ( 1) 步选定的川 ( ‘一 1 , 2 ,

⋯
, 。 )值每次改变其中的一个值

,

然后分m 次代入 ( 2
.

2 )
、

(2
.

3) 两式
,

分别算出相应的。 x , 个
: ‘( 二萝) (‘

,

j一 几 2
,

⋯
, 。 )值

,

再将由第 ( 1) 步算出的R ‘

和 r ‘(x 萝)值代入 ( 2
.

1 1 )式算出K ‘, ,

( 3 ) 计算A 二‘和二‘( i = 1 , 2 ,
⋯

, 。 )
:

将第 ( 1) 步算出的R ‘一 △R
‘

和第 (2) 步算得的K
‘, 值代入 ( 2

.

9 )式算出
’

八、‘后再代入 ( 2
.

7)

式
,

便得到 , ‘

( i 二 1 , 2 ,

⋯
, m ) ;

( 4 ) 计算二
‘

(宕= m + 1 , m + 2 ,

⋯
, n ) 各值

:

将二‘( i二 1
, 2 ,

一
, m )值代入 ( 2

.

2 )式
,

依次算出二
‘( i ~ 。 + 飞, , : + 2

,

⋯
, n )各值

.

至此
,

方程 ( 2
.

J) 解毕
.

算例 解方程

、
飞!
t
卜矛、‘i一 1 2

O八月矛八匕.件

、扮
1
.

!
‘

、一一

、

1
1.王...,/,占

2nJ4戈男戈劣

八UZ
19口

2 1 1
( 3

.

1
一

)

2 1 2

{
“ ,

、劣 6

,
�

2]nU
厂

卜|||
�

根据 (2
.

2) 式
,

列出表 1
_

.

这里。 一 2
.

x 3 = 0
.

5 ( 2 一 x : + x Z
)

二J= 3 + x i 一 2 x 2 一 x ,

劣 : 二0
.

5 (8 一 Zx ; 一 x Z一 戈3 一 2、‘)
戈‘二0

.

5 ( 7 一
x : 一 2 x 3一 x ‘一 x :

)

尸1
, 6 一Z x , 一 x ‘一Z x , 一 x ‘

R , 二4 一 Zx ‘一 x s 一 劣‘

一 2
.

5

~
一

. 侧
加~ 一

’ 产

一
, 口

-

一
~ , 劣 一‘

一一
、 1‘ = i

,
二 2 0“3 {

2 }

一 4 !

4
.

弓 {

一 0
.

2 5
‘

r ,
( , i 荟

) - 一 2
.

7 5
r ,

( x ‘, ) 一 7 7” 一

劣且0一 2
,

劣 2 骨 = 2

0

0
.

5

1
.

2 5

r l
(x

Z扮
) = 1

.

7 5

r :
(x

: 份
) ~ 2

.

2 5

亡J13�j

曰j内山门了自丹口山
‘

b勺J
d
l

.

⋯
心山八n几�了O

根据 ( 2
.

1 1 )式
,

计算K 。, :

K
, ,
二

r :
(劣萝) 一 R

I

一戈 }

一 2
.

75 一 0
.

3 7弓

1 一 2
一 3 飞2 5性

l

份1

K l :
二『,

〔对久二鱼 _

x 萝一 x 呈

1 7 5 一 0 3 7 5

2 一 3
= 一 1 3 75

K
Z :
二

r :
( x 萝)一 R

: 7

x 犷

75 一 6
.

1 2 5

1 一 2
= 一 1

‘

6 2 5
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K
: :
一

尸:

(汉曹)一 R
Z

x 萝一戈 ;

2
.

2 5 一 6
.

1 2 5

2 一 3
二 3 8 7 5

将以上各值代入方程 (2
.

9 )
,

我们得到一个二元一次方程组
:

2 3 一 1
_

3 7 5 一 0 3 7 5

} (3
.

2 )
6 2 5 3 8 75

〕{::{}
一

{
一 6 1 2 5

八01

一

r.‘eeL

方程 (3
.

2) 的解为△二
1 - 一 1 ,

A x Z
~ 一 2 ,

将其代入方程 (2
.

7)
,

得到二」
二肠 二 :

一 1 ,

再回代入

表中计算式
,

得到精确解

x 一 (1 !

四
、

计 算 机 程 序

根据上文方法
,

编制的计算机程序
,

命名为
“

N R E
” ,

其流程图如图卜

输人刚度矩阵
、

载荷向量

选初始值才(卜 1
,

2
,

⋯
,

m)

迭代计算才(i 二琳+ 1
,

浓十2
,

⋯
, ,心

计算余派双心二 1
,

2
,

⋯
,

时

选改变值片(卜 1
,

2
,

⋯
,

m)

迭代计算x.’(i 二 m 十 1
,

二十 2
,

宁
,

n)

计算余量几时) (i. j! 1
,

2
,

一 m)

计算m 阶系数矩阵〔凡 〕

求解摊元线性方程
.

得到△渐(i 二 1
,

2
,

⋯
,

m )

回代计算x ‘
, 才+ △关

输出解向量 浑

结束

算例 求解由弹性理论中负荷杆体问题形成的线性代数方程组

A 尤 + B 二 O

其中
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一!|1 !lwel|里raweJ

Jwe月甲一O

一

0

平一1

一

黄

�
、.

创

一 4

0

一理 1

一 4 6

1 一 4

464�一一
JJ声月..一

一

厂.呀l耳lll..es..卜L

一一A

为
。 x 。

阶矩阵
,

本例中取
。二 4叶于算

.

B 二 ( 一 飞
一

O ⋯ ⋯ O)
,

计算结果与文献〔6〕比较见表2
.

表 2

翔
O

一弓石一,人一13.文献〔6 〕

本 程 序

1 3

1 3
.

1 7 0 7 3

一

、万念牙
二下
叮

一

{
_ 兰竺竖

_ _

习

13
.

6 3 4 1 3

1 3
.

6 3 4 15

6
.

82 9 2 6 2

6
.

8 2 9 2 6 8

文献仁6 〕采用共扼斜量法计算
,

迭代次数为 1 01 次
,

多程序的实际迭代次数包括回代为

2 又 2 + 2 一 G次
.

五
、

结
一

论

我们将本文的方法称为数值余量消元法
,

简称 N R E (N u m er ic al R es id u al E h m i
-

n a 认o n )方法
.

本文算例说明
,

若采用N R E 法求解方程 (2
,

1) 无论划分多少单元
,

最后只需

求解。阶线性方程组
,

而m 与偏微分方程的性质及阶数有关
.

与其它算法相比
, N R E 法具有

如下优点
:

( 1 ) N R E 法兼有迭代算法与直接解法的优点
.

N R E 法采用迭代计算
,

但却得到精确

解
,

它不存在不收敛问题
,

计算精度仅由计算机本身精度 所引起
.

( 2) 对于对角带状矩阵
,

迭代次数明显地大大少子其它迭代算法
,

而且迭代的次数确

定
,

为m 只。 + 2次
,

因此可以极大地提高运算速度
,

这对于解算大型差分方程和利用微机解

题尤其具有优越性
.

本文得到中国矿业大学陈至达教授的指导与帮助
,

在此一并致谢
.
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Ab str a c t

In th is p a p e r , a n ew e lim i n a t io n o f f in ite d iffe r e n t ia l e q u a t io n s h a s b e e n

d is e u s s e d
.

It a p p lio s th e n u m e r ie a l d i r e e t i全e r a t io n t o o b t a i n t 五e r o s id u a l e q u a t io n s ,

in w h ie h th e n u m b e r o f u n k n o w n s h a s b e e n r e d u e e d g r e a tly
.

T h e s o lu t i o n p r o e e s s

1 5 s im p le a n d e ffi e i e n t
, a n d th e s o lu t io n is e x a e t

.

K e y w o rd s f in ite d iffe r e n t ia l m e th o d
,

fin ite 。】e m e n t m e th o d
, r e s id u a l e q u a t i o n s ,

d ir e e t ite r a t io n


