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摘 要

本文基于三维弹性力学问题的K 。Iv in 解在无穷远处的性态
,

构造了一种无限样条边界元
.

用

半空间地表圆域受均压下的解析解
‘

验证了这类单元良好的计算精度
;
以它与三维样条边界元相

结合
,

分析了弹性半空间地基板
.

结果表明
,

这种模型在分析结构与地基藕合问题上不仅具有普

适性而且自由度少
,

计算精度高
.

关健词 无限样条边界元 结构与地基根合问题

一
、

引 言

在结 构与地基祸合分析及地下结构分析 中
,

地基的数值模拟占有重要的地位
.

边 界元法

由于边界积分方程的核函数能自动满足无限远处的辐射条件
,

使其在模拟无限域
、

半无限域

地基上具有独特优越性
.

然而
,

对于工程 中常见的曲折表面半无限域问题
,

要想在边界元法

中寻求一补解
,

以满足自由表面零应力条件
,

即使不说不可能
,

也将是不现实的
,

即使对平

面地表半无限地基
,

要用 M in dl in 解进行地下结构分析也很繁杂 , 如果采用截断边界法则

既繁琐又不够精确
.

而文〔1 〕提出了无穷边界元巧妙地 解决了这一难题
,

也取得了较好的结

果『‘’「“’, 但文〔1 〕所构造的位移插值函数
,

不能很好地反映无穷远处的零位移条件
,

可能不

尽合理
.

本文对照 K el Vi n 解在无穷远处的性态
,

构造一种无限样条边界元
,

它在有限方向

采用 B 样条插值
,

而沿无穷方向则采用无限边界元插值
,

使能自动满足无穷远处的零位移
、

零应力条件
,

当采用虚结点后
,

仍可用刚体位移法
、

常应力场法推求系数阵主子块
,

概念清

晰
、

运算简便
.

我们用半空间地表圆域受均压问题验证了这一模型的计算精度
,

并与三维样

条边界元相结合分析了弹性半空间地基板
.

结果表明
一

,

这种摸型具有自由度少计算精度高的

优点
,

是分析大型结构和水坝与地基藕合问题的有效工具
.

.

薛大为推荐
.

国家自然科学基金资助课题
.
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二
、

无限边界元插值函数构造规则

对于图 1 示半无限域
,
厂一厂

口

+ 厂
。
+ 厂 , ,

其中

厂
,

为边载作用边界或过渡边界
,

厂了为无限边界元模拟边界
.

厂, (p 、co )为无限远处虚拟边界

边界积分方程为 (不计体力 )

厂
。

为荷载作用边界或藕合边界
,

一
(“)+

!
: , :

!一d r

一

{
二 ·

, , , , d r

嗯{
r 。

(· :
, , ,

一P言, 。, )d 厂 (2
.

1 )

其中 心 , ,
p t

,
为K el vi n 基本解

,

且 时
, oc o (r

一 ‘

)
,

p 节
, oc o (广

么

)
.

在求解的实际问题

中
,

由于荷载作用为一有限域内
,

其位移与面力分布可由基本解迭加而求出
,

它们和基本解

具有同阶衰减速度
,

即
:

“, ‘O (, 一 ‘)
,

P , oc o (r
一 2

) (2
.

2 )

可以证明“ ’:

悠{
r ;

(·:
, , , 一 , :

, ·, )、厂一。

且积分
{
厂 , ·

:
jp , “厂

,

{
厂 lp , , “, 、厂收敛

.

于是边界积分方程为
:

e ‘, u , (; )+ {
_ , t

, u JJr 一 !
_ 。

;
, , , 、r (2

.

3 )
’

“
、
一 ’ ‘

J r
‘ ’

“
一

J厂

为了计算厂
, 上的积分

,

需构造无限边界单元
.

由于在延向无穷远区域土
,

位移
、

面力具有上述衰减性质
,

无限边界元插值模式应

( 1 ) 满足0, 1特性
,

这是结点参数条件
,

(2) 满足乙 N 。二 l ,

这是常量场条件
,

q

( 3 ) 满足
。, 二 o (r

一 ’)
,
户, ~ o (r 一 么)

, 二, = o (r )
,

(j一 1 ,
2

,
3 )这是客观物理量条件

.

而文〔1 〕中构造的一维无穷元的位移插值形函数为
:

N 犷(占) ~ 一 占
,

N : (睿) ~ 1 + 君 (2
.

4 )

且位移插值模式为
“一 N 艾(豹

“ ,

+ N 竺(占)。
2 ,

不能很好地反映无穷远处零位移条件
,

因为
,

当

省二 1时代表无穷远处
,

而
“。一川 ;

二 ;
二 2。: 一 。, ,

表明无穷远处的位移与 。: , 。;

有关
,

这是不

合实际的
.

另外
,

文〔1 〕中构造的一维无穷元的面力插值形函数
:

、全(*)一粤
、(1 一舀)“

,

、 : (君)一 (1 + ; )(1 一 : )
“

任

(2
.

5 )

也不能保证艺 N 言(豹二 1 ,

因而不能利用常应力场条件
,

这就限制了它的应用范围
.
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三
、

无限样条边界元

针对文 [ ]
一

〕情 况
,

我们根据无限边界元形函数 构造规则
,

在有限方向(刀向)用 B 样条插

值
,

在无穷方向 (睿方 )用无限边界元插值
,

导出一种无限样条边界元
.

如图 2 示
,

首先利用几何插值函数
,

将整体坐标系中无限边界子单元变换到局部系中的

正则母单元上
.

省向无限边界元插值函数 F
。

(豹如表 1

表 1

F 。(占) x * (雪)
“几(占) P*(省)

2 (z 一资)/ (2 一考)

省/ (2 一占)

(l 一占)(2 一省)

占(2一 占)

乡
: (‘一 ‘’

古
一

〔: 一 : )〔2 一 : )
2

省(2 一占)
2

专
: (: 一 1 )(8 一 3: )

其中省一 2 处对应于无穷远处的虚结点
,

受载态

时其上u , = P , 一 0
.

F
。

(占)泛指 x 。

(占)
, u *

(占)或

2

夕。(省)
,

采用虚结点后 有乙 F * (占)一 1 ,

F , (l)

= 占, ‘,

k
,

l一 。
, 飞, 2 ,

且对于k一 o , 1 时当省

” 2有
:

x , (省) = O (]了(2 一雪))” co
,

u 。(雪)= O (2 一 省)、 o ,

P
,

(舀)一 O ((2 一占)
“

)。 O ,

就是说
,

F 。(幻符合无限边界元的插值要求
.

刁方向采用B 样条插值
‘“’:

f(叮) = 仁势(刀)刁[ A〕
一 ‘

{f
‘} (3

.

1 )

引入克罗耐克积
,

即可导出二维边界的无

限样条边界元插值 格式
:

(O , ”) 冲
(O

。

口)

(】
,
0 )

(2
,
0 )

0 一一 乡三结点 卜

一 监结点

圈 2

戈 j ~
艺

二 , (、)N 季(占
, 。)

, u , = 乙
u , (。)N 尝(君

, 。 )
,
户, = E 夕, (。)N 名(省

, 。) (3
.

2 )

而 N 蕊(省
, , )一 Lx 。(占)飞À ( L功( 叮) I B )

N 二(占, , ) = L“。 (参), 〕À (L功(刀) I B )

N 名(占
, 叮)二 LP。(睿)飞À ( L功(叮)〕B )

( 3
.

3 )

且有
乙 N ; ~ 1 ,

.

N ; (省‘
, 刀‘) = d。 : ( g , 2 ,

⋯
,

M )

其中 f 泛指 x , 。 , P ,

M 为 单元结点数
,

包括实结点和虚结点
.

势(哟是B 样条基函数“、
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L ] 表示行阵
,

B是将插值阵 〔A〕
一 ‘

去掉首末二列所得到的矩阵
,

可采用拉格朗日插值表示端导端
t“’,

效果很好
.

在受载态下
,

虚结点佗~ 2) 上。, = 。,

九

对于一般端导未知清况
,

(1几2 )

二。
,

对插值没有贡献
,

可以不考虑
.

在无限样条边界元插值公式 中将 L叻(叮)] B

换为L心 ‘(, )1
,

而

乙
‘

(刀) ~ n
了. 0一了今 ‘

刀一 ]

忿一 ]
(i = 0 , 1 , 2 )

飞:

就可得出 6 结点无限边界元 (如图 3 示 ) 的插

值公式
.

如增加无 穷 远 处 三 个 虚 结 点
,

则

N 石信
,

哟 诸特性依然具备
.

四
、

奇异积分处理

考察内点位移及内点应力公式 (不计体力 )

。, (: )一 {
_ (。;

, , , 一 。;
, 。 , ) 、r + lim {

_ (u
;

, , , 一 , ;
, 。, )d r

J J P兮刀 J l p

。 , , (雪)二 (
_ ( 、亨

, ‘, ‘一 , 节
。‘“‘)、r + lim {

_ (。季
。‘, ‘一 , 节

。: 。‘)d r
一 ‘ 一 、 一 ’

J r
‘ ’ 一 ’一 ’ ‘ ’ 一 ’ 一 ’ 一

’

p o Qo J厂
p

“
一 ’

一

(4
.

1 )

(4
.

2 )

其中 。t
, ,

P节
, , 。
亨

, : ,
P亨

。 :
为 K e lv in 基本解

,

具体表达式见〔6〕
.

当 君为边界点时
, “
贯

, ~ o (r 一 ‘

)
,

P贯
, = o (r 一 “)

, 。
亨

, : = o (r
一 “

)
,

P亨
。‘一。(r 一 s

)
,

使(4
.

1 )
,

(4
.

2) 积分呈一阶
、

二阶
、

三阶奇性、 不能直接积分
.

一般是将奇异积分项划成 C a u c h y 主

值加上奇性修正 自由项
,

以奇性系数表征
.

于是(4
.

1) 式变成 (2
.

1) 式 , (4. 2) 式变成
‘“’:

e , 。: 。a : 。 (舀) + , , , : u ‘(占)一 f
_ (。,

, : , ‘一 , 萝
。 : u ‘)、r

J 1

+ lim
P es 》 ‘c

(4
.

3 )

当奇点位置于某一复杂边界点 (侧棱点
、

拐点等 )
,

要寻求奇性系数显式相当困难
,

对

此我们借助于特解场法解决这一难题
〔“〕.

并在奇点邻域采用极坐标变换
、

K u tt 积分等技术

进一步消奇
,

使得高阶奇性积分得以准确计算
.

将边界积分方程 (2
.

1) 和应力方程 (4
.

3) 写成矩阵型
:

HU一 G P+ lim _ (U 补P 一 P关 U )d 厂
1 p

(4
.

4 )

C
产叮(P) = 一 H

尹
U + G

产
P+ lim {

_ (
‘
u . P一

,
P. 。)、r

J l p
(4

.

5 )

这里已经把C., 归并入“的主子块 日, 户 把黔护(Pl )归并入 C
’“

(P)
,
‘是尸点各侧面

·

对于一般载态
,

上二式右端两个积分极限都是零
.

但是

在刚体位移场U一 1
3

下
,

P一 O
, 口 = O

您{
_ (

尸
U铃P 一

声
P铃U )d厂 = 0

J p

卜护
曰

想{
r ,

(U ·p 二p ·U , d r -

且仁
J 」

(P朴U 洲U . P)d 厂
,

(
尸
P. U 一

尹

U肠P、d 厂存在
.

厂

尸..‘J.
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因而有
:

1
.

二
”一“ 丁 一 乙 H , 。 , 日二,

叮= 1 , . 子 ,

其中
,

N是地表全部结点数
,

包括普通元和无限边界元
,

- 一 乙 H二
。

q = l , q 子 p

实结点和虚结点
.

(4
.

6 )

2
.

在单位应力场 q 一几下
,

p 二卢

0 0

= n ,

作 3

U 一 U
,

其 中

0 n s o

刀s 刀Z n -

牡2

粉 x

0」
, n ‘

是外法线方向余弦

o吸。nl00

f
i.L

一一n

�.eelseweeewelweesseJ
八rlo

r l

1 + v

一 即犷1

1 + v

一 护r l

1 + v
o r 。

一 梦r Z

l + ,

r 2

1 + ,

一 V r Z

1 + ,

一 , ra 一 v凡
一

1 + v l + v
r Z r z

r . 二戈 ‘( g ) 一 x ‘弋p ) (‘二 1
,

r 3

1 + v

2
, 3 )

想!
r 。

(
/
U· p 一

’

/
p ·U )d r 一

合
,
。,

且{
厂 (

, p ·U一 u ·p )、r 存在
,

c ,
一

合
; +

于是有
:

( G 二
。n ( g ) 一 H二

。
0 ( g ) ) ( 4

.

7 )

N

艺
q = 1 , 空铸 p

这样做
,

既避免了C ‘

显式的烦琐推演
,

又 不必去计算尸点各侧面的 G劣
,

经实践 检 验
,

效果

很好
,

而且还可以扩展用来计算近边界点的应力
.

从宏观看
,

地表再曲折
,

在半无限域中也可 以当作平面
,

所以上列子块关系无论对平面

地表还是山高谷深的地表都是成立的
.

五
、

计 算 例 题

例 1 半空间弹 性 地 基 面 圆 域 厂
。

上 受 均 压 P 作用
,

地基 E 二 1护M P a , , 一 0
.

3 ,
P

= 1
.

oM P a
.

利用对称性
, ]

_

/4 地表划分三 个单

元
,

r
。 ,

r
。

为普通样条元
,

厂 ,
为无限样 条边

界元
.

尺寸及网格剖分如图 4 示
.

为了验证
,

我们还用文〔1〕所给的一维无穷

元位移插值 格式 (式 4) 与样条 插值 相 结合所

构成的无限样条边界元模拟厂
,
进行计算 (称为

方 案 I )
.

竖向位移结果与精确解比较列于表
2中

.

表 2 中
,

c/
a = 2对应于

“2
二脚 /2 时的剖分

表中结果表明
,

文〔1〕构造的位移插值 函数
,

只有当
。2 二“;

/2 时
,

才能反映无穷远零位移条

~

一
止一州

仃
,/

�

一
一

万�翼
一

了

\ /

子\

/

/
、\

_ 洲产

粗

,

气

图 4

件
,

计算结果较好
,

但工程实际中很难准确确定
。: 二“ , /2 时的剖分 ;而本文构造的无限样条边界
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元插值格式能 自动满足无穷远处零位移
、

零应力条件
,

在一般的剖分下都能获得很好的结果
.

表 2

半径
r
(m )

半空间地裹圆城r
。

上受均压下竖向位移(m )

二一{一兰生⋯
_ _ 5

精确值

本文值

0
.

1 82 0

0
.

1 82 1

0
.

17 9 1

0
_

17 9 2

0 7 4 5 3

0 7 4 7 1

方案1 c/
a一 4

I } e / a = 2

一- 舀-
口

一

0
.

1 52 了 一
0

0
·

‘8 2 ,

⋯
0 {:::

0 75 4 2

0 74 7 6

吐
一

⋯一兰, ⋯一竺一⋯一竺
一

·

“5了4 7 “
·

“4 ‘0 8

⋯
“

·

”22 9 3
} 0

·

“‘5 2 2

塑叫 二i竺
3

竺一 ⋯
一
卫些竺

·

“5 8 , 6
{ ”

·

“4 8 ‘7 1

1
“

·

0 ‘5 6 5
_

0 5 7 57 { 0 0 4 7 35 } 0 0 2 3 l D {

我们还用本文无限样条边界元法计算了竖轴 x 。

上的应力
,

对于边界点O点
,

则采用了文

〔5〕方法
.

结果列如表3
.

衰 3

x ,
坐标(m )

竖轴翔上点的应力(M Pa)

5
.

0 一 10
.

0

。 ,

{ 精确解

{ 太亨舰

一 0

一 U

9 10 6

9 0 84

一 O

一 O

6 4 64

6 44 4

一 O

一 O

。

一一�
0D

一��一�
a ,

! 精确解
{ 本文解 一 0

_

8 0 2 3 { 一 0
_

54 7 1 ::::
一 0

一 0

0 5 7 5 4

0 5 8 1 2

可见
,

地基应力的计算精度相当高
.

这表明
,

用本文方法分析地下结构也是可取的
,

而

基本解仍是 K el vi n 解
,

不是带有繁杂补解的 M i n dl in 解
,

这特别有利于数值计算
.

例2
一弹性半空间地基方板

,

在板面上承受均布荷载p
3
一 1 火 1

一

0 一 “

M P a
.

利用对称性
,

1/ 4板及地基网格剖分及坐标架如 图 5 示
.

1 /4 地基划分为 5 个单元
,

其中 r c , r
。

用三个普

通样条元
,

厂, 用两个无穷样条边界元模拟
.

而板则用三维样条边界元模拟
.

1
.

仅考虑祸合面 r 。

上竖向位移及反力协调条件
.

板的弹性模量为E ,
一 Z x lo 4

M P a ,

泊桑比v ,
二 l / 6

,

地基E
,
= ZoM P a , v :

= 0
.

3 5
,

基础

板面竖移及祸合面地基反力列于表 4 中
.

2
.

考虑在藕合面上结构与地基三 个方向位移
、

面力协调条件
.

对于地 基 E 。
一 E , = 2 x 104 M P a , : ,

一 , ,
一 0

.

17 情况
,

计算的竖向位移及地基反力结果

列于表5
、

6中
.

我们也计算了地 基 E
。
一 20 M P a下的位移及地基反力

,

竖向位移及地基竖向

/

‘-丛
一甲

图 5
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注 表 6 中地基竖向反力合力与上部竖载合力的相对误差为0
.

25 肠
。

反力的结果同仅考虑竖向藕合条件的结果相差较小
,
而地基切向反力相对于竖向反力小一量

级
,

这表明
,

对于土基上的基础板可以略去切向反力而只考虑藕合面竖向位移及反力协调条

件
.

通过上面结果
,

比较文仁3〕
、

〔7〕的结果
,

地基板竖移有很好的吻合性
,

而地基竖向反力

合力与上部荷载合力相对误差又很小
,

这表明
,

用无限样条边界元和三维样条边界元相配合
·

计算基础和其他结构
一

地基棍合问题同样有效和可靠
.

六
、

讨 论

( 1 ) 本文构造的无限样条边界元既能满足刚体位移及常应变场要求
,

又能很好地反映

了无穷远处零位移
、

零应力条件
,

对半无限域远场数值模拟比较合理
.

它将为解决大型结构

例如水坝与地基祸合问题以及地下结构应力分析提供了有效工具
.

( 2 ) 对于不均匀地基或窄长结构地基
,

为改进求解方程组的条件数
,

为计入地基的分

片不均匀效应
,

可以将地基划分为若干子结构
,

这时就要用到向地基深处延展的 无 限 边 界
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元
,

相应的面 力勿也要作无限边界元插值
.

( 3 ) 本法中
,

由于在无穷远处
u , 二P , 一 o ,

在实结点上
,

不增加计算量
.

主 章 虎

因而增用的虚结点无须建立方程
,

加态点只

弓万.J,I
J

,10‘
r..Jr..L

[ 3 ]

,卫.J, .J.

4

[ 5

汇6 ]

t 7 ]

参 考 文 献

张楚汉等
,

用三维无穷边界元分析整体重力坝的应力
,

第二届工程中的边界元法会议论 文 集
,

南宁 (1 9 8 8 )
.

5 6 7一5 7 5
.

张楚汉
、

王光纶
,

无限域的数值模拟与无限单元 咤解析与数值结合法的理论及其工程 应 用》

(李家宝主编)
,

湖南大学出版社 (1 9 8卯
.

W a n g
,

Y o u 一e h e n g
, e t a l

. ,

3 一D s p l in e b o u n d a r y e le m e n t m e th o d fo r th e a n a ly s is

o f th e s lu ie e ,

P r o e
.

1 3才h
.

I n t
.

C o n f
.

o f B E M (2 9 9 1)
.

王有成
,

K ir e hh o ff 型板样条边界元
,

计算结构力学及其应用
,

3 (1 ) (1 9 5 6 )
,

4 1一 5 0
.

王有成等
,

奇性校正特解场法计算边界应力
,

咤第三届工程中的边界 元 会议 论 文 集》
,

武汉

(1 9 9 1 )
,

B r e b b ia ,

C
.

A
. , e t a l二 B o “”d a r 材 E Ze 拼e n 才 T e e ho i口u e ,

S p r i n g e r 一V e r la g (1 9 5 4 )
.

W a n g Y o u 一 e h e n g
, e t a l

. ,

S p lin e b o u n d a r y e le m e n t m e th o d fo r R e s s in e r 产5 p la t e a n d

it s a p p lie a t i o n t o fo u n d a t io n p la t e s ,

B o “n d a r夕 E 了
e m e n ts

,

IX (E d
.

C
.

A
.

B r e b b ia
,

e t a l
.

)
,

V o l
.

2
,

S p r in g e r 一V e r la g (1 9 8 7 )
,

1 1 1一 1 2 5
.

In fin ite Splin e B o u n da ry Ele m e n t Me tho d a n d Its Applic a t

to Stru C tu rG 一

FO U n d a tio n !n te ra e tio n

IO n

W a n g Y o u 一e h e n g W
a n g Z h a n g 一h u

(D ‘P a r to e o t o f C iv 云1 E n 夕‘n e e r玄。 g
,

H
e

fe i U n fv e r s‘t , o f T e e h n o lo 夕夕
,

H ef e i)

Ab s tr a e t

In v ie w o f th e in f in it y b e h a v i o r s o f 3 一 D K e lv in s o lu t i o n ,

w e e o n s七r u e te d a n

in fin ite s p lin e b o u n d a r y e le m e n t w h i c h h a s fin e p r e e is io n i n th e a 且 a ly s is o f th 。

h a lf s p a e e fo u n d a t io n s u bje
e te d t o u n ifo r m P r e s s u r e o n th e e ir e u la r d o m a in

.

W e

a ls o a n a ly s e d a sq u a r e p la te r e s t in g o n e la s t ie h a lf sP a e e fo u n d a t io n
.

T h e

r e s u lts in d ie a t e th a t th is m o d e l n o t o n ly fit s fo r th e e o u P le d a n a ly s is o f fo u 且d a t i o n

a n d s t r u e t u r e s b u t a ls o h a s th e a d v a n t a g o o f fe w e r de g r e e s o f fr e e d o m a n d f in e Pr e ·

C I S 1 0 n
.

Ke y w o r d s in f in it e s p lin e b o u n d a r y 0 1。切 。n t
, s tr u e t u r e 一 fo u n d a t i o n i n te r a e t io n


