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摘 要

本文提出预测复合材料中裂纹方向的比应变能密度准则
,

并将 T sai
一H ill 与N or : is 准则扩展

来预钡组复合材料中的开裂方向
.

用这三个准则预测了具有各种不同纤维方向的单向纤维复合材料的

裂纹扩展方向
,

预测结果与现有的比正应力准则和应变能密度准则进行了对比
.

关. 询 复合材料 开裂方向 各向异性 线弹性断裂力学

一
、

引 言

各向同性材料中的 I
一

型裂纹总是沿原来的裂纹方向以自相似方式扩展 , 而混 合 型 (例

如 I一 I混合型) 裂纹扩展时将偏转一个角度
.

于是开裂方向 的 预测成为线弹性断裂力学的

一个重要内容
.

至今
,

已建立了若干个断裂准则
〔‘’.

其 中最大切应 力准则和应变能密度准则

是最常见的两个
.

纤维增强复合材料不仅具有强度与刚度方面的各向异性
,

也有很强的断裂韧性方面的各

向异性: 以单向纤维复合材料来说
,

I
一

型 裂 纹很容 易顺纤维方向扩展
,

而很难沿垂直裂纹

方向扩展
.

一个平行纤维的 I
一

型裂纹的断裂韧度K 全
。

比垂直纤维 I
一

型裂纹的断裂韧度 K f
。

小得多
,

尽管后者扩展时也沿纤维方向
.

实验结果表明
,

对于常见复合材料K T
。

/ K 于
。

、 3、

1 0 ‘2 ] .

对于连续纤维复合材料
, 只有少数情况 (例如平行纤维方向的 1

一

型裂纹)才呈 自相似扩

展 , 多数情况下裂纹将以复合型开裂
。

于是
,

关于开裂方向的预测就成为十分重要的研究课
.

题 , 并且对复合材料结构的设计也十分有意义
.

Si h 〔3 ’
曾利用应变能密度 (S E D ) 准则分析

复合材料的裂纹问题
.

G r e g o r y 与H er a k o vi c h 〔‘’
提出了比正应力准则 (N S R ) 来预测裂

纹方向
,

并与S E D 准则和应 力张量多项式准则作了对比
.

他们得到结论
:

N S R 准则 的预测

结果很好
,

但是其他二准则却得到不好的结果
.

既然材料强度与韧度的各向异性必然会影响复合材料的开裂方向
,

S E D 准 则 忽略了这

些影响
,
所以这个准则不可能对开裂方向给出满意的预测结果 (并且对断裂载荷也不可能给
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出满意的预测结果)
.

在本作者的前一篇文章中
「5 ’提出 了

“

比
”

应变能密度 (S E D R ) 准则
.

它克服了 S E D 准则的缺点
.

作为用例
,

分析了短切原丝毡玻璃纤维增强聚醋双槽拉剪试件

层间剪切断裂的开裂方向
.

预测结果与实验观测结果符合甚好
,

为了进一步确认 S E D R 准

则有普遍正确性
,

本文用它来分析参考文献〔4〕中分析过的单向纤维复合材料中 心 裂纹的裂

纹扩展方向
.

鉴于S E D R 的表达式与T s ai 一H IH 准则和 N o r ri s 准则的表达式有很大的相似性
,

本文

将它们扩展来预侧复合材料中裂纹扩展方向
,

预测结果与 S E D R 的 预测结果有满意的一致

性
.

二
、

比应变能密度准则

定义 比应变能密度是 由比应力与比应变计算的应变能密度
.

所谓比应力即各应力分量

与其相应的强度值之比
:

口 ; 一。: l / X (2
.

l a )

口2 ~ a 洲y (2
.

] b )
.

于: 2
= r , 2

/ S (2
.

ze )

其中 X 与Y分别为 1与2方向上的强度
,

S为 剪切强度
.

七匕应变定义为各应变值与各相应临界

值之比
:

宫;
= ￡1

/ ￡ , 。 (2
.

2 a )

口2
一 。2 / 。:

。

(2
.

Zb )

p
,

芝== 夕
12

/ 夕
玉2 。

(2
.

Ze )

其中
。, , 匀为 1与2方向上的法应变

, 夕 , 2

为剪应变
; : ; 。 、

匀
。

与 , , 2 。

分别为它们的临界值
.

对

于标准拉伸试件
,

临界应变可由其强度值计算出来
.

‘

从
。
= X / E

, 、

(2
.

3a )
一

际 = Y / E
Z 。

(2
.

3b )

? , 2 。

二 S / G
, 2

.

(2
.

3 e )

这里
,

暗含着应力与应变之间为线性机系
.

于是应变能密度表达式为

s , 一冬(
。l , l

+ 。2
,

2
+ : , 2

,
, 2

)
‘

(2 一堪)

将式 (2
.

1) 与式 (2
,

2 )代入 (2
.

灼再考虑到(2
.

3)
,

于是

毕批
一

穿
一

)
‘

十
(脚

2 一

会一(令
+

鲁)+ (子)
2

〕 (2
.

5 )

不难着出
, 、

式(2
.

5) 与T o a i
一

H il l准则和N o r r i。准则的差别仅在于a , a Z

交叉项的系数不

比应变能密度准则可以表述如下
:

裂纹将沿着比应变能密度 S E D R 取极小的方向开裂
,

会
一 。

,

袋
> ”,

““一、时
(2

.

6 )

若绕裂纹顶点一周存在多于 1 个极小值时
,

那么其中最大者相对应于开裂方向
,

即

当8= 0
。

时
,

S , 二 (S
: ): 骨二 (2

.

7 )
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对于各向同性材料
,

S E D R 变成等价于应变能密度准则 (S E D )
,

则

。 1
,

合‘= 下
一

t￡ a口 l十￡: 口 2
十 y 1 2 r 一:

‘
(2

.

8 )

S E D准则认为
:

当0 = 0
。

时 S 。二 (S 。)盘全蕊 (2
.

9 )

三
、

扩展的T sa i 一H n l准则与N or ri s准则

众所周知
,

T s ai
一

H il l准则表达式为
〔”’

(令 )
’
+

(令)
”一

紧
+
(会

’

)
’

-
(3

.

1 )

N o r或 s破坏准则 的表达式为
‘’〕:

「, 。
.

、 : / 。 、 2 。 。
_

, , 、 2二

十
1吸

~

飞井
一 少+ {人声

一

1 一止抓户 + 十认
‘

} } = 1 (3
.

2 )
L、 尤 /

’

气 Y / X Y
,

、 S / 」 一
‘

此二准则为预测材料破 坏的强度准则
,

常被人称之为畸变能准则
.

事实上
,

对于各向异性材

料总应变能是不可能被分成 洁体应变能与纯畸变能的
,

二者总是藕合在一起的
.

现在
,

本文将它们推广来预测裂纹扩展方 向
.

首先
,

我们定义 T 孤i
一

H il l时变能表达式

为
:

S :
·

H =

N O r r 加畸变能表达式为
:

S N =

箭(宁 )
“

+
(令 )

’

+
怜今

’一

节
全一

〕

音
一

f(令)
2

+
(节

一

)
2 一

节
+
(会

2

)
2

〕

(3
.

3 )

, 、
扩展的Ts

“i一Hi 11与No
r r i“准则惬定材料沿着T “al 一

Hi ll 畸变能与
, J , 乙产1 ~

卜 r匀 习1 二渝 , 目。

目 , / J I川 2 1 月廷一 以IJ :

(3
.

4 )

N o r r is畸变能取极

当0一
0cte 孺

” 一。
,

物
> 。

(3
.

5 )

、。 。 , 一 , ‘飞

S 、 _

曰 U 二 U 。

叮 一一不认
~

一 ~ U ,

口口

a Z
S N

口口
2 > O (3

.

C)

{ ! ! ! ! !

如果 绕裂纹顶点二周存在多于一个极小值时
,

其中最大者对应于开裂方向
.

为了比较起见
,

这里也给出比正应 力准则

的表达式
,

比正应 力 用刃表达式为

万‘ ae 洲几
夕 (3

.

7)

a 。。
为周向应 力

,

T , , = 犷e o s , a + x s in
, a (3

,

s )

其中a为矢经与纤维方向夹角
.

从 图 1 可知a 二

6一刀
,

刀为纤维方向
.

应该指 出在T 。。表达中不

包含剪切强度 S
,

它暗示着这个准则忽略 S的

形响
.

比正应力N S R 准则认为
,

裂纹将沿着刃

取极大的经向扩展
,

即
:

当8二o
c

时 左= 万。
. 二

(3
.

9 )
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四
、

数值分析与讨论

1
.

计算模型

计算模型如 图1所示
,
口为极坐标的极角

.

材料常数为E
, l
~ 1 51

.

g G P a ,

E
2 2
一 1 3

.

7 G P a ,

G : : = 5
.

s 3G P a , v 、2 == 0
.

2 5
,

X 一 1
.

g s3 G P a ,
Y = o

.

o 7 o 3 G P a ,
S ~ o

.

o 9 9 8 G P a
.

由各向异性线弹性断裂力学
,

I 一型裂纹顶端附近的应力分量为
:

一一
;

一一
}}}
一:
于丫

一 、、
、

一‘‘

111 2
. .

一 ‘
’

、一产、
_ ___

!!!
/

/‘ 、一一

「「
/

,

“
, 丫。

{{{

口 , (M P a )

——
刀之 5

,,

一一

一 口二 45
。。

了了{
‘

一
刀之 阳宁宁

一一一
夕夕 喊 )))

图 2 图 3

一R15)卜
、 吃

M l、 )

l厂一一
~

—
刀= 5

0

一 一一 刀= 4 5
“

一
·

一口= 10 5
。

刀二 5
。

八
l2几八

创
l
J..姗奋.OO

.

..且...‘. .
... ,l,

1
11‘

-z
矛.,

I
刃J口产 、

、�叭

.

/
川|||多刀」0

.

4

0
.

2

,石川/

1‘、J

///

l
·

l

、

/

如 U Z 议
一 0

.

4
加

,

一 0
.

6 L _ _ _ _
,

一
~ 18吸) ~ 1 2 0 一 6 (】 0 6 0

.

夕不
。 ) l

12 0 18 0

”
匕

一 1母Q 一 12 0 一 60 0 口。 60

,

仁 t 卫1

120 玉8 0

圈 4 口 行
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一一
少少{{{

口= 4 5
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丫丫丫

口 (
。
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VVV
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18 0 一 12 0 一 60 夕。 60 120 18 0
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{{{卜
⋯

一一
lllll

丫丫lllll 口 ( . )))
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eee
。

11111

、|李,,、l,es少门JI盈Jf .ee

es
lJ

·

汀考异
R ·

{
一

沂少祝
一

比一尝

脚�叭一
约一咖

。 即

斌 a

‘ = 万范于
n ( 1
工、e 佗

—
-

气 拼 1一 拼 2

( 4
.

l a )

( 4
.

I b )

⋯形!玄Re {群双亩
一

认朴 ( 4
.

l e )

其 中

p
:
一 ( e o 、o + 、声 i n 。) 专 ( 4

.

2 a )

矽: ~ ( e o 。夕+ , : 。i八夕) 士 ( 4
.

2 b )

其中“
,

与“
:

(与它们的共扼复数厄
; 与万

2

) 为如下特征方程的两个不等复根
:

A , 声
4
一 ZA.1

6产3
+ ( 2 A

I :
十A

。

刃户
2
一 2 A 26 # + A 二二 o ( 4

.

3)

A ‘,
为材料的柔度矩阵的系数

.

将式 ( 4
.

l a , b , e ) 代入式 ( 2
.

6 )
,

( 2
.

5 ) ( 3
,

3 )
,

( 3
.

4 )与 ( 3
.

7 )
,

则前四个准则 的极

小值可以求得
,

并且最后一个的最大值也可以求得
.

由于求解式
一

以
.

1 ) 〔4
,

2) 与( 4
.

3 ) 是相当复杂的
, 欲得精确分析解是不可能的

,

本文采用

数素解法
.

首先
,

对子各种纤维铺设角刀
,

我们计算奇异应力分布
,

然后划出各准则函数对口

的变化曲线
,

由这些曲线可以确定各准则所预测的开裂角
.

‘

2
.

计算结果
、

与讨论

首先计算了对于三种纤维铺设角
,

刀一 5
“ , 4 5

“

与 1 05
。

的应 力分布
.

a
: , a ,

与
: , ,
随0变化

的曲线表示在图2
、

图 3与图4中
.

在计算时
,

为了简单起见
,

我们取
, 一 0

.

l m m
, 。一Zo m m

,

_ _
一

。 , 、 二
n

_
’ 一

‘ 、

二 * 诊
二

创万
.

,

、 ~
. 。

~
。

_

二
、 _ 、,

一 热
‘I 、

一
, 、 ,

~
, ‘ . ,

、
_

一 ~
,

、
, 、

一
口 = V

.

l lvl f 比 ,

还 1史
-

刃= 言丁 ~
l
人小天一顺 1土 ,

出 还竺曲玫 门 以直山
, 。

二

刁仃 即位吧灭郁万了巳
入产 ‘ r
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围的6角内均为正值 (只在小部分0内它们为负值)
,

在两个裂纹面 上
,

即 0 = 士18 0
。 , a ,

与

介, 均为零 , 而几却不等于零
,

而是大小相等符号相反的值
.

图5
、

6与7分别为刀= 5
。 ,

45
。

与

10 5
。

时的左、0曲线对于刀= 5
”

与 45
。 ,

曲线的峰值应对于纤维角
;
而 当刀= 1 05

“

时
,

开裂方向

与纤维方向的偏离变的明显 了
.

很明显
,

尽管曲线的横坐标有差别
,

本文的图 7 与参考文献

〔4〕中图13 完全相同
.

本文图 7横坐标范围一 18 0
。

、 0
“

相应于文献〔4〕图1 3中的诱= 180
。

、 3 60
0 .

申于文献〔4〕没有说明
。的值

,

我们无法对比这两个图的绝对值
.

对于这三个纤维角
,
S : 、

S , H
与S N 随0变化的曲线表示在图8

、

9与1 0
.

可以看出
,

这三个

准则实际上预测了相同的开裂方向
.

忘
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凡(MPa)
0

.

0 5 1,
盏(M I

, a )
0

.

Osr
~ 一

0
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0 3

0
.

02

少渝
.

e ‘. )

一】2 0 一 6 (1 0 60 6
e 12 0 18 0

O峪~ I吕0共共橇
日。

圈 14 圈 15

态时
,

外力势密度与应变能密度之和等于零
.

外力势密度最大的位置就是不稳定平衡位置
,

也就是应变能密度取极小的方向
,

裂纹将沿这一方 向扩展
.

当有多个极小值时
,

其中最大者

对应于局部应力最大值
、 它最可能引起材料破坏

.

关于 (S ,
衬默套和 (S刃 : 考二预测O

。

的道理与

上述的原理相同
〔5 ’.

五
、

结 论

本文提出的比应变能密度准则对预测偏轴载荷作用下单向纤维复合材料裂纹扩展方 向是

成功的
.

开裂角0
。

由(S : )默聋决定
.

S E D R 准则的正确性进一步由数值计算和势能原理进行了

论证
.

通常用作强度准则的 T sa i一H il l和 N o rr is 二准则被推广来预测开裂方向
,

这一点也证

明是成功的
.

这些对于研究复合材料断裂行为和复合材料结构设计都是重要的
.

致谢 本文受到科 学 院重大 科研项目支持
,

深表感谢
.
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