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摘 要

本文考察了椭圆一双曲型偏微分方程奇异摄动问题(1
.

1)
,

证明了迎风差分格式在一特殊的非

均匀网格上是一阶一致收敛的
.

最后给出了一些数值结果
.
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引 言

本文在正方形区域口 (0 成x ( 1 , 。( 夕( 1) 内考虑椭圆型方程第一边值问题
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文 [ 2 〕还在均匀网格上对方程(1
.

1) 建立了一族一致收敛的差分格式
,
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本文将在一特殊的非均匀网格上
,

考察方程 (1
.

1) 的迎风
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,

并证明了该格式关 于x 和夕方向的步长均是一阶一致收敛的
,
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.

最后给出了一些数值例子
.
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I ;乡
,
《M h (3

.

2 1 )

若h, 一 ,

成M
。,

则同样由(3
.

1 9 )和 (3
.

2 0 )得

I ;乡
,
( M h犷

, .

(x
‘

)/五‘+ M 人 (3
.

2 2 )

因此根据以下的命题 1 ,

对于情形2
“

3有

I ;乡
,
( M h仁1 + 犷 , 。(x ‘)/ m a x (:

,

h‘)〕

( M h〔1 + r
; / m a X (“

,

h ‘)〕 (3
.

2 3 )

现在估计 L万
几”, 。

否
含, (x ‘

, 夕, ) , 壳= 2 , 3
.

由于。
矛
2 , (二

, 夕)关于变量 二 是二次连续可微
,

且

其导数关于
。
一致有界

,

而关于变量 y 的导数估计满足 (1
.

3 b )
,

故类似于 (3
.

1 7)
、

(3
.

18 )和

(3
.

2 3 )可得

}I奋几
, , , ”J

Z ,

(x ‘
, 夕, ) 一 l

: 。J
Z ,

(况 ‘, , , ) }( M (。+ h ) (3
.

2 4 )

11奋‘
, ,
)。 0(

“, (二‘
, , j) 一I

Zv
J
Z , (二 ‘ , 夕, ) }《M

: 仁1 + r
梦/ m a x (。

, : J)〕 (3
.

2 5 )

(i~ 1 , 2 ,

⋯
,

N 一 1 , j二 1 , 2 ,
⋯

,

M 一 1 )

又由于
”
J
“, (x

, 夕)关于戈和 夕的导数估计满足 (1
.

3 a ) 和 (1
.

3 b )
,

故类似于 (3
.

1 5 )
、

(3
.

2 3 )和

(3
.

2 5 )可证
,

11全无
, , , 。舌

“, (x
‘, g j)一 I

iv 云
a , (x ‘

, , , ) }( 万h〔1 + r
;/ m a x (e

,

h‘)〕 (3
.

2 6)

}l资“
, , ’。渗

“, (x ‘
, v , )一 1

2 v 石
“夕

(x ‘
, 夕, ) }《M

r [ 1 + r
梦/ m a x (。

, : , )〕 (3
.

2 7 )

(‘= 1 , 2 ,

⋯
,

N 一 1孰 j“ 1 , 2 ,

⋯
,

M 一 1 )

综合 (3
.

1 7 )、 (3
.

1 8 )
、

(3
.

2 3 )、 (3
.

2 7 )可得

: ;
、 ,
一

(艺
。
;
。) (X ‘

,
, , )
)
一 :

。

(艺
· ; , )

)
(一“, ,

( M (h + : + : ) + M 〔h
r
; / m a x (e

,

h
‘

) + 二r
犷/ m a x (。

, 二 , )〕 (3
.

2 8 )

(i= 1 , 2 ,
⋯

,

N 一 1 , j二 1 , 2 ,

⋯
,

M 一 1 )

又 由于

。少。 J
‘’(义

, 夕)

a夕J {
、M e x p

!
一

学 }
一M 厂

1 ·

(二, ,

(j二0 , 1 , 2 )

旦
‘”

错
“ , “’

{
、、 e x p

「一框
“

}
一M厂

2 ·

(, )
(i二O , ] , 2 )

即有l
: 。
石
’夕(二

, 夕)《M 犷
1 。

(x ) , l
,。
否
“) (二

, 夕)( M 犷
: .

勿) , 故

(
L

·

(鑫
·
“一 )

(一。,
1
一 ,一

‘·(0
, ·, 「·(O

, “,一 (一“, 〕·“
’(一“, - 1

万C 气劣 s夕) 刀
‘

义 , 夕)

+ 1
2。
轰
‘, (、

, 夕)+ 1
1。
于
2 , (x

, 夕) + 。一 ‘b (二
, o )〔b (x

, o )一 b (二
, g )〕。J

‘, (二
, 夕)

一

奋
·(X

, , )· :
2 , (二

, , )+ 。一。(0
, 。) : 。 (。

, “) 一 。(二
, 。)〕。 :

3 , (x
, 。)

+ 。一 ’b (o
, o)〔b (o

, o) 一 b (x
, 夕)〕”公3 , (x

, , ) 一 e (x
, 夕)。‘

3 , (二
, 夕) }

《M 〔夕
, .

(劣) + 犷2 。(, )〕

所以由 (3
.

1 6 )
、

(3
.

2 8 )和 (3
.

2 9 )得

!L盗“”’e ;今”
’l( M (。+ h+ : )+ M 〔h r

; / m a X (。
,
h‘) + ‘ r

犷/ m a x (“
, ‘ , )〕

+ M (r ;+
r
))

,

(‘= 1 , 2 ,
⋯

,

N 一 1 , j, 1 , 2 ,

⋯
,

M 一 1 )

作闸函数

(3
.

2 9 )
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{

功
, ‘二M 〔

。+ h + 二 )[ (3 一二
: 一 万, )+ r ‘, j

利用引理 1和 2易得
,

! e {今”
’{《功

‘,
( M (: + h + : )

再根据渐近展开式 (1
.

4 )和情形2
“

的假设
: < m a x (M

,
h

,

M
Z : )知

!
u
;梦”

’一 u ,

(二 , , 夕川 石M (h + : + 。)+ M
。
《M (h+ : )

即对于情形2
。 ,

(2
,

5) 式也成立
.

定理证毕
.

命题 1 对于情形 2
”

3 ,

以下结论成立
:

( 1 ) 不等式h
‘

> M 丙和h
‘_ :

( M
。必有一个成立

;

( 2 ) h。> M
o .

证明 若 a‘ (才
‘
+ t‘

、 ,

) /2
,

则

人‘= 元(r‘
十 ,

)一 元(t‘)> 几(t
‘十 1

)一 兄(t‘
、 ; 一 h/ 2 )一h沪

‘

(a )/ 2 > h/ 2 (> M
: )

若 a > (r
‘

+ t‘十 ;

) / 2 , 则 g 一 t‘> h/ 2 , 且

h‘
_ ;
= 凡(r

‘

)一义(才
‘_ , 、

( h几
,

(t
‘

)( h势
,

(才
‘

)二hA 。/ (g 一 t‘)( ZA 。

同时利用条件 q 一 t‘《”h可证

h
‘

> h‘
_ ,
= 劝(t

‘

)一叻(t
‘_ ,

) = A o ln (] + h/ (q 一 t‘)) > M
于

命题得证
.

四
、

数 值 结 果

本节运用差分格式 (2
.

幻对 以下奇异摄动问题

“(“” +

{
, ,

) + ““十“
’
一了(‘

’“)
}

u } r = g 戈劣 , 万)

(4
.

] )

进行数值计算
,

其中右端f (x
,

川和边界条件g (二
,

功 由方程的精确解
。 ,

(x
,

川 ~ s in (二 + 川 +

(e x p 〔一二/ 。〕+ e x p 〔一 , / 。] 一 Ze x p [ 一 1 / 。] )/ (1 一 e x p卜
1 / 。〕)确定

.

在数值计算中
,

我们

始 终 取 h = : , 。= 10
一 ‘

(s 二 1 , 2 ,

⋯
, 6 )

.

在表 1
一

中
,

列出了最大值误差 E 。二 m a n !。汁
几, 一

娜 ,
夕

。,

(二 . ,

功)1 和数值收敛阶 夕三 (In E 二一 In E 二)/l n Z ,

其中 E 土
,
E 二分别 是非均 匀网 格 I 、, 。 ,

衰 1

. . . . . . 口. . . . . . 旧 . . . . . . . . . . . . . .
一
‘ 曰‘ . 曰 , 曰曰 . . 产 . 归. . . . . . . 口曰曰‘曰. . . . . . 曲.

,
. . 目们. . . . . . . . .

- 山. . . . . 口. 川. . . . . 目. , . . . . . . 口. . .

己= 1 0 一 i 石二 1 0 一 2 巴= 1 0一 3 ￡= 咬0 一‘ 巴= 10 一写 亡= 10 一西

* I一五万 E 二 E
c 。 E 。 P

1/ 8

l/ 1 6

1/ 3 2

l/ 6 4

6E 一 1

IE 一 l

叱 一 2

IE 一 2 9 5

2
.

g E 一 l

2
.

3 E 一 l

1
.

4 E 一 1

7 ZE 一 2 0 9 7

3
.

ZE 一 z

2
.

6E 一 l

1 7E 一 l

9
_

7E 一 2

3E 一 1

S E 一 1

S E 一 l

IE 一 1

0
.

2 5

0
.

5 8

0 8 1

.

4E 一 1

.

SE 一 1

gE 一 1

IE 一 1

4 E 一 1

S E 一 1

g E 一 1

I E 一 1

0
.

2 6

0
.

5 7

0 8 1

一一3211

I
L

川
月

侧�
JWMll63
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1
2 。, 2 、

上近似解的最大值误差
.

计算结 果表明 ) 蔡夯格式 任 ⋯:巧 的数值收敛阶是二阶
,
一

与定

理 1的结论一致
.
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