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摘 要

本文采用镜相法
,

推导出了正交各向异性半平面作用集中载荷的理论解
,

给出了常单 元 系数

矩阵表达式
,

为采用边界元法求解半平面问题提供了必要的公式
.

特解表达形式 简洁
,

对边界元

间接法常单元和高次单元各积分均可求出其原函数
,

可避免计算程序中的定积分数值计算过程
.

关 . 询 正交各向异性 集中载荷 弹性解 边界元法

一
、

引 言

边界元法在各个领域的广泛 应用
,

越来越得到计算力学工作者们的重视
,

这一方法的优

越之处在未知数少和计算精度高两方面充分体现出来
,

边界元法面临的主要任务之一是寻找

某一解
,

它对应着特定边界形状
,

这一边界可能是有限域也可能是无限域
.

K il v e n (1 9 4 6)

获得了无限大空间 (平面 ) 作用集中力的解
,

对半平面问题
,

虽然此解可以使用
,

但自由边

界为无限大
,

在这一边界上占去不少单元
,

更主要的是计算精度显然会降低
.

M in dl in (1 9 3 6)

得到了半平面内作用集中力的解
,

为边界元法解半平面孔洞等问题提供 了计算公式
.

文〔1〕进

而又推出了剪切模量G 沿深度线性变化的半空间解
,

文〔2 ] 计算了半平面含圆孔问题
,

计算结

果与精确解相差无几
.

文〔3〕采用边界元法并利用现有特解
〔‘〕
对各向异性平面问题进行了分析

,

并计算 了含圆

孔问题
,

同样获得较为精确的结果
.

但对各向异性半平面问题则 极少研究
,

尤其是半平面内

作用集中载荷这一特解尚未在文献中见到
,

本文采用镜相法
,

亦获得了这一问题的解答
.

和

各向同性解相比
,

其应力
、

位移表达式更为简洁
.

若采用边界元间接法
,

定常或高次单元各

定积分均可求出原函数
,

无疑会大大简化计算程序和提高精度
.

二
、

半平面内作用集中力解的推导过程

定义 若函数f (二
, g 沼

, , 拼2

)被写成

.
云天锭推荐

.
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, 拼委) (a + , )

一
‘k( 川 一 “l)

Z
L 拼了(a + 劣)

2
十梦 一

+ 了(# ,

“拼: )

户扛1 + , ,

川 ) (热 a 十召
,男)

(拼
: a + 拼,戈 )

“
+ , 2 了

(2
.

2 3 )

对位移同样可写成广义积分形式
,

并不计奇异常数项
:

、漪

l
飞了r硬

l
百了“

‘
一 4u

二

〔补
二‘g 、:、

2

羚兰
。

尹
a r 。‘g 、

众绝、:、
办

+

缸
a ·c ‘g 、;、

概溉
; 。2

+ a ·c ‘g 、、
2

羚兰、
:、

。

)〕
+ , (。一

。:

)

。‘·,

一
2 : 二

干月
1

In : 。: (。+ , )
2

+ 。2

: +
月

·
In : (; Za + 。:二 )

2

+ 。·〕下
‘
尸 1 尸 2 少

+ 了 (拼, 。脚)

(2
.

2 4 )
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应力 (2
.

2 0 )
、

(2
.

2 3 )和位移 (2
.

2 2 )
、

(2
.

2 4 )叠加
,

便得到了 (B ) 问题的解析解
.

对以上各式
,

若令拼
2

、拼, ,

且 产,
~ 1 ,

则对应着各向同性材料的相应 问题
,

这时应力
、

位移总可表示成这样两种普遍形式
:

F = 风士画R (“
1 , “2

)
,

R
,

S为拼: , “:
的连续有界函数

,

1

(拼
: 一 “l

)
“ (2

.

2 5 )

由罗贝塔法贝
!

}
,

S (拌
, , “2

)

当产
:

、产
工

时
,

有

1im F 二

召2 叶拼1

d R巡丝 {
d 口

,

ld 拼
2

群2 = 尸i

(2
.

2 6 )

.

lee,‘.7

脚一一

lim G 二
拼 2叶产1

1 d
Z
s

Z d 拼;

对特征方程 (2
.

3) 其根几为复数形式时
,

其解可用相同方法推出
,

只不过 形 式 稍 显复

杂
,

不在此罗列
.

三
、

边界元间接法常单元基本公式

只要知道 了集中载荷作 用下应力位移解
,

便可将弹性力学任意边值问题化为F re d h ol m

积分 方程形式
,

若采用边界元间接法
,

积分方程则为
:

夸
·

) +

丁
:

,

K 二 (‘
,

‘。, p (‘)“· +

丁
: K 二 (‘

, ‘。, Q (‘, “

一
(‘

。

,

)

望
一

+

丁
二 K 一 (才

, 才。)p (才)“· +

I
: K :

。(? , 才。)Q (才)“

一
(, 。)

J
(3

.

1 )

式中P (约
,

Q (t )为作用在半平面相应边界厂上 的虚拟载荷 (见图 5 )
.

K ; , (t
, 才。)为在才处作用单

位的P力 (方向沿。 ) 而在 t。处对
。
方向应力的贡献

.

类似地K 。,

(t
, t。)为才处作 用单位 Q而在 t。

处。方向正应力贡献
.

对积分方程只可能近似求解
,

先假定
:

( 1 ) 曲线边界离散为封闭折线段
.

( 2 ) 在折线k上虚拟力尸
。 ,

Q 。
为常量

.

若折线段数为N
,

这样积分方程可写成
:

c
l‘尸

‘
+ 乙 11

‘J尸 J十万‘: , Q J~

l孰
(3

.

2 )

e
Z ‘Q ‘+ 习 U ‘, p , + 乙犷

‘, Q , 二 ‘ ·‘

澎:

边界

图 5



1 1材 义“
“

星 华

a 。 ‘,

九伪边界已知应力值
.

式中H
‘,
的物理概念是相当明确的

,

即在 j线段上作用单位均布

正应力时在 ;点
,

(视为‘线段中点) 法向正应力大小
,

其余类同
.

c
, ‘,

q
‘
为单元i作用单位的

尸‘,

Q ‘时线段中点处正应力和切应力
,

极易证 明当线段越 细
,

C , ‘,

q
‘
趋近 封2 ,

一般计算

时可作 1 /2 处理
,

这一微小差别就是无限边界引起的
·

设了单元方向为a , ,

在垂直单元方向作用单位集中力时
,

在二 ,
y轴上力的投影为

P
:

= s in a , ,

P , = 一 e o s a j

在M (二
。, , 。

)处作用单位集中力时
,

若此力沿二方向
,

由(2
.

,s)
、

(2
.

1 5) 式

拼:
(拼墓+ 、)

2二(拼圣一 “呈)

拼,

+ 拼2

一添刃户〕二拼 }

+ 了 (井
,

。拼
2

)

劣 一 劣。
劣 + 劣 。

(劣 一 戈。)
“

+ (g 一 夕。)
“ “{(劣 + % 。

)
“

+ (g 一 g 。)“一拼

尸l
,

r
�

(拼; + , 2

) ( x + x 。

)
{(况 + % 。

)
“+ ( g 一梦

。

)
“

拼f+ 棍

拌t

内勒+ 构劣

(热扁干风幻恋

板石二面护
一拼

reeesL

2、J
了

、.2
Uq

.

Uq
‘

了、

同时沿。方向作用单位力时
,

应力分布计为J 尝
,

那么 ,
在 j单元上作用均布单位力时

。
二

、, , , 才)一
J
么, / 2

一△,/ 2

。‘s‘n a 了d一几爪
a , 。 o s a ·

d ·
( 3

.

4 )

△ ,为单元长度
, 才为平面内任一点坐标

.

由局部坐标
。= % , + s

·

c o s 口 , , g 。一夕, + s
·

S in a ,

代入 (3
.

4 ) 式
,

第一项积分写成
:

拼,
(拼麦+ v Z

)
2 二 (拼泛一 拼约

S l n a J丁
八, / 2

一△, / 2

戈一 劣夕一 S
’

C O S a J

再{(王一 * , 一 s e o s a , )
“+ (刀一夕, 一 s

·

“i n a , )
2

+Sd
�Jr..J

x 十工 , + s
·

c o s a ,

(义 + 戈 , + s. 6丽瓦又叭亏
一 。, 一 。

·

“in “ , )
2一一

—
一一

—
一
-

(3
.

5 )

为便于对
:
的积分

,

可将上式第一积分写成复数形式
,

为

f△, / 2
, , ,

I } ⋯ 」a 召

~
J
一△打2 - -

1 R e

I
△, / 2 d s

一、, / 2 不次交万石二矛而丽力干双砰石丁几几百玩而万

1 。 「△刀2
「

d s

~ 瓦“
“

灿万2
万次又二玉丁再玄而而万而币污6西瓦干而夏五两)

c o s a , 、

声显e o s , a , + 。i n
, a ,

I n 斌万次又石丁二示而台
a , )

“+ (夕一 夕, 一 s
·

s in a j )
“

+ 、示磊{会笼而
医

硕
a二‘g 丙宁彩广沈瓮乃引蛛

其余所有积分均可通过这一途径积出
,

其形式也完全类似
.

求出了被积函数的原函数
,

界元法来说是极其有利的
,

可大大节省形成系数矩阵的时间和提高精度
.

(3
.

6 )

对边

同样方法可获得应力a , , : ; , ,

则在‘点 (‘单元中点坐标 ) 沿价方向的正应力可写成

a 之J= H ‘, 二 a ,

(才, , r‘) s i n
Za , + a , ( t , , t , ) c o s ’a ‘

一玉鲁业
“‘”Za ‘

( 3
.

7 )

‘

而在‘点垂直于
n ‘
方向的剪应力为

代 J二 U ‘j =
口

盆

一 口梦

2
s i n Za ‘一 了 : r e o s Za ‘ ( 3

.

8 )
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这里规定顺时针转向为剪应力方向 (方向可自行规定)
.

若采用边界元直接法
,

同样也可解

出被积函数的原函数
.

仅由于篇幅关系
,

另外一些具体的积分公式不便在此列出
,

读者可以按 此 方 法 全部推

出
。

附录 几个广义积分

令

‘1
‘“, 一

l几
‘

德锣编 (A
.

1 )

求微分

d l l

d 几 一

由留数定理不难有

l几
2 几d %

(几
2 + x Z

)(a Z + % 2
)

‘A
.

2 )

几‘幻二

C ,

为积分常数
,

当丸二

I ,
(0 )“

丝
“

In (a + 几) + C ,

(A
.

3 )

0
, a = 1时

] n 劣 2

1 十 x Z
d x = 0 (A

.

4 )

C i
三 O

故有

I ,
(几) =

叉令

I:

(
“

) “

同样由留数定理
,

有

立 In (a + 几)
2 兀

(A
.

5 )
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一 一 一兀丁几- 一万茅a 苏
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‘
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.

6 )

1 2
‘
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一
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, + 。 2
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,
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2
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工
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二 0

.

故

1 2
(。)一J
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类似方法
:
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.
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.
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d x

一

西
,

千而千幻尔下干砂)

(劣 一
u

) d x

兀(还+ a )
a 几[ (久+ a )

2 + 。 2

]

l一 ,
一

〔护千(又二甸
’

扛丸耳户) 之[(之+ a )
, + u ’

]

(A
.

9 )

(A
.

2 0 )

2拟口

几2 + u “一 a Zg
于‘

Cfa

厂

l
‘

、

(舔扶梦纬齐些
一

dx 一
“

+ a r e tg
-

Zu 几

砂不丁二沐「 ) (A
.

1 1 )

(劣 一 u )
, d x

一

巨
2

不介二云)
,

1( 万干刃)

“ 2 + 几1 + a几

’欢砚+-- 刃‘干石叮
介 (A

.

1 2 )

:J票珊
“一
子a r “t g 西千浇 (A

.

1 3)

、
刀
。

刀。8刀心OO心戈叹



一一

华一
一

王一文一1 1 26

〔1 ] 云天锉
,

(1 9 8 5 )
.

尹雷方
,

文王华
,

参 考 文 献

集中力作用于剪切模量沿深度线性变化的半空间公式
,

应用数学和力学
,

6 (1 )

弹性半平面问题的边界积分方程
一
边界元法

,

上海力学
,

(1) (1 9 8 4 )
.

各向异性体平面问题边界元法
,

计算结构力学及其应用 (1) (19 8 8 )
.

列赫尼茨基
,

r
.

C
. ,

咤各向异性板 》
,

科学出版社 (1 9 6 4 )
.

,

l
曰,‘胜J工胜selq曰丹Q.任r‘Lr

‘

井LL..L

T he E la stic So lu tio n o f C o n c e n t ra t e d Fo r c e A c tin g

in o rtho g o n a l An is o t ro piC H a lf
一

Pla n e a n d

C o n s ta n t E le m e n t F u n d a m e n ta l

Fo r m u la e o f B o u n da ry E le m e n t Me tho d

爵

W
e n P i

一

h u a

(C e n tr a l S o o t h U 儿io e r s‘t, o f T e e h佗0 10 9夕
,

C h a ”g o ha
)

Ab s tra c t

In t h i s P a P e r ,

t h e e la s t ie s o lu t io 五 5 o f e o n e e n t r a t毛 d fo r ee a e t in g i n o r t h o g o n a l

a n i , o t r o p i e 五a lf一 p la n e a r e d e r i v e d b y im a g i n a l m e t h o d a n d t h e fo r m u la e o f

e o e ff ie i e n t m a t r ix fo r e o n s ta n t e le m e n t a r e p u t fo r w a r d
.

T o s o lv e h a l f一 p la n e p r o b
-

le 扭5 n u m e r ie a lly b y B E M
,

t h is p a p e r p r o v id e s t h e n o e e s s a r y fo r m u la e
.

B e e a u s e

t h e e x Pr e s s io n s o f fu n d a皿 c n ta l s o lu t io 力 5 a r e v o r y s i m P le ,

t h e o b j
e e t fu n e t io o s

e o u ld b e o b t a in e d fo r e v e r y in te g r a l o f e o n s t a n t e le m e n t a n d h ig h e r o r d e r e le m e n t

o f i n d i r e e t B E M
.

T h u s ,

t h e Pr o e e d u r e o f i n te g r a t io n e o u ld b e a v o id e d in e a le u
-

la t i o n P r o g r a rn
.

K e y w o rds o r t h o t r o p ie , e o n e o n t r a t e d lo a d
. e la s t i e s o lu t io n ,

b o u n d a r y e le m e n t

m e r h o d

几数学进


