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摘 要

本文在文【1 」的琴础上提出了一个新的方法
,

可用 少求解任意变系数非线性常微分方程组
.

文

中导出了任意轴对称载荷和不同边界条件下的 作均匀弹性地基圆薄板大变形的一般解
,

并 给 出了

收敛于精确解的证明
.

问题最后可归结为求解一个汉含有三个未知量的非线性代数方程组
.

该方法

和其它方法比较
,

具有收敛范围大
,

计算简便迅速等特点
.

文末给出算例表明内力和位 移 均可得

到满意的结果
,

验证了本文理论的正确性
.

关越词 非均匀圆板 弹性地基 大挠度

一
、

引 言

非均匀大变形薄板广泛地用于航空航天
,

化工和仪表等工业
,

对这一类问题的研究有着

重大的实际意义
.

放置在砂子
,
水以及其他某些弹性介质上的周边受有约束 的圆薄板在力作

用下发生变形问题
,

可以抽象化为弹性地基上受载圆板的模型
.

地基一般可考虑为W in k le r

型的
。

板的大挠度微分方程由 K歌m 巨n 导出 〔2 了.

由 于 K 助m a n 板方程是一对偶合的非线性

微分方程组
, 因此对它的理论研究仍是很困难的

.

〔3 ~ 5 ] 中用摄动法研究了板的大 挠 度 问

题
,

[ 6 ]用迭代法求解这一相同的问题
.

口~ 1如 用级数法给出圆板大 挠度变形的精 确 解
.

〔n 、 1 2 ] 对弹性地基圆薄板进行了计算
,

[ 1 33用级数法给 出集合载荷作用下弹性地基圆薄板

大挠度问题的精确解
.

由于以上方法均属解析法
,

仅能求解某一类问题
,

因此适用范围有一

定的限制
.

用一般的数值方法和有限元法计算这一类问题
,

适用范围广
,

但计算量大
,
对些

某些载荷等 因素突变的情 况
,

数值计算结果并不令人满意的
「“ 〕.

文[ 1」和 [ 1 5 ]利用 H ilb e r 七 逆算子定理给出求解一般变系数微分方程的一个普遍方法
.

本文在此基础上
,
把这一方法推广到求解非线性方程组

.

利用这一新的方法
,
给出在任意轴

对称载荷和不同边界条件下非均匀弹性地基圆薄板大变形的一般解
.

这个解也适用于不带弹

性地基圆薄板大 挠度问题
,

具有统一性
.

问题最后可归结为求解三个未知变量的非线性代数

方程
.

文中给 出证明 , 位移和内力可一致收敛于精确解
, 并有二阶收敛精度

.

国家自然科学基金资助的课题
.

1 9 9 1年5月21 日收到
.

9 5 )



95 2 纪 振 义 叶 开 沉

本文提出的方法可推广到求解一般变系数非线性微分方程组
.

文末算例表明
,

利用本文

的方法 , 无论内力和位移均可得到满意的结果
,

并收敛于精确解
,
验证 了本 文理 论 的正确

性
。

二
、

非均匀变厚度弹性地基圆环板非线性弯曲的一般解

一个非均 匀弹性地基圆薄板
,

我们考虑为 W in kl e r 型
.

它的平衡方程为
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利用本文的方 法
,
我们把弹性地基板沿径向分布为N个单元

.
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,
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并有二阶收敛精度

.

式中。
,

为总的等效剪力
.

利用矩阵迁移法
,
我们不难得到满足于方程 (2

.
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,上n�n以0�

!
L

weeeL

lim 〔F . ( r ) 3二〔F 。〕二
0 1 一

1
, 曰

0 又l 一 , I
)

‘

0

1
_ _

艺一 石 ( L一 v ,

)
‘

( 3
.

2 )
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lim 〔G
;
(r )〕二 [ G

。

〕二 (3
.

3 )

,J.一
U

‘

eel刀eel七

于一卜 O 1 + , ‘

2 {
为使 (2

.

8) 成立
,
我们应当重写矩阵

〔F
,

(r )〕= 〔F ; (r )〕〔F
。

〕
一 ‘,

〔G
:

(r )〕二〔G
,

(r )〕〔G
。

〕
一 ‘

以下计算方法均和圆环板求方法相同
.

(3
.

4 )

四
、

收 敛 性 证 明

我们把 (2
.

3) 和 (2
.

5) 写成算子形式

。 r g (r ) 、 _ ‘尹‘g (r ) 、

A‘w ~ 弓
_

卜 A‘衬二弓 卜
0

, ‘

0

(4
.

1 )

这里

内积

, 一

{ }
,
‘ 一

{ }

梦坎 ‘甲
1
“W 一“ , 一弄蚁 (

,
1

买
A ‘w 一“‘)

: 妙 (
一

户
(

一
) g (·)

)一 (4
.

2 )

式中

甲二

其中 甲 ,
〔牙尸

,

{甲
, 沪:

}
T

切2
〔不麦

, ’,

附芝
”和砰尸为索伯列夫空间

.

如果有

1im 沪‘ 一厂
N ~

) . U r

d 功 d 切

二 r d r (宕二 1 ,
⋯

,

N )

r〔〔r
‘_ , , r 。)

1im 方
,

= N
,

(i = 1 ,

⋯
,

N ) (4
.

3 )
N 一 》 .

利用分部积分
夕

当N o co 时 ,
我们有

1im (甲 A w 一A神) ~ lim 一 切(r V
‘一几犷

,

)
N 一 ) . N ee ) 的

‘A ’甲 1

一
, +

怒户毛
+ r “黔(M

,

一厉
,

)一衅「
:

妙
一 , 。 “
州

+ 。

脚(。 一 , )

口 r L a r a r J

+ , 2

(N
,

一 ,
,

)一N : (“一 。)
} 二 O (4

.

4 )

这里 A, 是A的共扼算子
,

M节
, r犷节和N 节是共扼边界条件

,
它们是叭和 中:

的函数
,

并假定在

[r 。 , r
们上连续

.

利用单元交接处的连续条件 (2
.

6) 和六个已知边界条件
,
同时令六个未知边

界条件对应的共扼边界条件为攀
,
则可得
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、

lim (A共甲
, w 一诉)~ o (4

.

5 )
万 . ) 。

根据 H il b e r t
一

伴随算子逆定理
,

当A在给定的边界条件下有逆算子A
一‘

存在时
, A 肠 在零共

扼边界条件下也有逆
,
特别

, 当

A 朴甲= w 一 勿

时有唯一解 卯,
〔邢三

, ’, 切2
〔班羞

, ,
使M 节

, r Q节
,

和 N 节在区间 [r
。 ,

彻〕连续
,
并有零共扼边界条

件
.

因此我们有

lim 仁
“

(, 一 * )
2
。: 一 。

(4
.

6 )

利用 (4
.

6) 夕
单元之间的连续条件以及边界条件

,

我们在〔
r 。, r ‘〕区间上作 内积得

)
‘
甲(A , 一舫 )d :

一
( 一 * ,

(, :
,

一 , ‘。
,

) + :

热
一

(M
,

一
瓜)

J r o U T

一M :「
r

一

塑
一 , ‘

赞〕
+ r : : (。 一 。 )+ : :

(N
,

一 万
,

)

L U T U I J

一 N 节(u 一云))
r= , 、

由于切
」,

d 切
1

/ d , ,

叭
,

M节
, r 犷考

,

lim 勿 = w ,
lim 子‘

N ~ ) 田 N 一) 国

+ O (A r Z )

N 节的任意性
,

从 (4
.

7) 我们可以得到

d 幼 d 田

d r = r d r

(4
.

7 )

(i= 1
,

2 ,

⋯
,

N )

1im 厉
,

二
刃 - ) .

1im 云= u ,

N ee ) 即

M
, ,

lim
N

, ‘) 伪

(于
‘

护
,

)== r 厂
,

(r〔〔r
。 , r ) )

1im 夕
,

= N ( 呈
_

8 )
万

弓

令 co

并有二阶收敛精 度
,

因 切 一 幼 ,

烈
d 功

d r 一 r

d 汤

d 叨
, ,

。
, ,

二 一
_ _ , ‘ ,

一 _
_ , _ ,

川
,

一卫
, , r 厂

,

一 于‘F
,

仕Lro
, r N 」上连续 , 囚

“ T

此有界
.

通过

式可以得到
,

(4
.

6) 式可 以证 明 。 ,

卜
一

d r
,

厉
, ,
卜犷

, , 云和夕
,

一致收敛于精确解
.

由(4
.

8)

假定条件 (4
.

3) 是满足的
.

因此利用本文的方法所得到的解可一致收敛于 精确

解 , 并具有二阶收敛精度
.

用类似的方 法
,

可以证明 (2
.

3) 的解一致收敛于 (2
.

1) 的精确
.

解因此方程 (2
.

5) 所得到

的解一致收敛于方程 (2
.

1) 的精确解
,

并有相同的收敛精度
.

五
、

算 例

算例 1 一个均匀实心圆板
,

半径为
a ,
厚度为h

,

弹性模 量为E
,

泊松比 , = 0
.

3 ,

受均

匀载荷q作用
,

周边固支
,

它的边界条件可以写为

田二 u = r厂
,

= 0

d 功
田= r d r = “二

(r“ 0 )

0 (r = a

表 1给出当N = 4时
,

随载荷口增大计算的内力和位移
夕 并和解析解作了比较

.

是用级数法算出
.

表2给出随 N 增大时
,

多
一 9

.

2 了时位移和内力收敛情况
.

表 1中的解析解

应当指出
夕 第
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一单元区间为 [0
, 0

.

0 0 1司
,

其余单元均为均匀划分
.

衰 1 周边固支口板非线性变形的位移和内力

a Z

丝:

君h 3
(
r = a

) 鲤万h‘
M

,

(
r二 a

)

6 7 3

户们�On�办匕�,
二11

.一

:
刁1八、qJJ

、l丹�U0OU‘J6一42一日一16 1心1009一45n
�

0一,‘卜一3于
nUO一no

��一��一
一

⋯卜匕

0
.

6 4 6

4
.

3 8

6
.

9 5
2

.

1 8

2 1 7 4 3 6

—
一一 一

_ _ _ _ l

9
.

2 7

本 文 解

精 确 解

本 文 解

精 确 解

本 文 解

精 确 解

本 文 解

精 确 解

}一

0 9 8 8

2
.

4 9

2
_

4 2

5 12

5 16

5 5 1

5
.

3 8

n八曰

l阵⋯l高
户aA�
, .人88一Oon一,

L

裹 2 随 N增大时
,

圈板的位移和内力收故愉况

( a
Z口/E h 4 = 9

.

2 了)

1 1 2 1 4 1 10 1万 { 1 , { , ,

}
‘1

}
、。 ,

} 解析解

h
(
r二 0)

6 a ZM
r

E h3 (
r 二o )

‘
·

。4 7
」

‘
·

“2 5

一

2 5 6 2 5 2

0 1 0 0 9 88

2
.

4 9 4 2 4 2

a
N

:

君h 3 (
r 二 a

) 50 1

6 2 5

0 4 9 8

1
.

0 1 1

2
.

4 9 2

0
.

5 1 2

5 5 1 4

0
_

5 0 7

5
.

5 4 7 5 12

1 56

3 8

_ _ _
~ _

一—
-

一
-

‘

一

一
-

一
. . . 曰 . 曰. . . . . . . . . . . . . . . . . .

算例 2 考虑一个弹性地基变厚度实心圆板
.

板的厚度和无量纲化的弹性地基常数分别

为

h = h
o e x P 〔一刀(

r / a )
“

/ 6〕
, K ‘·, 一旦兴厉丝

“(·,

式中h
。

是板中心的厚度
, 。
为半径

.

本文取刀一感
,

其它 参数和边界条件均与算例 1相同
.

表3给

出随荷载增大时板中心的挠度值
,

并和k (r ) = o时的挠度作 了比较
.

取21 个单元进行计算
.

衰 3 弹性地井圆薄板随q增大时的中心镜度二
。

/ h
。

(N = 21 )

0 0 1 2 3 2 4 6 3 6 9 5 9
.

2 7

K (
r
) 二 5

丫少
“11

严
} 甘

·

0 0 4 4 0 5
、

1 气0
.

0 u 4 4 2 )
汤. . . . . . 曰. . . . . 侧. .

2 5 1

6 8 4

0
_

4 78

吵/l0

K (
r
) = o 0 9 9 2

}

1
.

10 7 一 1
.

3 56

表中圆括号中数值为精确解
〔‘”〕.

与算例 l 相比 ,
由于板边变薄

,

况
。

由表 3 看 出, 当载荷很小时
,
本文结果可收敛于精确解

.

中心挠度值增大
.

表4给出随 N 增大时
,

中心挠度的收敛
J

清



分6 0 纪 振 义 叶 开 沉

表 4 随万增大时
,

变厚度日板侥度收效清况 (。
‘

叮 E 护 ~ 0
.

9 2 7)
. . . . . 曰 . . , 喇内. 即 . 门 . . . , .少 . , 自. , . , . ~

,

八~ 甲. ~
,

~ . 内 . . . 甲. . , . 曰 . , . .
.

, 净 . , . . . .

~ ~ , . . 、
.
. ,

~

一
. .” ~ 刀兮 . 一

二~
.
一一~

一
甲 , ,

一
一 一 ~

-

- 一
一一 一

一
,

一
一
~ 一一

一-

-
~ 一‘ ~ ~ ~ - 一

-

一一
一 ~ 一 一

一一
一

N
〔

2 1 4 1 10 1

0 8 40 6

淤
K (

r
)= 0

.

5 !

K (
r
)一 o

{ 3 56

0
.

8 33 9

1
.

3 4 1

0 8 3 2 0

3 3 7

算例 3 考虑一个弹性地基圆板
夕

它的边界为固支
, 在板中心受集中力尸作 用

.

板的半

径。“ 1 0 ,

厚度h = 1 , 弹性模量E 一功00
,

泊松比 , ~ 0
.

熟 无量纲化弹性地基常数

、(·)一 3 q

{布
, “(,

卜
5

我们有关系

h m r厂
,

二尸/2 兀

r 一
.

) O

表 3 给出随载荷增大时
,
中心挠度和内力的计算结果

.

并和 [ 1 7」中的级数解作 了比较
.

这里

取 2飞个单元进行计算
.

表 5 受绍中力作用固支皿板中心侥度和内力值 (N = 21 )

P / 2 二 2 2 17 4 4 3 4 6
.

6 5 1 8
_

8 6 8 1 1 0 8 1 3 3 0 1 7
_

7 4

脚
_

(r = o、

h

本文解

[ 27 〕解

尹

水文解

仁1 7 ]解

木文解

f 1 7〕解

术文解

[ 1 7〕解

0 18 0 9 0
.

3 5 4 1 0 5 15 3 0 6 6 2 4 0
_

79 6 5 0 9 19 2

0 18 9 0 0 36 8 6 0 5 3 4 7 0 6 8 0 8 0
.

8 1 4 0 0 9 3 4 4

_ _ {

一0 5 6 5 9 2
_

1 7 4 4 6 0 0 7 6 4 3 1 1 0 8 6

邝
r

(
r = o )

0 5 2 6 7 9 8 4 4 2 0 2 6 8 8 6 9
.

3 已6

1 4
.

8 ()

13 0 9

1
.

13 5

1
.

1 4 5

2 2
.

了4

19 8 3

0
_

4 1 9 1 0 8 3 19 2 3 7 G 2 9 2 0 1 0 2 3 7 8 3 0 9 2

M
,

(
r = a )

q妇一邝‘尸乃洲
�

怜此
八八nJ40 5 5 4 9 0 9 9 7 3 4 7 ( ) 9 2 2 2

_

3 5 0 2 7 G 5

0
_

0 9 6 9 0 3 7 2 2 0 7 7 5 0 2 8 9 2 4 5 6

N
r

(
r = a

)
0 1 15 6 “

产
3 ’

了口
.

11
. :

头尸
‘

兰
.

{ 4 8 4

1
.

8 5 5

2
_

11 2 2 7 7 2

算例 4 一个薄圆板
,
中心挠度为零

,

周边固支
, 泊松比 v二 0

.

3 , 受均布载荷作 用边界

条件可写为

d 田
_

毋 = U ~ r , 二一二 U

“ r
( r ~ O少

切
一努

一。一 。

式中
。
为圆板半径

,
我们取

、r = a

Q一李(卜 , )斌 3刃正不马票任 2 二 I 乡

a Z g
= 2 0

计算的挠度沿
r分布列于表6 ,

并与仁17 〕中的级数解作了比较
.

表中砰 = 双污口二丙 切/h
,

我

们定义

_ 八 3
a 叼二 1

任

a Z
尸

‘卜
v ‘

) 丫 3 ( 1 一 , ‘

)
一

元百h4

尸是中心支座的反力
.

由〔1 7〕计算的。值为 0
.

2 4 6 1
一

5
.

本文用N ” 2 1 , 4 ] 和 1 01 计算结果为

西万。一:
, 0

.

2 3 8 6 , 。万。 一‘” 0
.

2 4 38
, 。刀 = 0

.

2 4 6 7
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受均布载荷带有中心支座圆薄板的挠度分布

9 6 1

表 6

一!
l

⋯
r
/
。

{
。

.

, ,

0
.

3 0
.

4 O 5 0 6 下专 J
_

百 0
.

9

0
.

0 5 96 5」 0
.

0 8 2 4 0

0
.

0 5 3马2 0
.

0 7 7 0

0
.

0 5 06 4 1 0 0 7 4 4 2

0
.

09 3 6

0
.

0 8 9 3

0 0 8 7 2

0
.

0 9 2 1 2

0
.

0 8 8 9 1

0
_

0 8 7 3 4

0
.

0 7 8 9 0

0
.

0 7 6 7 5

0 0 7 5 6 9

0
.

0 5 70 8

0
.

0 5 5 8 6

0 0 5 5 23

0
.

0 3 16 9

0
.

0 3 1 1 6

0 0 3 0 8 7

0
.

0 0 9 6 5 2

0 0 0 9 5 5

0 0 0 9 4 8

f一7 〕解 0
.

0 1 9 94 0
.

0 4 8 9 4 1 0
.

0 6 2 4 4 0 0 7 2 4 0 0
.

0 8 53 5 0
.

0 7 4 0 7 0
_

0 5 4 1 4 0 0 3 2 3 2 } 0
.

0 0 9 3 4

. . . . . . .曰侧.
.

. . 脚. .

一
J . . . . . 比. . . .

~ J
‘ . ‘ _

⋯
‘ ~ _

一
n 右“ . . . . 曰. ‘ ‘, . ‘ . . J. _ 皿

~
以上四个算例表明

,

本文提 出的一般解可用于任意轴对称载荷和边界条件
,

并可计算弹

性地基常数等于零的情况
,

内力和位移均可得到好的数值精度
,

证明了本文理论的 正 确性
·

, .胜Jf..j
,上2

r..L户

I
L
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