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在连续介质力学中不仅 �
�

�� ��六方程

日‘
�
�

仑 了� � 一气
‘

』

位 � 了倪�
口沉

� �

日� � 己“。

口义
去 � 而丁

��� �
,

�
,

�《 �
,

云今 �寺寿�

是不完善的
〔‘二

,

而且著名的 � �� � ��运动定律
� 分� ��� � � � � 及 � � � �

�式中
,

� 云
,
� �

,

� 及 � �� � 是连续的� 也是不完善的〔� 〕�

前六个方程的不完善是由于在空间给

定点上变形的几何表示方法至今尚非完全
�� 〕,

而后两个定律的不完善则 � �� � �� 自己解释说 � �
,

� 及� �� � 是标架无关的
,

但 � 分则不是
,

且� 是对称的
己’】�

因此我们说后两个定律不可能满足广

义标架上的非对称张量
�

本文的目的是在三维牵引力域的影响下用广义标架上的非对称 张量来完善� � � �� �运动定律
�

关扭词 牵引力 失重 非对称 张量

一
、

间 题 的 提 出

设了是一个体
、

尹是 , 的一 部分
, � �尹

,
�� 三 � �少�是在时 间为�时少的形状

,

或少以及其外部毋
。

或少
“

都在全域口之中
�

令 � 对于 � �少�的质量来说是体力
, � 是在 口� �少�上单位面积 的牵 引 力域

,

� �夕�的惯性标 架上的加速度域
�

那么
,

连续介质的基本定律就是
〔“’

而一切毋

劣 是对于

�
, ‘尸 , 。‘“犷一 �

。, 、, , �“� �

�
二‘尸。。“、。

�
, ‘尸�� � 、‘“犷一 �

。, 、, � � 。·“� �

�
� �尸�� 。、。、�

��
�

��带

式中� � 尤 一 �
。,
而�� 是不动点

�

假如把 � 用标 架无关的�
, 替 换以后

、

则 ��
�

�� 可写成

�
二。尸� 。‘“

一
, �厂 �

�
。� � , 》�� � 一 。

�
二 �, , � � 。��一

,
�� 犷 �

�
。� �尸〕� 。·�� ‘ 。

��
�

��

积分
一

号下应为� �尹 �
,

但工厂无下角花体尹
,

故用� �尸�代之
�

��  �
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注 � � , � 牙一牙广一� � �后
番一后。�

�一 � 咬一过 么��二
升

一 二 。�

厂�
〕

因 ��
�

�� 的前项是体积 � �少 �上的绝对连续函数
、

它是在少上质量的积分的实 加 法函数
、

而

后项是在边界面口� �尹�上的绝对连续函数
�

因此又可以说对于� 上的一切毋中的一切少来说

��
�

�� 较��
�

� �更具有一般性
,

因为所有�
, � 及 � ,

都是标架无关的
�

特 别
, 假如 � 及� 八� 在 � �夕 �上是递次可微的

�

并且在 口� �尹 �上是连续陀
, 那么由光

滑变程上的格林变换就知

�
。� �尸。‘� � 一

�
, 。尸 ��‘� ‘�厂

飞

�
。, ‘尸 , �� , ·�、� 一 �

�
, 。, �� �� �� � ·�。�

�
��

�

��

第一个等式是 显然的
夕 而第二个等式需要解释一下

�

设 �� 一 �
。
� 八 �是在点� 上

、

时间为�时对于不动点�
。

的矢矩
,

那么
,

至少存在一个叉积

为

�� 一 �
。
� � � 一 要�

二 一 �
。
� , ,

‘
��

�

��

如再注意到一切下标 �� 《�
、

�
、

左《 � , ‘今 �斗的时安排
, 则该矢矩

福�� 一尤
。
� � � �

,
� �尤 一 �

。
�‘� , 一 �刃 一 �

。
�, 丁‘ ��

�

��

就定义为 � ��� � �� � 叉积群
‘”

�

如上述无疑
、

再把 ��
�

�� 代入 ��
�

�� 我们就得到动载荷方程
,
也就是我们需要讨论的广义

运动定律

� �� 一 � , �� � �� � � �

户� � �� 一 � , �� �� �� �� � � �� � � ��
�

� �

特别
, 当�

,

� 。及� , �或� 一 �
,
� 。 �亦即失重状态� 时

, 则产生

� �� � � �

� �  �� 一 � � � � � � � � ��
�

� �

进而
,
若 � � � 一 �� 为常矢量

, 知 �叭 � � � 则必有 � 上 � 。七 �
或 � � � � 二 �

�

但一般 � 不一

定垂直于� � � � ,

所以 ��
�

�� 就变为齐次线性方程组

� �� � 二�

� � � � � � � ��
�

� �

因 ��
�

�� 或 ��
�

�� 为积分方程 ��
�

�� 的核
,
所以 ��

�

�� 包容 � �毋 �内的每一个闭曲面切
�

二
、

定 义 及 记 号

定义 � 若 �叨
,
�� 为一个数偶 并简记为 �

·

,
·

�
,

其中 叨 为域 � 上的矢量空间
, � 为叨上

的 �
,

双型
,
并有以下四种情形

� � � 若a (a
,

b ) = a
( b

,
a

)

,
a ,

b 〔叨
, 则 (

·
,

·

) 就叫做对称流型
.

( b ) 若a (a
,

b ) - 一 a ( b
,

仔)
,

a ,
b 〔叨

,

则 (
·

,
·

) 就叫做斜对称流型
.

( e ) 若a (a
,

a
) = o

,
a 〔叨

,

则 (
·

,
·

) 就叫做辛流型
.

( d ) 最一般情况
,

若a (a
,

a
) 笋 0 或a (a

,
b ) 斧 a ( b

,
a ) 不失双线型或一个半线型

【们

的一般意义a
,

b 〔叨
,

则 (
·

,
·

) 就叫做非对称流型
〔5 ’.

定义2 设为F 其 自身上的一维矢量空间
.
若V 长上的元素是V 上的线性型式

,

我们就记



弹性动力学中的牵引力问题 1〔2 3

v
.
= ￡ (v

,
F ) 并称其为V 的对偶空间

.

定义3 若 (e
’ ,

…
,

e
,

) 是 (a ‘, …
,

a
“
) 的对偶基

, 则采用记号
a ‘

=
e
‘

’

(

2

.

1
)

定义4 线性变换P: 叨 , 钟称为投影
, 当且仅当

P 么一P (2
.
2)

亦即P (P (A ))= P (A ) V A 〔叨
.

引理 1 设叨是
n维矢量空间

·

, 而 S: 叨、切为投影 (即使非正投影)
.
那么至少存在一个

叨的基 {A
, ,
一

,

A

。

}能满足

S ‘A
‘
, 一

{

A
‘

( 1《‘《
r)

(r+ l《 i《
n)

(2
.
3)

其中
r= d im (I。

,
S ) 而阵S 对于基 {A

, ,
…

)

A
,

卜就是

(2
.
4 )

护
I

�
U

Z‘.、
、

证 见 仁1 〕中引理 4 的证明
.

现引入几何学的解释如图 1 所示
.
假如选择平面R

艺
的子基为{e

‘, 口 ,
}

,

而空间R
“

的基

为{e
‘,

e , ,
e 。

}
,

那 么由{e .
,

e ,
}所成 的 x ,

就 躺

在R
忿面上

, 于是就有

韶。
= 尤‘口‘+ 劣Je ,

( 2
.
5 )

假如R
3
中的劣的表达式为

x = x ‘e ‘
+ 毖 , e ,

+ 劣
介e 。

( 2
.

6 )

且令O x
。 的单位矢量为{砂}时

, 则该韶又可写成

x ~ x 舌e 。 + x o e 奋

x , e 今
= 戈 ‘e ‘+ x 了仑 , }

( 2
.
7 )

因此匆躺在另一个平面 R 甩上
,
而该平面是 由 混 合

基{e
。, e 今

} 生成的
.

设上
:R
3
, R ,是线性变换

,
然后由(2

.
6) 知

孟(欠) = x
‘
必 (e

‘
) + x , 必 (e J)+ x

毖

工(e
。
)

= x
‘
e ‘+ x j e , 二刃。e 奋= 尤, .

对于一切 {e
‘, 仑 ,

} 〔R
之,

e ,
( 乙 (口 ,

)
,

e 。 磋R
z
也就是说乙

“
( x ) = 乙 (乙 (x ))= x , .

一般若考虑到 循环 置 换一切上
、

下标 们
一

簇‘
,

j
, 掩成3}时

,

则 显 然￡就 是一个 投影

群

假如我们再引进曲线坐标(
·

,
·

) 的法向单位矢量的记号
:

口‘ A e ,

}
e ‘

A
口 ,

1

( 2
.
8 )

、..甘、

l

e一e�一A舌一今e一仑

一一林‘J
= 及 旅

e砖‘

或 ”e一。 =

e *
A

e ‘

1
e . A e 才

!

那么”‘, 及”
。

洲分别就是平面R
Z
及丑‘“的法向单位矢量 (见图1)

.
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三
、

可 解 条 件

现在考察对偶空间的某弹性系统
.
设 x 对刊ei

,
e , , e 。

} 的坐 标 是
.
诬x

‘,

砂
,

x
“

} 而其

线性型对于{e
‘, e , ,

e
舌

} 的坐标为{x
‘, 尤 , , 韶 ,

}

.

假如在 R
“

叹 。一 3) 中的某处选择一个独立的参考标 架 口分扩x3 借助它可以确定两个矢

点 0 (x
‘,

扩
,

扩) 及 M (xl + △分
,

扩+ △护
,

护+ △扩) 在我们讨论的 物体之中
,
并建立一

个三斜的平行六 面 体 O A B CD E F M (见图2)
.
它的棱O A = △x!

,
O B = 么扩

,
O C = △xa 分别

平行于轴 O xl
,

O 护
,

O 尹
.
而线段 O D = 么“ , ,

O 百一 △x
Z ,

O F = △x
3
分别 平 行于 轴 O 劣

: ,

O
戈: ,

O xa

,

其侧面积d A
,

个棱的混合积
,

所以就有

例如对于第
, ,

kll 侧面 , 就是
, ,

i
“

及
, ,

j

“

两棱的积
、

而其 体积就是每

dA ~ △护 A △州

d厂一 (△x ‘八△劣j )
·

么劣
“ }

‘3
·

1 ,

因为在弹性体系中(或固体中)由外力产生的应

力在各点上是不同的
,
一般地说应力是该点坐标的

函数
:

、产n乙
.

几a
‘才、

、,.....
1

‘

少
..........产X

‘
= F

‘

(
x l

_
, 劣 2 , 劣3 , t

)

X

Z
一 F 叹

· , · , · , ·

)

X

3
= F s(

· , · , ‘ , ·

)

X

,
= F

;
(

· , · , · , ·

)

釜

X
:
= F

:
(

· , · , · , ·

)

朴

X
a
= F

。
(

· , · , · , ·

)

长

注Z X
:,

X

Z ,

X

3

有时记为X
‘ ,

X

, ,

X

‘ ,

见文献【3〕
,

〔6]
.

由于应力可以用在该体系中坐标轴上的 投 影 来 表

示 ,
所以我们将用它作一应变分析

.

假如作用在上述平行六面体的每一个侧面 (例

如第
,
,l’
“

个侧面) 上的总应力记为 X
‘而不致于引起

混乱时
, 则它的三个分量就是 X “ ,

X
‘j ,

X
‘气 再

令 X “ 二a 二
‘

为张应力
,

而 X
‘, 二行

二 , ,

x
‘舌二r丫分

为剪应力时
,

由(2
.
8) 就知

田 2

X
‘
= 口丫 + 了丫州

丁二‘二‘
=

丁二
·

x
‘

+
r 二‘劣‘ }

“、‘
,

, , “( 3
,

“ , ““,
( 3

.
3 )

式中
r分 二‘是在洒

“

侧面上的合成剪应力
.

假如作用在该平行六面体的 O B D C 面上的两个应力分量 是 a妒二 F ‘
( xl

, · , ·

) 及:
、

% ~

F
:

(x

‘, · , ·

)

,

则作用在A F E M 面上 应 力 将 是口妒= F
‘
( xl + △分

,
·

,
·

)’及 会到为= F
,
( 分 +

、

小 , 二
~ 一 ‘址

、

已 I.’
.

、 _ .
口a 妙

, ,

~ _

。 汤
一
, ’ ,

.
, 戮百尼 匕 廿吵 三戈1土近1以沮 q 妙二 仃矛十

一 万二)一 a 军 汉了妒为= 丁妒为十
U 汤 -

口r 劣
,二i

口义
1 d xl

.
用同样

的方法可知其他所有各侧面上的应力分量
.
(3
.
3) 指出

:
假如应力对于所选择 的 坐标基是未

知的
,
但该应力的未知量的数目将是六个



弹性动力学中的牵引力问题 1025

a xl一 a 工 , ,
a 戈3 , r 戈lx i , r 戈妆 ., 了 x 3劣

因此又可知作用在该平行六面体所有侧面上的 3x 6= 18 个应力分量
,

里
。

( 3

.

4 )

将简化为2x 6= ]2 个分

现在让我们找出有关弹性应力问题 的齐次线性方程组的可解条件
.

首先
, 由(1

.
8) 知 di v F = o

,

然后根据矢量域上散度的定义就知

d、v 二(尸)_ , i m

少D(B)-争 0

左
F d S

V , 0 ( 3
.
5 )

再令 币F、s 二
J 召 { {

F “A +

{ !

F “A +

{!

F “A +

{ {

F “A

O A夕C B D 对 尸

““A

)

+

<仃
尸“A

一一A
dF

叮日�
"

+

{{

F “A +

{ {

F “A -

OB尸J

一

汀

CEMD <J丁
F“A -

A夕卫 E
万 BD盆 尸

Fd 叶
+
炙JJFd
A一

{ {
Fd 叶

一

粼。几 (3
.6)

C召盆 D
并且沿二 ‘

轴积分应用 L ag ra
n g e定理及积分中值定理可知

11
1
一

仃
‘仁a 一 ( X l+ “X

l ,

一
,

一
(X‘ , ·

, ·

) 〕e o s ‘
, 竹: :

} d A

口口劣
l

口戈1
(劣

1
+ 0△戈1

, · , ·

)
e o s ‘;”: 3

}

““JrI、

,r

咨.J
‘

se

甘夕,
.
IJLJ二

一一

气妙兴军口一乖
23
}
△X

‘
·

‘△·
2
““·3’

(3
.
7)

同理沿扩及扩轴积分又可分别写出

H :一
{

“3一
{

口a 、
:
( P

:
)

口劣
2

Z八
、

C O S
召2粉3 a

口口二
,

( P
s

)

口戈
3

/ 、

C O S 口a称 22

}

“!
2 ·

‘“!
3
““!

‘
’

}

△“3
·

‘““ ”“x “’

〔3
.
8)

(3
.
9 )

若D (S )、o
,

则尸
、,
尸2及尸

3
、尸这就意味着△丫

、

△护 及么护。 0
.
当记 C。“e 牡= ( e. 牡)

时
, 则有

d iv F (P )= lim
D(B)-争 0

11
1
+ 刀2+ 刀 。

入无)
一

灭入玉「入酝巧

口a
二 ,

( P )

口x l
(e l

·

牡:s) +
口a 二

:
( P )

口劣
2 ( e

:
·

”al)

口a 二
,
( P )

口戈3
( e

。
·

”
::
) ( 3

.
1 0 )

其中 尸
, , 尸。 , 尸

3
及尸都是上述平行六面体O A B C D E F M 的内点

.

若令di v F (尸)= 。 则其紧凑形式就是
:

矛妙沙b口口
气

沙尸�介lesseJ

「
er·朴23
O e Z

’

牡3a

0

( 3
.
1 1 )

仑 a
·

牡 生2

因此知 ; 张量e
:·”:。,

e : 林。: ,
e a林

::
或e

, ,
e : , e s及林

12 , 林2。, ”:;都是独立的
.
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其次
,

假如在点尸上矢量域的旋度沿
“”

”

方向的投影等于该点沿该方 向环量的密度
,

且

记面积dA 二八二
。
A 八砂的法向矢量为”ese

:
时 ,

再由矢量域上的旋度定义就知

P r o j作
。: e , 一 r o t F ( P ) 二 lim

手
·

F d
r

S

S //.
牡e , e ,

( 3

.

1 2 )

D ( 8 )
~ 争 0

若令

币Fd
r一

f Fd
r一

{ Fd

r一
( Fd r+ { Fd r+ 「 Fd

r
.)L JOC万 尸 J 刀 J O C J C 甘 J 万 尸

+f Fd

。二了( Fd
, 一

f Fd

r

、
一
了{ Fd

, 一
f Fd 心J夕0 ,

、J C 盆 J O尸 ,
,

.

、J 尸对 J O C I

二 F ,
+ 厂

:
(3
.
13)

并且沿用 L a g ra n g e定理及积分中值定理
,
然后沿井ese

,

方向计算所有的力矩则得厂
:
如下

:

�.l..J
、,
夕厂

:

一上
,

份
·

咖
‘
+ 、

‘, ·

, ·

) 一 r 戈
, x ,

(
x
‘, · , ·

e o s e l e 盆

+ 〔a
二,

(
另‘

+ △x
‘ , · ,
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若 (3
.
2] )具有非零的 任意解系的充要 条件就是
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.
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、...,.吸夕‘..夕

其中

因此 ,

T 二
0 B J

i 一 e Ze z 一 e se l

一 e le : z 一 e 3e :

一 e le : 一 e Ze s i 〕
elel

一 仑 l仑忍

一 e le s

一 e Ze l

e Ze Z

一 e Ze 3

一 e 3e
l

一 e se Z

e 3e s〕
(3.23)产

l

�

一一
B讨

厂
..

!
‘

一一A

我们称它为(1
.
6) 的可解条件

.

四 论

(1) 若
i斗 j

,
A
‘,一A , ‘而 B ‘,

= 一 B , ‘

i = j
,

A
“ = 1 而 B

‘,
= o

则A 是对称的 ,
而B 是斜对称的

,

, .

汪斗 ,’,
( 2 ) 石 叹

,

、多
= J

A
‘, 姜 A ”

A ., = 1

因此我们说 T 是正交对称的
.

而 B ‘, = 一 B , ‘ 亦即 T ‘, 今 T , ‘

而 B .‘午 0 亦即 T “今 0

因此我们又说T 是非对称的
.

五
、

结
、

论

假如描述在域口上的物体B 的参考运动X (
·

) 是方程 (1
1.
6) 时 , 那 么已知对于一切

U 三二 一 x
。

= 常矢量时
、

U ~

一

常数
.
U = 0, 且忽略了体力b或者在失重 条件 b 一 a

, 二。时 , 则

与d i七T = o是等价的
,

因(1
.
6) 可变为(1

.
8)
.
鉴于以上所述的事实我们确信我们得到以下断

言:
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牵引力定理 设叹
·

) 及T (
·

) 分别为 x 上的连续函数和X 上的非对称张量场(X 〔了)
,

那么在通过 X (多)内部一切点上的每一个闭曲面夕上 d iv T~ ro 七
T~ 。几乎处 处成立的充要

条件就是 dit T = 。
,

且该T 至少具有15 个分童
.

证明是显然的
.
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