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摘 要

本文提出 了采用摄动格式求解非线性方程组的解曲线跟踪算法的计算格式
�

文中着 重 讨论了

解曲线上非正则点的搜索
,

以及从这些非正则 傲—转向点或分枝点
—

继续跟 踪 超临界平衡路

径的计算方法
�

文中把这一算法应用于弹性薄壳的屈曲分析
�

通过柱壳和环壳的算例得 到它 们的

整个屈曲过程的平衡路径和变形形态
�

关键词 解曲线跟踪算法 摄动 极值点 分枝点 薄壳屈曲
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�� 舀

对于一个描述力学系统的非线性方程组

� �“
,

元�一 。, �〔尸
呀 , 几〔� , � � �

伦
只 � 、 �

”

��
�

��

我们要求解力学系统的反应
“ �例如位移�对于参数叔例如加载参数 �的关系

,
得到

。 � �维空间

上的一条解曲线
, 或称平衡路径

�

通常对于形如 ��
�

�� 的 正则非线性方程
夕
可以采用增量方

法 ,
逐步跟踪整个平衡路径

�

但对 于一般的非线性问题
, 在解曲线上会遇到一类 非 正 则 点

—
转向点或分枝点 ,

如图�所示
�

这些非正则点的存在 , 是由于 ��
�

��的非线性性质所导致

的
�

它们描述 了力学系统的一些重要特征
�

例如在结构的稳定性分析中
, 它们表示了结构极

值型或 分枝型屈曲的临界状态
�

本文采用统一的摄动方法
夕 讨论求解解曲线

, 包括寻找临界

点
, 通过临界点进入超临界平衡路径的算法

�

这种算法可以称之为解曲线跟踪算法
�

文中以

弹性薄壳屈曲为例
,
计算得到 了包括几何非线性和边界条件影响的前屈曲状态和后屈曲平衡

路径
。

下面是解曲线上三类点的定义
【‘’�

对于方程 ��
�

� , 。� �� ��
, 几一几�� �, 其中

�是曲线参数
�

� � �
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�
��二� , � �是正则点

�

设� � �“
,

幻 , � 二� �为〔�
”

� � 若 �� � �� � ��
� �� ���� �

��� � , ,

�� � �诺� ��
� �� � ��

则�� 是转向点
�

当二�� 几时 , 称作极值点

��
�

��

�� 若 �� � �� � ��
�
�� � ��》 �

��� � � �� ��聋� ��
。 �� �

��

则� 。是分枝点
�

��
�

��

其中�
。 , � �

等是算子的� � � � � � 七导数
�

�

表示算子的零空间
, � 表示算子的值域

�

��
�

��

图 � 非线性方程解曲线

二
、

摄 动 方 程

对于一般形式的方程 ��
�

�� , 应首先展开成关于变量的 � � � �� � 级数形式
, 取前有限项

�

对于几何非线性弹性薄壳方程
, 在保守荷载下

, 通过离散方法可以得到如下完全形式的平衡

方程

� ‘, 朴“, � � ‘, 。 势 � , 共 � 。� � ‘, 。� ‘ � , , “。 , “‘一 , 凡�
‘� �

��� �
, � ,

…
, ” � ��

�

��

式中对于重复下标采用求和约定
�

不失一般性
,
下文直接对于方程 ��

�

�� 的形式进行讨论
�

在某个加载步上
, 己知初状态 �尹

。, 只
’�

�“� , “� � , “

釜久� 几� � 几 ��
�

� �

代入列 ��
�

�� 式中
,
得到关于增量 �尹

, 幻的方程

� 层� �
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, , 护 � 是解曲线上的点

,
故 � 呈� �

�

设解的形式

, “� �
。‘ , “‘, 几二兄

。‘之‘ ��
�
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‘一 � ‘一 �

�是摄动参数
�

在摄动解中它也是解曲线的曲线参数
�

代入 ��
�

�� 于 ��
�

�� 中
, 收集

。的同次幂
,

得到各阶摄动方程
,
�

� , � ‘� 几
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�
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,
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衬
‘是�阶摄动荷载

,
由低阶摄动解的非线性组合构成

�

它的前 四阶形式如下
�

‘ �
� 。‘�� 一 � 贯,
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三
、

正则点上的解

与 ��� �� 等价的条件是
, �

�

非奇异
�

这时 ��
�

�� 
,

(2

.
6

b) 构成一个正则摄动问题
,
可

以依 次求得各阶摄动解
.
由摄动参数的选择可以区分为荷载摄动法和位移摄动法

.

(一) 荷载摄动法

设。
~ 几

, 则几
’

= l, 几
‘
= 。以》2) ,

摄动方程形式
:

,
K

‘ , 。‘
~

,
j

劳
K

: 爷“ ‘
=

, Q ‘
(
长“ ‘, … , * “‘一 ‘

)

( 3

.

1 )

解

, 。
~ 乙 几‘ , u ‘

( 3
.
2 )

(二) 位移摄动法

指定位移分量的某个线性组合为摄动参数
, 即给定向量

, a , 设。
~
.
a. 尹

首阶摄动方程
,

K
: . “‘

= 几
‘ ,

j

( 3
.
3 )

补a
·

资“1
=

解出砂=
,

K 下
‘

订
,

高阶摄动方程

则 “
‘

一al
.
, 。 ,

二
‘
一“ 二 (3

.
4)

.K
。

·

, “‘一几
‘ ,

f +
, q

‘
(
, u ‘, … , , u ‘一 ‘

) (‘》2)

(3
.
5)

补a
·

朴“‘
=

解出
, 功
一K 下

‘
·

q

‘, 则矛 - 一
爷a

·

肠田‘

肠a
’

赞口

劳u ‘
~ 久

‘劳 ”
+

关切 ‘
( 3

_
6 )

位移摄动参数最简单常用的选择是选取某个分量
。 ‘, 使。

~ m
a x

{
v .

{

.

四
、

临 界 点

临界点 (非正则点) sc 的判据是
, 在sc, 点的

,
K

‘

奇异
.
在巳经求到的解曲 线 域 (0

,

气)

上 ,

, 。二 , 。o
+

E

。 , , 。,

( 4

.

1
)
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几二几
。
+ 乙 扩几

’

要求
。。 ,

其中

r.1
“。

( ( o
, 爷“

)
, 使二

K
:
(
。c
)奇异

.

,
K 丁= ,

K
。
(
。c
) 一 ,

K 里( , “
o
) +

。。 ,
K 乏(, u o , * u ‘

)

+
。里,

K 呈(, “
0 , , “’, , “么

) + …

K 忿‘, = K
。‘,

(
势“D

)

K 毒‘, 二 (K
‘, ,

+ K
‘。 ,

)
u氮+ (K ‘, 。:

+ K
“ 。,

+ K
‘。 , :

)

·

(
“
又
“毛+ 。兔u了)

K 廷‘, = ( K
‘, 。

+ K
‘, ,

)
u
孟+ (K

‘, , ‘
+ K

“ * ,
+ K

‘。, 乙
) (

u 又“飞

+ “
禹
。
念+

。
孟
“
忿)

(4
_
2)

要使.K 蓄奇异 ,
需要求解一个广义特征值问题

.K 宝, x 。
= o ( 4

.

3 a
)

即 ( , K 呈+ 。。 ,
K 毛+ .。老K 忿+ … ) , x

。

~
0 ( 4

.

3 b )

具体的求解方法可参阅[2
, 3 ]

, 从临界点继续追踪超临界平衡路径
, 要用到特征向量二x 。 .

对于非正则点
,

由F re d h ol m 定理可以得到与 (1
.
3) ,

( 1
.

0 等价的下述条件
.

由于.K 育对称
, 与 (1

.
31 1) 等价的条件

, x 。
·

,
f 姜 o ( 4

.
4 )

与 (1
.
41 1) 等价的条件

, 二。
·

,
f ~ o ( 4

.
5 )

五
、

极值点上的摄动解

当临界点S
‘

是一个极值点时
,

(1

.

3) 和 (4
.
4) 的条件成立

.
从极值点计算超临界平衡路

径 , 只能采用位移摄动法
。

对于首阶摄动方程

,
K 言, “‘

= 几
‘ ,

f

( 5
_

1 )
釜 a

·

黄 u l
= 1

由条件(1
.
3) 得到

矛= 0
.
少 ~ 召

二 x
。 .

召
,

一
l

釜a
’

劳X 。

对于高阶摄动方程

,
K 补 , “‘

~ 几
‘,

f +
, q

‘

肠a
·

釜“‘
= 0

由F red h o h n 条件
,
方程特解存在的条件为

, 二。
·

(
兄
’ .

f
+

, g ‘) = 0

注意条件 (4
.
4) , 可以得到

(5
_
2)

(5
.
3a)

(5
.
3b )

尸 ~ 一
(5
_
4 )

在得到满足 (5
.
3a )的特解砂

‘
后

,

, 。‘
= 刀

‘ , x 。
+

, 。 ‘,

刀‘ ( 5
_
5 )
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应该提到的是
, 摄动算法实质是用一 段

。

的高次曲线去逼近
:“附近的解曲线段

.
在接近

极值点的
:。上 , 采用摄动算法可以直接跨越极

值点
, 给出包含极值点的解曲线段

.
如 图 2所

示
.
只是在极值点附近

, ,
K

。

附近奇异 , 采取

较小的
。
步长和必要的补偿措施

,
可以顺 利 地

越 过极值点进入超临界平衡路径
.

解曲线

描动解

圈2 极值点附近的振动解

六
、

分枝点上的摄动解

当临界点扩是一个分枝点时
,

( 1
.

妙 和(4
.
5)的条件成立

.
为了简单和实际应用的 目的

,

本文只 讨论单分枝问题
夕

即在分枝点上有两条相交的平衡路径
.
跟踪分枝后路径

夕
可以有下

述两类算 法
.

(一) 第一类算法

这种算法是从分枝点求两条分枝后路径的方向
,
从而选择进入其中一枝分枝路径

.

1
.
首阶摄动解

.
K 丁二

“‘
= 几

‘ .

f

由条件 (]
.
4) ,

存在解户满足
,
K 补.。 ~ 订

则 .“ ‘
= 几

‘, ”
+ 刀

, , 二
。

(
6

.

1 )

这里引入一个双线性算子
, q ,

定义

g ‘
(
,
X

, ,
Y ) “一 K 育, ,

( X
,
Y

。
+ X

,
Y , ) ( 6

.
2 )

由 (2
.
6c )诸式可以得到

, g
“

(
a , 二 + 刀

,
Y ) =

a Z , g
“
(

,
X ) + 刀

么
g
“ , g

“
(
,

Y ) +
a 刀, q (

.
X

, ,
Y )

( 6
.
3 )

爷 Q
’

(

劳“ ‘ ,

…
, 朴“ , 一 ’

+
, “

) ~
铸 g

’

(
赞 “‘,

…
, , u , 一 ‘

) +
二 g (

, 。‘, , “
) (

r
> 2 )

由二阶摄动方程的可解性条件
, 并注意 (4

.
5)

, 、
。 ·

, q
“
(几

‘ , ”
+ 刀
: , %

。

) = o

得到关于几
‘

和刀
;
的二次齐次方程

a:
刀}+

a ,

刀
;(几‘

) +
a 。

(几
‘
)
“

”0 (6
.
4)

式中
a:= .%

。
·

, q
Z

(
, “ 。

)

a ;
=

, 义
。 ·

, g (
, 戈

。 , 爷v
)

a o
=

爷% 。
·

, g
“
(
铃v

)

补充摄动条件
, a

·

尹
‘

一 1得到

b ,几‘+ b
:

刀
1一 1 ~ o (6

.
5 )

式中 b ,
二 .a

·

砂

bZ= 荟a
·

爷% 。

从 (6 一。
,

( 6

.

冲 可以解出凡
’

和夕
;,
得到首阶摄动解

, 〔
·

月中证明 了
,

对于自伴算子
,

K f
,



吴 怡 任 文 敏 张 维

(6
.
4) 的判别式△一时 一 4姚a0 > 。是简单分枝 (两条相交解曲线) 点的充要条件

, 因 此 方 程

的解存在
.
△ = 。对应于非简单分枝点

.
图3表示 了这样的一种情况

。

△ < 。是不 可能 的
, 因

为解曲线不能没有实切线方向
.
因此对于简单分枝点

,
可以解出两组 以

‘,
刀
:) ,

取定一组解

后 ,
通过后续计算跟踪其中的一枝路径

。

2

.

高阶摄动解
.K 补.u ‘~ 几‘. f +

. q ‘(
. u ‘, …

, . “‘一 ‘
) ( i》2)

在求解 ‘一 1 阶方程时
, 巳满足 了 i阶方程的F re d h ol m 条件

, 因此存在解
.
沙满足

.
K 言

·

, 功‘
=

. 9 ‘(
肠“‘,

…
, 肠u ‘一 ‘

)

则 , “‘
= 久

‘ , v
+ 刀

‘ . 二c +
, 。‘

( 6 6 )

考虑‘+ 1阶方程的F re d h ol m 件条和摄动条件得到关于元
‘和刀

‘的线性方程

a:几‘+ a :

刀
‘
+

a s一o (6
.
7)

其中
a;二.x

。

二q (.“‘, . 。
)

a Z
==

肠 % 。
·

釜 q (
肠 u ’, 势%

c

)

a :
~

肠戈
。 ·

釜g ‘+ ‘
(
劳“‘, … , 劳u ‘一 ‘, 劳切‘

)

b
:几‘+ b

Z
刀
‘
+ b

a
= 0 ( 6

.
8 )

其中 b ,‘.a二。 ,
b

:
=

. a 二x
。 ,

b
s

一
a·

, 。‘

高阶摄动解是唯一的
.
在选定首阶摄动解的一条分枝路径后

,
高阶解是对这条路径的非

线性
“

修正
” .

(二) 第二类算法

这种算法是首先求出一条解曲线 (初曲线) 在分枝点前后的路径
,
再计 算 一个 过渡向

量 , 从初曲线上的点对应到分枝曲线 (次曲线) 上
.
初曲线在分枝点上的解

,
可以 从分枝点

前的解外推到分枝点上
.
这种算法的几何表示如图4

.

凡二凡

(二( r )
,

几
一

(
r
) )

(
u r

(
。
)

,

决j(
。
) )

日3 非简单分枝点 圈 4 分枝路径的第二类算法

设得到初曲线在分枝点上的解

, u ,
=

, u o
+

E

。‘ , u

l

, 几了一人
o
+ 乙

。‘几{
‘一 1

巳满足

,
K 蓄

·

, 。
奋~ 久}

,
f

( 6
.
9 )

( 6
_

1 0 )

.
K 下

·

, “

卜几{
,
f +

, g ‘(
, 。奋

,
…

, , 。
{

一’
)

设次曲线解为

.。: = . u
f + 乙 , ‘ . “‘

几
。
= 心 (6

.
11)
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其中 , 是新设的摄动参数
, 两条路径的摄动参数建立如下关系

。
=

E
, ‘。‘

( 6

.

1 2
)

从(6
.
9) , ( 6

.
1 1 ) 和 (6

.
12)得到

.“s
=

, “c
+ 兄 ?

介, 。希
+ 乙 y

舌
E 几

, . “
l
)

今. 1
(

七. 1 j 一 1

( 6

.

1 3 )

“一“
“

+

纱
·

( 乙C
, ,
科

j一 1 )

(
6

.

1 3 ) 式前4阶系数C
, ,
如下

C rl= 。,

矶
,

~
。: ,

C
22

=
。全

C s
,

=
。: ,

C
3 2

= 2 。;。
: ,

C
: 3

=
。君

C
一:

=
。‘,

C
一2

=
2
0 1 0 3

+
。
;

,
C
一3
= 3 。全。

2 ,
C
一‘

=
: 全

( 1 ) 首阶摄动解
,

K 蓄(
, “‘

+
。, , u

} ) =
。l几;

,
f

考虑(6
.
10)得到

,
K 蓄

·

, u ,

~
o

再从摄动条件
,

一,
:
一

,

,
1
一 ,

六
x。

( 2
) 二阶摄动解

,
K 丁(.“

2
+
。2 . 。

} +
e老, 。

} ) = (
。:几}+

。矛久})
,

f +
, g

“

(
, u ‘

+
e ; . 。

李)

用 (6
.
3)和 (6

.
10)化简后

,

.
K 盆

·

, “2
=
。, .

9
(
, u

}

, , 。‘
) +

.
9
“

(
, u ‘

)

考虑F redh olm 条件

(6
.
14)

(6
.
15)

(6
.
16)
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e
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~
一

肠劣。
·

价g
么
(
朴“‘

)

, “ 。
·

, g (
. “
奋

,
秘

’
)

( 6
.
1 7 )

可以得到 (6
.
16) 的一个特解

, w
Z ,
再考虑摄动条件得到

山一劣脚一爷a一.a侧一赞. “2
= 几

.二。

+
. 功2 ,

至此 ,
得到次曲线上的一阶解

刀
:二 一 (6

.
1 8 )

几丢= 。工兄奋
, . u 蕊” .u

‘
+
。, , 。

乍

(3 ) 高阶摄动解
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.
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)
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.
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君奋_ 1之一
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·

*

Q

舌

, x c ·

二 g (
, “

}

, , 。‘
)

(
6

_

2 1 )

可以得到 (6
.
20) 的一个解

二
训

,
再考虑摄动条件

, u 七
~ 刀

。 , x
。

+ 功气 刀
, 二

长a
·

肠切专

. 口
’

种X
。

( 6

.

2 2
)

至此 , 得到次曲线上的h 一 1阶摄动解

几白
一 ’
二兄 C

‘。一 : 。, 兄l
, , 。

含
一 ‘

=
* u 无一 ‘

+ 乙C
‘, 一 ; ) , , 。

{

J , l j 一 1

( 6

.

2 3
)

七
、

算 例 与 讨 论

以 上给出了采用摄动格式的解曲线跟踪算法
, 重点讨论从分枝点跟踪超临 界 状 态 的方

法
.
下面应用上述算法计算弹性薄壳屈曲的例

.
采用〔5]中提出的薄 壳 中

、

小转动的非线性

变形关系
, 从虚功方程经过离散后

,
可以得到形如(2

.
1) 的非线性方程组

.
其中扣表示节点参

数
,
动表示保守荷载的加载参数

.
运用解曲线跟踪算法可以得到非线性的前屈曲平衡路径

,

临界状态和后屈曲平衡路径
, 从而完整地摸拟薄壳屈曲的物理过程

.

(一) 轴压下柱壳的屈 曲

柱壳的几何物理参数

半径R = 1
.
ocm

长度L = 7
.
19c m

厚度h一 o
.
o247c m

弹性模量E = 5
.
67 x 10‘ 只 9 . 8 N /

c
m
Z

泊松 比
v= 0

.
3

如图5
.
柱壳下端固定

,
上端承 受均匀压力

.
对于轴对称

位移分量
, 上端采用滑动边界条件

,
对非轴对称位移分量

,

圈 5 轴压下柱宪

采用固支条件
。

图6给出了计算得到的加载平衡路径
.
C点是分枝点

.
在考虑了边界条件与几何非 线性的

影响后
, 临界压力值为1

.
97 5 x 9

.
8N /c m

, 是经典理论值 (2
.
09 5 x 9

.8N /c m )的94
.
3 %
.
C -

尽F 是沿环向发生14个波的非轴对称后屈曲平衡路径
.
图7给出了初始后屈曲变形和F 点后屈

曲变形形态的位移等值线图
, 以及引自仁6〕的实验观察结果

.

(二 ) 外压下环壳的屈曲

无量纲化的环壳几何物理参数如下 (图8)

R 。

/
a 一2

.
0

h/ a = 0
.
0 1

,
= 0 3

单位外压q
。

/ E = 1
0-

”

图9给出了轴对称变形的平衡路径
.
在临界点 C

,
发生对于 甲”90

。

中平面的反对称的分

枝型屈曲
.
图10 分别给出了对于中平 面对称的恳曲前变形和反对称的屈曲后变形的形态

.
表
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1列出了与其他研究结果相对照的临界压力值
.

从算例可以看到
, 采用解曲线跟踪算 法在薄壳屈曲分析中是成功的

.
做为一种一般计算

格式
, 本文的算法 哟 以应于用共他非线性系统的分析

, 特别是关于分枝问题的计算分析
.

表 1

本 文 [203

轴对称失稳

N 二 2失稳

艺j 1 5 0
.
2 5 1 1

0
.
2 7 8 9

)

注:

[
7
j

0
.
2 5 2 1

0
.
2 8 4 1
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