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摘 要

从四维空间思想出发
,

在四种时端条件下
,

系统地推导得出了弹性动力学有关的一般 定 理
,

如
:

可能功作用量原理
,

虚位移原理
,

虚应力一动量原理
,

互易定理及由此导出的位移互等 定 理

与始末时刻条件关系定理等
;

得出了线弹性动力学的位能作用量变分原理
,

余能作用量变分原理
,

动力问题的胡
一

鹜原理
,

H 一 R原理及本构关系变分原理
.

H a m ilt o n 原理
,

T o uP in 原理及有关文

献如【5〕
、

【川、【24 1的工作均可作为文中一般结果的特例
.

对应于有限元分析
.

在空间 分 区
,

时间分区及时空均分区情况
.

给出了动力学问题的分区位能作用量原理
.

分区余能作用量原 理
,

分区混合能作用量原理及相应的分区广义变变分原理
.

导出了分区原理的一般形式
.

若去 掉 时间

维及有关量
,

文中有关结果可转化为静力问题中有关的相应结果
.

关锐词 变分原理 弹性动力学 一般定理 四维域边值问题 动力学

一 日! 全
.

、 J 口 「刁

弹性静力问题的一般定理及变分原理已作了系统的研究和总结
,
在这方面国内力学工作

者作了大量的工作
〔‘’一 〔‘“’.

但对弹性动力问题这方面的研究似乎并不充分
.

动 力问题的互易定理早为人们所讨论
: 1 8 了3 年 R a y lei g h ‘” ’

对周期力情形运动的幅度

及相位给出 了一种互易关 系
.

引入惯性 力
, 套用贝蒂定理的动力问题的 互 易 定 理 可 见〔1 〕

〔2」
.

文献仁1 2 ]“仁15 」讨论了一种卷积形式的互易定理
.

上述工作与文中所给互 易定 理 有所

不同
.

而〔1 6 〕中工作是文中工作的特殊形式
.

弹性动力学给定两时端条件的变分原理的研究大致如下
:

分析力学中著名的哈密顿原理

以几何上相容的位移来描述系统的状态
,

变分中要求才
, , tZ时端的位移变分为零

,

通常视其为位

能型 , T o u Pi n 〔‘’“,

C r a n d al l〔““将系统状态用满足动力平衡的动态冲量来描述
,
变分中要

求矛
: , tZ时刻动量变分为零

夕
得出了对应H a m il 七。n 原理的余能原理

.

G re e n 和Z e r n a 〔‘。’给

·

本文有关部分曾收入中美有限元讨论会文集
,

中国承德
,

1 9 8 6年 6月 2 日“ 6日
.

钱伟长推荐
.

博士点基金资助项目
.
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出了弹性动力学中的哈氏原理
; C h e n 〔“0 ’推广 T o u p in 工作到线动力问题

.

围绕要求 t l , t :

时

刻位移变分为零的哈氏原理
,

T r u e s d e ll和T o u p in 〔2 ‘’,

Y u 〔“2 ’,

B a r r 〔2 3 ’,

D e a n 和P la s s ￡2 ‘ ’

等均作过研究
少 其目的无 非是得出胡一臂原理

, H 一R 原理等的动力形式
.

O d e n 和R e d d y 的

专著
〔5 ’运用泛函分析的工具

夕 对理性力学中一大类问题的变分原理作了统一描述
,

这是一个

极其重要的工作
.

书中讨论了在 才, , t Z

两端位移
、

动量全 是零 条件下线弹性动力题的变分原

理
,

其中包括本构关系的变分原理
.

笔者在未发表的论文仁2 7〕〔2 8 〕中
, 从四维空间思想「5 ’出

发
,
给出了时端 t」, 才: 边界条件的合理提法

, 导出了弹性动力学的一系列一般定理和变分原

理 , 使上述文献的工作可作为笔者结果的特例
.

本文的内容是上述工作的一部分
.

对于非线

性动力问题
, 给定初始时刻位移和 动量的始值问题等也讨论了一些 同本文同样的有关 问 题

.

由于篇幅所限
, 这些结果夕

将在 以后文章中发表
.

二
、

基本定义与基本方程

文中引入下列定义
:

1
.

作用量

随时间t变化的量f (l )
,

在 时间区间〔t
l , 断2 ] 内的积分

, 一

{:
’

, (‘, “‘

(2
.

1)

称其为量了(t )在区间叶
, , t Z

] 上的作用量
。

我们假定所讨论问题中
, 这个积分都是存在 的

.

用量反映了随时间变化量对时间的累积效应
.

若f (0 是力
,

则I 即为通常的力冲量
, 但这里

并不限定f (l )是力
.

为 了明确起见
,
文中将按f (t )名称称I为

“

某某作用量
” .

作用量一词借

用于 H a m il七o n 原理
.

2
.

位能函数与余位能函数

文中假定弹性体是超弹性体
,

所受诸力均是有位 力
,
存在有下列位能函数及余 位 能 函

数
.

它们分别由弹性体未变形静止状态到即时状态的下列积分来确定
:

应变能密度函数

, (E
, , ) 一

{丁
‘ (· , , 。二 ‘,

(2
‘

Za )

余应变能密度函数

r E 汀

A , (E
‘, )一 }

。
E

‘, d a ‘,
(2

.

Zb )

动能密度函数

_

产
‘

T (厂 ‘)一)
。

p ‘d 厂‘
(2

.

Ze )

余动能密度函数

rP
: _

T , (p ‘) 一 J
。
犷‘d p (2

.

Zd )
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休力位

二 (。
!
)一

l:
了‘

一 :
‘
、。:

、

休力余位

_ r户,

, ‘凡 , 一 {
。
一叭“凡

面力位

r Z/ ‘

g ‘U ‘’一)
。 一 T “‘乙J

,

面力余位
r尹

‘

g , (尹‘)一}
。
一 U ‘d T

‘

易得出
,

在位能函数与余位能函数之间有关系

、.

!
.汾"奇A (E ‘, ) + A 肠 (口‘, ) ~ a . sE

‘,

T (犷‘)+ T 朴(P ‘)二P ‘犷
。

G (U ‘) + G 朴 (户‘)= 一 歹: U ‘

g (U
*

) + g 关 (r
‘
) ~ 一 尹

‘
U

,

对于通常死载荷情形
, 有

‘ (U
‘)

一动
! ,

‘’

叭 , 一 0

下
g (U

‘
) = 一全iU

‘,

夕爷 (甲
‘
) = 0

值得指出
: (2

.

2) 式中诸函数
,

不仅与所研究弹性体有关
,

而月 与施 力体有关
.

当所研 究的

力学系统确定后
,

我们假定它们都存在
、

尽管有时并不需明确知道它是什么形式
.

3
.

时端动量位作用量及其余位作 用量 U

假定对一静止弹性体
, 在 t ,

时刻作用
‘

一冲量为 尸
‘
(t

,
) 的脉冲体力

, 应用狄 拉 克 函 数

刀 (t 一 t户
,

此力可写为

F
‘
(逻

, t)~ P
‘
(t

,
)刀 (t一 公, ) (2

.

5 )

将此式代入 动量方程 (2
.

州 )
,

并由t丁到君积分
,

令t石
~

封言取极 限得

P
‘

(炙
, t ,

) = P ‘(t
,
) (2

.

6 )

因而 , 给定t,

时刻的动量尸
‘
(t

,
)

,

物理上相当 t,

时刻施加一脉冲体力
.

)
、

游月定义 (2
.

1) (2
.

2)

式 , 即可定义时端动量尸
‘
(t

,
)的作用量位及其余位

.

时端动量位作用量
:

{:
了
’

一 p
‘
(‘

,
, “ (‘一 ‘·, “U

!
“‘

U
,

+一

r毛皿

!
�

一一
U一口.

{ P ‘( t , ) d U
‘

( 2 7 a )

时端动量余位作用量
:

r t户+ rP ‘

夕’ (户‘) 一〕
,、
J
。
一 U Od p ‘(‘, )‘ (‘一 ‘, )“‘
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r尸‘

一}
。

认dP
( 2

_

7b )

二者变换关系为

夕(U ‘) + 夕肠 (P
‘) = 一 户

‘
U

‘

( 2 7 e )

4
.

基本方程组

考虑欧氏空间中表面为 S一 S
。

U S 。 , S a n s 。 ~ 小
,

的有界闭域 于上的弹性体在 口
, , t Z
〕〔

[0
,

co ) 内的运动
, 采用 L a g r a n g e 坐标系

, 应用张量记号
,

以 变形前未运动静止状态为参

考构形
,

线弹性动力学两时端边界值问题的基本方程如下
:

应变位移及速度位移关系

空间

E ! , 一
合

(U ‘, , + U , , ‘) ( :
,

, )‘
· 又 ( , 1

,

, 2
)

( 2 s a )

时间

犷 ‘二 U ‘, t

应力应变及 动量速度关系

空间

仃‘, = a ‘j 。‘E 。‘

E ‘, ~ b‘, 。: a 。: ( :
,

t) (
了 x ( t

,
,

, 2 )

时间

尸‘~ p 犷‘

犷
‘

~ 尸‘
/ p

应用 ( 2
.

2 ) 式 ,
有

( 2
.

g a )

( 2
.

g b )

( 2
.

g c )

( 2
.

g d )

A (E ‘, )一
合

a ‘, 一 E ‘, 二一
,

T ( : ‘) 一
合
。: ‘: ‘,

, · (。‘, ) 一
音

b‘, , ‘a ·, a 一
( 2

.

1 0 )

, (P
。)一

牛
尸

‘
尸‘

乙 P

动量平衡方程

a ‘, , , + 尸
‘

= p
‘, . (去 , t ) 〔: ( t l , t Z) ( 2 2 2)

边界条件

力边界

a ‘, 护, = 犷; (冬, t)〔S
。 X [ t , , t Z

〕 ( 2
.

12 a )

位移边界

U ‘= 万‘ (炙
, t)〔S v x [ t

l , t Z ] ( 2
.

z Zb )

时间端点条件

位移时端 U ‘(恶。) = U ‘( Z。 ) 笠〔、
。 ( 2

.

1 3 a )

动量时端 P ‘( 云一) = P ‘(恋, ) 炙〔了
,

( 2
.

13 b )

式中云
。 ,

z
,

分别表示给定位移及动量的时端集
,

且集{t
, , t Z

}~ 云。U z
, ,

z。 n 恶
, = 小

; 而于。= 节 x z。
,

于, = ‘X 云
, .

条件 (2
.

13 ) 包含了四种时端条件
:

子。= {t
: , * : }, 考, = 中

,
即给定两时端位移场 ,
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Z
。

= 小
,
若, 一 {t

, , tZ }
,

即给定两时端动量场
;

云
。

一 笼t
;

}
,
恶

,
= {才

2

}
,

即t ,

时刻给定移位场
, t Z

时刻给定动量场
,

Z
。

一 {l
2

}, Z
,
= {t

,

}
,

即 t ,

时刻给定动量场
, tZ

时刻给定位移场
.

在 水节公式 (2
.

1) 、 (2
.

!勺 中 , a ‘, 表示应力张量
, E ‘, 表示应变张量

, U ‘表示位移
,

厂
‘

表示速度
, P

‘

表示动量
,
户

‘

为体力
, 犷

‘

为面力
, 它们都是空间及 时间住

,

t) 足够光滑的函

数 , 竹表示于外法向矢量
, p 为弹性体质量密度

, a ‘, 。‘
与b

‘, , ‘分别为弹性常数张量及其逆张量
.

三
、

线弹性动力学的某些一般定理

弹性静力问题的可能功原理在 [ 8〕中有所介绍
.

这里给出弹性动力问题中相应的形式
.

引

入定义
:

( 1 ) 可能位移场 U t在
: x (t

, ,

九) 内足够光滑从而可满足应变位移及速度位移 关系

(2
.

8 )
,

在 S
。 x [ t

l , tZ ]上满足位移给定边界条件 (2
.

12 e ) , 在 时端满足位移给定条件 (2
.

1 3 a )

的任意可能位移场
.

( 2 ) 可能应力一动量场a ‘, 荟气 P t劳在 : x (t
, , t Z

)内满足动量方程 (2
.

1 1) , 在 S
。 x [ t

: ,

tZ〕上满足力边报条件 (2
.

12 a)
,

在时端满足动量给定条件 (2
.

13 b) 的任何可能的应力及动量

场
.

( 3 ) 广义可能应力一动量场 a ‘, , , 气 P
‘

”气 尸‘, , 气尹
‘, , 气厂‘(t

,
) , ‘ ,

定义为体力歹
,

面力夕
‘, 时端动量 户

‘

允许变分下的可能应力动量场
.

显然它 比可能应 力动量场范围更大
,

可能应 力动量场包含于其中
.

( 4 ) 广义可能位移应变场 U ‘
料气 E

‘,
料

关 ,
犷‘
料

关
定义为不要求位移变分占U

‘
对坐标炙三

阶可微
, 从而应变变分 占E

‘,
不要求满足应变协调方程的可能位移场

.

同理
,

广义可能位移

场包含可能位移场于其中

1
.

可能功作用量原理

对于任取的互不相关的可能位移场U 育及可能应力
一

动量场a ‘,
料

,

尸
‘

料
,

下列积分成立
:

{{
,

〔。
‘

尹“ :厂尸
!

二U : 〕“
·

}
“‘一

{ {{
, ,

厕‘·: “S +

{
:

‘了
a 协了”U

!
““

+

{
,

‘
;

“ , “
·

}
“‘一

{
; 。: ”

‘
“
抽

一

{
, 。

护尹万示 (3
_

la )

对应广 义可能应力动量场
, 其形式为

百{「
。‘,

⋯二
‘, 二 一 ,

‘

⋯。 :ld :

飞d
, 一
{!

2

不仁
, ‘,
二u : 。s +

{
、 a ‘, , , · , ‘刀‘d s

戈J 了 L J 沪 J ‘ 1 ‘夕 。 叮 J L Z u

+ (; ‘, , *

队d :

下dt
一
}

_

夕
‘

~ 姗J : 一

}
_

护尹
‘。‘* (3

_

lb )

式中雪表示时端外法矢
,
对于区间口

, , t
,

]有

以 t。)~ 一 1 ,

雪(t
,

) = 1
.

式(3
.

1) 证明是容易的
.

2
.

虚位移原理

在 (3
.

la) 中取可能应力动量场为真实应力动量场
,

取可能位移场为真实位移场附近的微
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开

小变化的可能位移场
,

即a ‘,
料~ a ‘, ,

P
‘

料一尸
‘, U t一 dU

‘,

E
, , 关 = 占E ‘, ,

注意在 S
。

上及于。上
,

占U
‘
三 0 ,

即得虚位移原理
:

J::{I
:

〔一““
! , 一 尸

‘
“犷

!
〕击冲

一

佃
。。 更

‘

“
‘

ds +
{

,

““
!

dS 卜

一

{
: ,

“”。d“
‘
d ·

3
.

虚应力动量原理

( 3 2 )

在 ( 3
.

la ) 中取 U 节一U ‘,

即为真实位移场
; a ‘, 朴关 = d a ‘, ,

P产关 = jP
‘ ,

量场附近微小变化的可能应力动量场
, 注意 S

,

上 占丙, 三 0 夕 矛,

上 d尸‘ 三 0 ,

原理
:

即为真实应力动

可得虚应力动量

{{
,

: 百 。,“。
‘

厂 犷‘

护
‘〕击 }

dt 一
{ {几

。

刀
‘

命
‘

刃 j

ds }
dt 一

{
,

呱护价 ( 3
·

3 a ,

对于广义可能应 力动量场相应有

{{
,

仁E
! ,“a ‘, 一厂。“p ‘〕d ·

}
d ‘一

{
+

!
,

“‘““d ·

}
d ‘一

{
’

, , “U ‘“”‘“·

{{
’

: 。 U !
“,

‘“s +

{
: 万

‘
“a 。, 夕, d s

( 3
_

3 b )

下面以 ( 3
.

2) 式中最后一项积分为例
夕 说明上列各式中在 王, , 于。 上积分的物理意义

.

由

式朽〔〔t
, , t :
〕时刻给定动量户

‘相应的脉冲力在己U
‘上的虚功作用量为

,

“ ( ; , 才) “U ‘
“·“‘一

}::
‘

{
,

, ‘( ‘
,
)J (‘
一

) d U ‘“·〕“!

户‘d U
‘
) t, d 了 ( 3

.

4 a )

的情形 , Z
,

~ 笼t
, , t Z

}
,

Z
。~ 中

,

于是 (3
.

2) 式最后一项积分为

!
, 户 : ”‘“U ‘d

一毛{
,

: (“p ‘“U ‘)
: 1
+ ‘“”‘“U ‘

,
: 2
〕d ·

}

一

)
,

( , ‘“U ‘,
: ld一{

,

‘,
‘“U ‘,

: Zd · ( 3 4 b )

其意义为给定的时端动量户
‘

相应的脉冲力向区间口
, , t Z] 内输入的虚功作用量之和

.

这里应用

了定义亡(t
: ) = 一 1, 以 t Z ) ~ 1 , 而 ( 3

.

4 b) 式中 t Z
时刻积分前负号反映了这部分作用量是由

[ t , , t Z ]区间输出的
.

4
.

应变能动能作用量定理

这个定理对应于静力问题中的应变能定理
.

可 述 为
:
在 于X 口

, , tZ〕内处于动平衡的线

弹性体
, 其应变能与动能差的作用量等于体力

, 面力及时端动量在其相应位移上 功 的 作 用

量 , 即

{
‘’

{{
,

「A ‘E ‘,

卜 T (厂 ‘, 〕“·

}
“‘一;

一

{;:弋{
。。勇。U ‘“S +

{
: 。

T ‘万‘“S
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+

丁
,

““
!

击 )
“‘一

川
; 。“”

‘
“ 。

解
.

{
,

护
‘
万

‘

科
在 (3

.

la) 中取a ‘,
”~ a ‘, 夕 p 汁一尸

‘,

U 贯~ U
‘,

并考虑线性性质
,

掉时间维
,

上式即退化为克拉贝龙定理
.

(3
.

5 )

(3
.

5) 式即可得出
.

若去

5
.

互易定理

假定线弹性体于x 口
, , tZ

〕处于两种不 同的动力平衡状态
,
各自场变量用上标 (1 ) (2 )来区

分
.

应用 (3
.

扭 ),
考虑线性性质

,
得互易定理

:

{: {{
。。

一

!
, )

“尸

, ‘
1 ) g 、z)d “十

{
:

‘
J

、
了万 :

2 )

dS +

{
,

, 、
1 ) “

、
·

}dt
一

{
, 。“, ‘

1 )

卿
)
dr

奋
, ’万

一

{
, 。 “”‘

2 ) “‘
1少 d一 !

;

丁{ 卿
,

娜
, 、
s+ 仁

。汗 : ,

即
,

ds + (即
,

脚
,

dr 飞dt
气J 召 口 J o r J 了 夕

亡尸扩
’万荟

” d s

广...J

一一丁d

(3
_

6 )

应用 (3
.

6) 式 ,
可得以下定理

.

6
.

功作用量互等定理

考虑(3
.

6) 式中两种状态是各自仅受一集中体力作用
, 即

状态 ( ] )
:

户荟
” (g

, t)一户“’( 炙‘
, ’, t)刀 (; 一茜“ , )

状态 ( 2 ) : 尸;
, , (笠

, t)一户‘公少(逻‘
2 ) , t)刀 (炙一 还‘“,

)

由 (3 6 )式即得
,
功作用量互等定理

r tZ r tZ

(3
‘

7 )

刃奋
‘’(g “’

, t)U 奋
2 ’(匹“ ’, t)d t= } 尸;” (劣‘

2 , , t) U ;
‘) (g ‘2 , , t)d t (3

_

8 )

即集中力 尸;
‘’
在状态 (2) 位移场U ;

2 ’上功作用量等于集中力 烈
2 ,
在状态 (l) 位移场 U ;

‘’
上功

作用量
.

7
.

位移互等定理

在 (3
.

7 ) (3
.

5 )中取

户;
‘’(炙‘

, ’ , t)= 口(卜 t“ , )
,
户荟

2 ’(炙‘
“, , t)= J (t一 t‘之, )

(t
,

《 t(‘) < t(2 )
( t: )

则有位移互等定理

U 纂
‘’(匹‘

“, , t(2 , )二U {
2 ) (炙“ ’, t (‘’)

即 t“’时在点炙“’处单位脉冲力在 才‘戈)时 ; ‘2 ,
处引起位移等于在

力为满足平衡在 t“ , 时炙‘”处应有的位移
。

若在S 。上仅输入位移脉冲
, 还可得 S 。上反力互等定理

,

(3
.

9 )

t(
2 , 时于点 劣‘幻 处施加单位脉冲

此处从略
.

8
.

始末时刻条件 关系定理

若 (3
.

6) 式中仅始末时刻条件不为零
, 则有



8 0 2

{
, , “, ‘

1’U ;
2 ) d · +

}
,

邢 京 堂 郑 兆 昌

: 尸 ;
1 ) 打:

2 ) d一{
; , : ”:

2 ) U ‘
1 ) d ·十

{
;

亡尸;
2’

侧
, ’

击

或者写成

{
,

〔(p :
1 ) U ‘

2 ) , ! 1 一 (p ‘
! ) U ‘

2 ) , 才
2
〕d一{

:

〔‘p ‘
2’U “

)
, , 二一 ‘尸‘

2 ’
U ‘

” , 广
2
〕d ·

(3
.

1 0 )

(3 1 1 )

下面分四种情形讨论
:

1 ) 状态 ( 1 ) : P ;
‘, (t ; )= o ,

U ;
‘’(t

:
)~ 万 (劣一 炙“ ’)

状态 ( 2 ) : P釜
2 ’(t

Z
) = 0 ,

U 奋
2 ’(t

Z
)= 刀性一 g (“, )

由(3
.

1 1 )式得 侧
2 , (; (1 ) , , l

)

一
尸 ;

, , (; 、2 ) , , 2
) (3

.

1 2 )

即在 t l

时刻在 劣“’处单位位移脉冲在 tZ时刻 ¼(“,
处产生的动量等于 tZ时刻在 逻‘“,

处产生单位位移

脉冲于 t ;
时刻 ‘扩’

处应输入动量之负值
.

2 ) 状态 ( ] )

U 奋
‘’( t l ) = o , P ;

‘’( t工) = 刀 ( 劣一 匹( ‘’)

状态 ( 2 )

U {
, 、( tZ ) = o , P ;

, ’( t Z) = 刀 ( g 一 炙( 2少)

由 ( 3
.

2] )式得 U ;
2 , ( g “ , , t , ) ~ 一 U ;

‘, (冬‘2 , , t Z) ( 3
.

13)

即 t ,

时冬“’处输入单位动量脉冲在 tZ时炙‘“,
处产生的位移等于在 t: 时 炙‘“)

处产生单位动量脉冲

在 t ,

时 g “’处应输入位移的负值
.

3 ) 状态 ( 1)

P ;
‘) ( t , ) = o , U ;

‘’( t , ) 一刁 ( 炙一 冬( ‘) )

状态 ( 2 )

P ;
2’( t Z ) ~ 刀 ( g 一 匹‘2 , )

, U ;
, ’( t: ) = o

由 ( 3
.

11 )式得 P ;
, , ( g (‘, , t l ) = U 釜

‘, (炙‘2 ) , tZ ) ( 3
.

1 4)

即 t ,

时刻在炙“’处输入单位位移脉于 tZ时在逻( “’
处引起的位移在数值上等于 t :

时在 g ( “,
处产生单

位动量脉冲在 t :
时彭 ‘’

处应输入的动量值
.

4 ) 状态 ( 1 )

P 奋
‘’( t , ) ~ 刁 (冬一 冬‘’) ) , U ;

‘’( * , ) = o

状态 ( 2)

P {
2 , ( t Z ) = o , U 奋

2 , ( tZ ) ~ J ( 去一 g ( 2 , )

由 ( 3
.

11 )式得 P ;‘, ( 炙〔2 , , t: ) = U ;2 , ( 冬( ‘, , t ; ) ( 3
.

15 )

即 t ,

时在劣‘”处输入单位动量脉冲于 t: 时劣‘
2 ,
处产生的动量在数值上等于在 t Z

时于 雀‘2 ,
处产生的

动量在数值上等于在tZ时于g ‘2 ,
处产生单位位移脉冲在 t ; 时 ; “ ’处应输入的位移值

.

文献〔16〕中给出的互易定理包含于 (3
.

11) 中
.

四
、

线弹性动力问题的广义变分原理

1
.

位 能作用 t 变分原 理

利用虚位移原理 ( 3
.

2) 式 , 易得位能作用量变分原理的泛函
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H
1 1

〔“‘

卜! {!
,

仁A (E
‘, )一 T (厂

‘
) 一 ,

‘
U ‘: d一 {

: 。
尹‘U ‘d s

}
d , +

{
, , “”‘U ‘d ·

(4
.

1 )

这个泛函的约束条件是 (2
.

5 )(2
.

1 2 b ) (2
.

1 3 a ) (2
.

9 )式
,

欧拉方程是 (2
.

1 ] )(2
.

! Z a ) (2
.

1 3 b )

式
.

众所周知的H a m ilt o n 原理要求t , ,

tZ 时刻位移变分为零
, 仅是其中一种情形

.

2
.

余能作用量变分原理

利用虚应力动量原理 (3
.

腌 )
,

易得余能作用量变分原理的泛函

刀 1 2

〔a 。, ,
尸‘〕一

{ {{
,

〔A ·‘a
‘, , 一犷’‘尸 ‘’〕d ·

一 {
_

乙。 ‘, : 声川 d , + { 叨
‘尸

‘

*
J O 口 J J 于 v

(4
.

Za )

这个泛函约束条件是 (2
.

1 1 ) (2
.

1 2 a ) (2 ! 3 b )(2
.

9 )式 , 欧拉方程是 (2
.

8 )(2
.

1 2 b )(2
.

1 3 a )式
.

T o v Pi n 原理
〔’7 ’〔“’要求两时端动量 (速度 )变分为零

, 仅是其中一种情形
.

我们也可以在广义可能应力动量场 中比较
, 此时这个泛函可写为

“ 1 2

〔一
p

! ,

(“
,

,
! ,

,
‘
) : 一

{:}{{
,

〔A · (一 , 一 T ·‘p
‘
, + G · ‘, ‘, 〕“·

+ {
。 . (,

‘
) 己s 一 !

。
。

‘a ‘, : j、s 下J
, + { ‘。‘尸

‘
、: 一 { ‘。, (,

‘
)、:

J 召口 J O U 沪 J 分 口 J 于 p

(4
_

Zb )

这时户
‘,

r , ,
户

‘

允许变分
.

用此泛函在证明中可保证占a ‘, ,

占尸‘的独立性充分成立
.

3
.

胡
一

鹜原理的动力学形式

应用拉氏乘子法
,

放松泛函 (4
.

1) 中约束 (2
.

8) (2
.

1 2 b) (2
.

1 3a) 可得一种形式动力学

胡
一

鸳原理

二
, 。

〔a ‘J ,
:

‘,

U
‘,

E ‘J ,

F
‘
: 一

{ {{
,

〔A (E
, J , 一 T (犷

‘
, 一 ’

‘
g

‘

_ 1
, 二

一山 ,

忧
‘j一 厄叭

, ‘一 乙。
‘, , ) + 尸

‘
(。‘一。

‘, 。
) : 、: 一

{
。

(。 ‘一 。
‘
)。‘ , : , 、s

‘ J O u

一

{
: ,

, ‘U
‘
““

}
d ‘+

{
, 。

“”
‘
U

‘
d · +

!
; “(‘ ! 一打! , 尸‘“·

应用 (2
.

3 )式将 (4
.

2 a )式中A 爷 (a ‘, )
,

T , (P ‘)用A (E
‘, )及T (犷

‘
)代换

,

松约束条件 (2
.

1] ) (2
.

]2 a) (2
.

1 3 b) 可得胡
一

剪原理的另一形式

(4
.

3 a )

并用拉 氏乘子放

。 , 。: a ‘, ,
尸 ‘,

U ‘,
二 ‘, ,

犷‘〕一

{ {{
,

〔U
! , E ‘, 一 A (E

‘, , 一 p ‘V
‘
+ T (U ‘,

+ U ‘(a ‘, , , + ‘厂 p ‘, :
)〕d一}

: 二 a ‘, : , 口
‘
d s 一

!
。 ,

‘a ‘, , , 一 ,
‘)U ‘d s

}
d ‘

十

{
, :

打。尸。“d‘+

}
; , “‘尸‘一 ,

‘, “。“·
(4

.

3 b )

在这两种形式之 间有变换关系

H
x 。+ H x 。一 o (4

.

3 e )

4
.

H e llin g e r 一R e io s n e r变分原理
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应用 (2
.

3) 式由(4
.

3a)
、

(4
.

3 b) 可得H
一

R 原理的两种形式

。 : 。: a , , ,

:
, ,

U
‘
: 一

{
+ a ‘,

(;
U ‘ , , +

孟

{{
,

仁T · (p ‘
, 一 A ·‘a ‘, , 一 尸‘U ‘一尸‘“‘, ‘

u , , ‘)〕、: 一仁(二 ‘一刀
‘
)。‘j , , J s 一 {

_

全
‘

二‘、s 下、
,

J O , J 召 厅 少

+

l
, , : ”‘

认 击 +

工
, 。

“‘“
‘一“

‘
, 尸‘

击

H 盗3〔一
p

‘,
U

‘

〕一

广{{
,

: A · (一 , 一 T · (p
!

, + U “仃‘, , , + 户
‘
一 p

‘, :
, 〕“·

(4
_

4 a )

一
{
。 。‘, , , 。

‘

二一 ( (。
‘, : , 一 ,

‘
)二‘、s + ( : 。‘尸‘。: +

{ : (尸
‘一 ; ‘)u ‘己r

J J “ J 刀 叮 J 寸
」

J 于 P

(4
.

4 b )

及变换关系

H
, 3

+ H , 3
== 0 (4

.

4 e )

泛函 (嫂
.

3a) (4
.

3 b )(4
.

4 a) (4
.

4 b )是胡鹜原理及H
一
R 原理的正确形式

,
文献〔2 0 〕~ 〔2 4 ]工作

均是其特例
.

5
.

本构关系变分原理

将泛函 (4
.

1) 中体力
、

面力及时端动量有关项用(2
.

2) (2
.

7) 式的位函数表示
, 然后将所

有位函数由 (2
.

3 ) (2
.

7c) 式用余位函数表示
,
并考虑取广义可能位移场与广义可能应力动量

场情形
,
得

H
, s

[ a ‘, ,
P , ,

U ‘,
(尸‘

,

犷‘
,

户‘)〕

{弋l
,

〔a ‘, E
‘, 一 A · (a

‘,

卜 p
‘
厂汁 T · (p ‘

卜‘。U ‘一 G · (,
‘)〕d ·

一

{
: 。

(, ‘U ‘+ 。· (,
‘
)d s

}
d ‘+

{
。, “(U ‘”。+ 。· ‘, ! , , d ·

(4
_

sa )

同理 , 由(4
.

2b) 式可得

H , 3[ a ‘, ,
P ‘,

U ‘(尸‘,

全‘,

户‘)〕

{ {{
,

〔a ‘, E ‘, 一 A (E ‘,

卜 p
‘
厂‘+ T (厂。

卜 ,
。U ‘一 G (U ‘)〕d ·

一
{

_

(, ‘。‘+ 。(。‘)) J s 一
(
。
。, 。‘, , , J s飞、

, + {
_

: 。‘尸‘、:

J ‘ 『 J 。 口 夕 J T 口

+

{
, , “(p ‘U ‘+ , (U ‘

, , “·
(4

.

sb )

这两个泛函即是线弹性动力问题水构方程的变分原理
.

其约束是
:
对位移是满足 (2

.

8)

( 2
.

12 b ) (2
,

1 3 a )的广义可能位移场 ; 对应力动量是满足 (2
.

1 1 ) (2
.

1 2 a )(2
.

1 3 b ) 的广义可能

应力动量场
.

而欧拉方程对 (4
.

5a) 是本构关系 (2
.

g b)
;
对 (4

.

5 b) 是本构关系 (2
.

g a) 式
.

其

证明是容易的
.

同理
, 仍有关系

H
, 3 + H , s

= 0 (4
.

s e )

弹性力学的本构关系变分原理由O d e n 和 R e d d y 提出
.

笔者在〔2 8 〕中讨论了 O d e n 和
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R e d d y 所给的本构原理
, 指出了其 中不合理之处

, 并给出了文中两种形式
.

值得指出
: 这

里采用广义可能应力动量场 目的是保证 (透
.

sa) 证明中要用的占a
‘, ,

占尸
‘

在 : x (t
, , tZ ) 内的独立

性
夕 采用广义可能位移应变场 目的在于保证 (上 5b ) 证明中要用的d E

‘, ,

占V
‘

在 : x (t
, ,

九)内

的独立性
.

若在实际应用中
, 采用可能应力动量场或可能位移应变场

,
一般情形

, 这些独立

性将无法保证
, 由泛函 (4

.

5) 只能得出总体积分形式的近似本构方程
.

有关细节有专文讨论
.

对于上述诸变分原 理
,

引入约束或用拉氏乘子消除约束
,
可得各种形式变分公式

, 这里

对这些公式略去
.

五
、

线弹性动力学分区变分原理

这里给出弹性动力问题分区变分
一

原理
.

为了简化记法
,
约定于

。

为了一个子域
a , 其表面为

S
a , 且S

。 。
二S

。

自S 。 ,

S
。 。

= S
。

门S
。 ;

[ : 。 , t,

]
。

是 [ t , , tZ

〕一子区间 d
,

且 瑟
。‘= 笼t。

, t
,

}自恶
。 ,

云, 。一 {t。 , 才
,

}自恶
, ;

了。。 。一笼(公
, 才) }炙〔云

。 , t石Z。。
,

(多
, 艺)〔f 。 火 Z。

。

;

于, 。 。一 {(公
, t ) }公〔于

。 , t〔云
, 。 ,

(g
, t)〔于

。 欠 云
, 。

}

并定义 :

(5
_

1 )

。
5 ·〔、

· 火 〔‘
。 , 才

·

〕
。

: 一

{:
r

{{
: 】

〔“ (E
‘J

卜“U ‘

一
(E ‘J一

借
U

!

厂告
U , , ‘)〕“·

一
(
。

(。
‘一 。

,
)。

‘, , , 。s 一 { , ‘。 ‘。s 飞J
才

J O 尸 J 召 叮 a 夕

(5
_

2 )

H
S · 仁于一 : ‘一‘

·

: d : 一

{:
r

{{
二 。

: p
‘
(犷

‘一 U
‘ , :

卜 T ‘厂
‘
)〕“·

}
“‘

+

{
、 。

‘“‘一 “‘)尸‘: “·+

{
’

; , 乃

: , ‘U ‘、:

“
5 ·〔: 一 〔才

。 ,

,
·

:
占
: 一

{{
‘

{{
’二 。

〔一E
‘, 一 A (E

‘了, + (a
! J , J+ “ , U

‘
〕“·

(5
_

3 )

一
}

。
。‘, : , 。

‘
J s 一 } (。

‘了: , 一 , ‘)。 ‘、s飞。
,

J O ‘ J s d a J

(5
.

4 )

H
石·〔于二 : ‘!

, ‘· :
占

: 一

{:
r

{{
: 。

: T (犷
‘

卜 p ‘犷厂 p
‘, 。

U ‘〕“‘

}
“‘

十

)
;

:
。

石‘尸
‘

““· +

{
, , 。 。

“(尸
‘一”‘, U

‘
“·

( 5
_

5 )

分别称H
。, ,

H
6 K ,

万
。: ,

I7
5 K
为弹性体在域汾

。 x 口。 , 才
r

] 。 内不含分区界面的广义弹性位能作

用量 ,
广义动能作用量

,
广义弹性余能作用量及广义余动能作用量

.

1
.

分区五变量广义混合能作用量变分原理

( 1 ) 时间域不分区情形 分于为 a ,

b两区 下一万
。

U 几
, 分区交界面为

作用量区
, b区为余能作用量区

, 两分区内各取独立的变量 。‘, , 犷
‘,

尸
‘,

起混淆情形
,
对这些量略去 上标 (a) (b)

.

分区五变量广义混合能作用量变分原理为
:

泛函 汀 ;
‘)
一万尸一 刀终 + 万 H H :

S
。 。 .

选
a 区为位能

U ‘,
E ‘, ,

在不 引

(5
_

6 )
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的驻值条件 d汀丢
, ’二。 等价于分 区线弹性动力学方程组 (2

.

8) “ (2
.

1 3) 及分区界面连续条件

{
T ;

“ ,

U ‘
牛

,
(5

.

7 )

式中 H 犷
,

+ T 万
“, = o

(多
, t)〔S

。 。 x 〔才
, , tZ〕

~ U 万酌

= H
。:

〔于
。 又 [ t

: , tZ

] ] + H
。二仁了

。 x [ t
, ,

t: ]〕

H盖
b , 一H

。: 仁于。x [ t
, , 公2〕〕+ 汀

6 二仁了
。 X 仁t , , t Z

〕」 (5
.

8 )

瓜一J } : :
。) u :

· ) Js、才一 {
‘’

{
。、;

。 : ;
西) 。:

· ) Js、才

J 召
a‘ J ti J S

a

‘

汀
H JI :
称为分区界面S

。。 x 〔t
, , t: 〕上的混合能作用量

.

( 2 ) 空间域不分区情形 将区间[t
1 , t Z

〕分为
c ,

d两段
, 杨为分点

,

〔t
: , t。〕

。

为位能作用量区
, 于X 〔t。

, t: 〕‘为余能作用量区
, 记于

。‘二 于X {t
。

}
.

立假定 五变量
, 相应泛函为

万酬~ H 丢
口, 一H 罗

, 一 万
H 二K

t : < t。< t : .

规定 于 x

在 两分区内各自独

(5
_

9 )

式中 H 丢
” , = H

。 :
[ 于x 〔t

, , t。]
。

〕+ H
。二 [ 于x [ t , ,

t 。]
。

]

万否
‘ , 一 H

。, [ 了 x 〔t。
, t Z

〕‘〕+ 万
。二 [ 了X 〔t。

, t Z

〕a〕 (5
.

1 0 )

汀H 刀 K 一
}

,

p ;
‘, : “ , 。:

。 ,、·

. T e d

万二
K 称二分区界面乙

‘
上混合能作用量

.

相应变分原理为
: 驻值条件 占万盖

2 ’~ o 等价于弹性

动力学 分区场方程及分区交界连续条件

{
P荟

o ,亡‘
c , + P 畜

‘, 乙(‘, = o

U 尸 ~ U ;a)
(炙

, 艺)〔于
。‘

(5
_

1 ] )

( 3 ) 时间与空间都 分区 清形 考虑 于= 了。

U 于。 ,

S
a 。一 于。 门了

。 ; 「t l , tZ

] = [ t
; , t。〕

。

U 〔t 。,

tZ

j‘
,

{才。}一口 : , t。〕
。

自〔t。
, tZ〕‘的情形

, 规定 :

(a c ) : 于。 x [ t , , t。]
。

区
,

广义弹性位能
, 动能区 ,

(a d ) : 于。 x 〔t , , t :

] ‘区,
广义弹性位能

,
余动能区

;

(bc ) : 于。 x 口
, , 才。〕

。

区 , 广义弹性余能
, 动能区 ;

(bd ) : 于。 x 〔与
, t :

〕‘区 ,
广义弹性余能

,
余动能区

.

四分区各自独立取五 变量
, 相 应泛

函为
:

汀
。

二H
。, 仁(a e )〕+ H

。: [ (a d )】+ H
S万〔(a e )〕+ H

6 二 [ (be )〕一刀
。: 〔(be )〕

一 H
。, [ (bd )〕一万。x 〔(a d )〕一H 。窟 [ (bd )〕+ 万

二刀 , 一万
万 刀了 (5

.

1 2 )

其 驻值条件 d汀
。
~ 0等价于各分区动力方程组及界面连续条件 (5

.

7)
、

(5
.

1 ])

2
.

余能作用量与位能作用量的转换关系

可证明余能作用量与位能作用量之间有以下转换关系
:

H
S ·〔于

· X 「‘。
, ‘·〕舀〕+ H

。· :‘
· x 〔‘。

, ‘·〕占〕一

{ { T 万
· , u 荟

a , Js d ,

J S
a

‘

(5
.

1 3 )

H
。二巨于

。 x 〔t ; , r ,

〕。〕+ 刀
。二 [矛

。 只 [ t。
, t ,

〕。〕= 一 P 万
‘’亡(‘, U 荟

占, d :
(5

.

1 4 )
一丫

�

l
才�
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这种 转换关系提供了分区五变量变分原理三种形式
:

混合型
,
位能型

,
余能型之间转换的途

经
。

3
.

分区广义位能作用量变分原理及分区广义余能作用量变分原理

利用 (5
.

1 3 ) (5
.

1 4 )式 , 将 (5
.

抢)式中余能作用量换为位能作用量或反过来代换
,

分区广义位能作用量变分原理及分区广义余能作用量变分原理
:

了
。。 = H

。, [ (a e ) ] + H
。: 〔(a d )〕+ H

。: [ (be ) ] + H
。, [ (bd )〕+ H

。二〔(a e )〕

+ H
。了〔(a d )〕+ H

S 了 [ (be )〕+ H
。盆 [ (bd ) ] + 汀百 二 : 一汀万二万

即可得

式中 、
H H

一 {
汀 H H K 一

{
及

T 万
b ) (U ;

。 , 一 U 万
”) )d s d t

(5
.

1 5 )

(5
.

1 6 )
L口

口
S!

��山,工
二‘子‘

尸俨褚
‘J , ( U 尸一 U 荟司 ) d :

万
。二二 一万

。: 〔( a c ) ] 一 刀
。, 〔( a d )〕一 H

。: 〔( b c )〕一万
。: [ ( bd )卜刀

。二 [ ( a e ) 〕

一H
。万〔( a d ) 」一 H

。盆〔( bc ) 〕一 H
s x [ ( bd )〕+ 刀 刀刀

一汀
刀刀艺 ( 5

.

1 7 )

式中 汀 二 11 : ~

汀
刀刀 盆 ~

{ ( T ‘(· , + : ‘( 。) )。 ‘《· 。、s、才

J 百
。‘

(P ‘( c )亡(
“ ) + P ‘( ‘)亡( d ’) U ‘( c ) d r ( 5

.

] 8 )

‘d,l.一丁r

l
‘

了.工
,

若在分区五变分原理中引入约束
夕
可得四变量

, 三变量
,
二变量

,
单变量相应原理

,
这

里略去
.

4
.

分区变分原理的一般形式

弹性体任分几个区
, 用 万。 表示某位能区

, 云。表示某余能区 , 时域任 分
n
段

,

用〔tg
, 才

,

〕
。

表示某动能区
, 口

, , t ,

」‘表示某余能区
.

空 间各区交界面用 S H H , S H ll , S H H
表示

, 时间分

点用 {t。}H H ,

谧t 。}H 二 ,

{ t。}H 。
表标

.

下标 H 涵义是位能区
, H 涵义是余能区

, H H 表 示为

二位能区交界
, 其余类似

.

并记 于。 。 = 云 X {t
。

}二 。
, 云。 二= 于 只 {t

。

}二二
, 于二。一 云 X {t。}二。

一般形式分 区广义变分原理泛函为
:

汀 = 乙 H
: 仁于

。 x 〔t
, , t :

〕〕+ 乙 11
二〔于 X [ t。

, t
,

」
。

〕

一 E 刀, 〔于。 x 〔t
工 , t Z

〕j一 乙 刀
‘〔于 x [ t 。 , t

,

〕‘〕
b d

+ 乙汀。
, + 乙汀二

: + 艺汀二
:

S 仔万 S 万 a

一 E 汀。
二一 艺 汀二二二 一艺 汀。二二

( 5
.

1 9 )

其中场变量可取 1、 5 变量
.

易证驻值条件 占H 二 0 等价于各分区动力方程组及分区交界连续

条件
。

由 ( 3
.

1 9 )式不难得出各分区全用位能作用量或余能作用量的一 般形式的位能作用量变分

原理或余能作用量变分原理
.
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泛函 (5
.

1 9) 一般性在于
:

( 1 ) 空 间
、

时间可任意分区
, 仅空间分区或仅时间分区是其特殊形式

,
不 分区更为特

殊
。

( 2 ) 各区可独立定为位能区或余能区, 转换关系可使其余位互化 ; 分区混合能 , 分区

余能
、

分区位能是其三种形式
。

( 3 ) 各分区可独立假定 1 ~ 5 个自变函数
, 某些分区用精确解是其特例

.

( 4 ) 分区界面力
、

位移
、

动量彼此独立
,
不需事先藏足其连续条件

.

分区变分原理是有限元动力分析的基础
.

笔者在〔2 5 ]、〔2 9〕中已给出了在模态综合
、

时

间元等方面的应用
。

许多工作有待进一步研究
.
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B e ‘j‘
n 夕)

Z h e n g Z h a o 一 e h a n g

(Q in g h u a U ”玄”‘rs f才梦
,

B ‘谊jin g )

A b s t r宜 Ct

F r o m th e e o n e e P t o f fo u r 一d im e n s io n a l sP a e e a n d u n d e r th e fo u r k i且 d s o f t im e

1im it e o 且 d it io n s . s o m e g e n e r a l th e o r e m s fo r e la s to dyn a m ie s a r e de v e lo p e d
, s u e h a s

th e p r in e ip le o f p o s s ib le w o r k a e t i o n ,
th e v ir t u a l d isp la e e m e n t p r in e ip le

,
th e

v i r t u a l s t r e s s一m o m e n t u m Pr jn e iPle
,

the r e e ip r o e a l tlie o r e m s a n d the r e la t e d

tli e o r e m s o f t im e te r m in a l e o n d it io n s d e r iv e d fr o m it
.

T h e v a r ia tio n a l P r i n e ip le s

o f p o te n tia l e且 e r g y a e t io n 幼 d e o m p le m e n ta r y e n e r g y a e t io 且
,

th e H J 丙 p r in e ip le s ,

th e H 一R p r 王n e ip le s a n d th e e o n s t it u t iv e v a r ia t io n a l p r i n e iPle s fo r o la s t o d y n a m ie s

a r e o b t a in e d
.

H a m ilt o n , 5 p r in e ip le ,

T o u p in 犷5 w o r k a n d t五e fo r m u la t io n s o f R e f
.

[ 5 ]
,

[ 1 7一4 ] m a y b e r e g a r d e d a s s o m e s p e e ia l e a se s o f th e g e n e r a l p r in e ip le s g iv e n

in : h e p a p e r
.

B y e o n s ide r in g th r e e e a s e s : p ie ce w is e s p a e e一t im e do m a i n ,
p ie ce w ise

s p a e e d o m a in ,

P ie e e w ise t im e d o m a in
,

th e p ie ee w ise v a r ia t io n a l p r in e ip le s in e lu d in g

th e p o te n t ia l
,

th e c o m p le m e n t a r y a n d th e m i叉 e d e n e r g y a e t io n fa sh i o n s a r e g iv e n
.

F in a lly
,

th e g e n e r a l fo r m u la t io n o f p ie e ew i s e v a r ia t io n a l p r in e ip le s 1 5 d e r jv e d
.

If Lh e t sm e d sm e n s io n 1 5 n o t e o n s id o r e d
,

th e fo r m u la t io n s o b t a in e d i n th e p a p e r

w 1 11 b
e e o m e th e e o r r e sPo n d in g o n e s fo r e la s t o s ta t ie s

.

K e v w o r d s v a r ia t i o n a l p r i n c ip le
, e la s to dy n a m ic s ,

g e n e r a l th e o r e m
,

b o u n d a r y v a lu e

p r o s ]e m o f fo u r 一d im e n s i o n a l do m a in ,

d y n a m ie s


