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摘 要

本文求得变质量非完整非保守系统相对于非惯性系的广义最小作用量原 理
,

推证其 H 6 ld e r

形式与C y c 二。 B

形式的等价性
.

最后
,

用求得的相应系统的最小作用量原理建立其运动微分方程
·

关键词 分析力学 变质量系统 非充整约束 非惯性参考系 变分法 最小作用量原理

一
、

引 言

1 7 4 4年
, P 一L

.

d e M a u p e r 七ui s 为了用微粒学说来理解光 的本性
, 他 用一个质点的

运动来解释光学中著名的F er m at 原理
,
得到单个质点的最小作用量原理 ; 后来

,
L

.

E ul er

证明了该原理对于质点在有心力场中的动运也是成立的
; 1 7 6 0年

, J 一L
.

L a g r a n g e 把该

原理推广到任意个自由度保守系统
, 并给出了严格证明

〔‘, .

1 9 6 6年
, B

.

C
.

H oB oc
e 二
oB 把

该原理推广到非完整保守系统
‘2 , , V

.

V
.

R u m ia n 七se v 于 工9 7 9 年对其结果做了进一步 研

究
〔“, .

1 9 5 6年
, J

.

G
.

P a p a s t a v r id i。提出了完整非保守系统的最 /J\ 作用量原理
, 并用于

非线性振动问题的近似解法
〔落〕.

1 9 9 0年 , 梅风翔给出了非完整非保守系统的最 小 作 用量原

理 , 结果具有一般意义
〔6 〕.

本文目的探求变质量非完整非 保守系统相对于非惯性系的最小作用量原理
, 同 时 给 出

H 6 ld e r
形式和C y c 二

oB 形式
, 可以证明这两种形式是等价的

.

最后 , 用求得的相应系统的最

小作用鼠原理建立其运动微分方程
.

二
、

广义最小作用量原理的建立

2
.

1 变质量系统相对于非惯性系的D
‘

A le m b e r七原理

研究
n
个变质量质点构成的力学系统相对于非惯性系山夕引沟运动

.

非惯性系与大质量物

体固连
, 其相对于某惯性系的平动加速度 a 。、

角速度。和角加 速度
,
都是时间 t 的已知函数

,

二
国家自然科学基金资助课题

.
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舞一
一一

凤一梅

一
一

急全全 萝

与诸质点的运动无关
.

第i个质点相对于非惯性系原点O的位矢为r‘,
所受主动力和约束反力

分别为F‘和 N ‘,
牵连惯性力和科里奥利力

F
e ‘= 一 m ‘[ a o + e x r‘+ o x (o x r‘)〕, F

。‘= 一 Zm ‘o x 户‘

在理想约束条件下 E N。
·

击‘一。, 系统相对于非惯性系的运动满足D ‘A le m b e r 七原理

E (一 。 ‘尸‘+ F‘+ F
e ‘+ F

。‘+ R ‘)
·

占r‘二 o , R ‘= 吻‘u‘ (2
_

1 )

u’为质量微元d 。‘
分离或并入i质点的相对速度

, R ‘
为作用

‘

于‘质点的反推力
.

把主动力分为 保守力和非 保守力
,
有

E F‘
·

念一釜
+ 。

·

‘“一 ’一 ‘,

q 。 (a = 1 , 2 , ⋯ , 幻 为确定系统位形的非惯性系中的广义坐标
.

引入广义迥转惯性力 Q二~

一

补一
l).

徽
,

广义陀“力几一鑫补
阴 ‘e

·

魄
·

黝如 平 “惯性力场

势能V 。” E m ‘a 。
·

r‘和惯性离心势能犷
“
= 一

‘一 1

原点Q的惯量张量
。

设质点的质量为q . , 空
。

和时间t的函数

1 , , ,
~

_

, _ 1 _
、 ,

一
,

山
.

_ _
,

_
、 ,

_
,

_
,

_
牙。

‘

Ll “J
’

叭 县甲 Ll “J刀系统柑对寸非债性系

m ‘二 m ‘(q
。 , 女

。 , 才) (i= 1 , 2 ,
⋯

, n , a 一 1 , 2 ,

⋯
, S) (2

_

2 )

用 占
. 、

口/刀(. 二 ) 分别表示把质量当作常量时的等时变分记号和偏导数记号
〔”’,

令 T
,

二

E 二‘户‘
·

户‘/2 为变质量系统的相对运动动能
,
容易证明

~ 乙 , ‘户‘ 口户
.

而舀
’

刀T
,

刀空
。 = E 。‘* ‘ 口户‘

口空
。

T一g口
一

汀

朗一0qa
刀T

,

汀空
a = E m ‘, ‘ 竺毕 + 犷 m ‘

户
‘

U q “

二
乙 叻 , 户。

d一dt

~

丝生= 旦
~

旦生
口q

。
d t 口q

a

奋.一口T一q口一口
留

目协一口

.

r一卉生口一口

利用以上关系式
, 由 (2

.

1) 得到变质量力学系统相对于非惯性系的广义坐标下 的 D
‘

A le m
-

b e r 七原理

小r
_ ~

夕Z全 _

拭\ 汀口
a 各会

+ Qo 十 Q“+ 厂 ·

+ ,
。

)
“。一 ‘, (犷+ 犷

。

+ F
·

, 一 0 ‘2
.

3 ,d一dt

1) 上角 e 为黑体l
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, 一石“
(。‘+ “,

·

念 (2
.

4 )

2
.

2 变质量系统相对于非惯性系一般形式的最小作用量原理

定义一个特殊的全变分记号
、 .

d
,

△’ ““少自。’ 吸
‘

” )十己t“
‘ ’

, △ : (2
_

5 )

并计算八
爷
对变质量系统在非惯性系 中的作用量

有

附一{

△关牙
,
=

ZT
,

d t (2
.

6)

2 犷
·
d ‘一

{ d爷 (Z T
,

)d t+ (ZT
,

△t) (2
.

7 )

�‘...J

爷么

而

”犷一
鑫(

一

绘
一

筑器卜
+

飘乡
一

绘叼

+ 乙 刀 T
,

厅空
。 (

。。
。

一

二
“。

·

)
把 (2

.

3) 代入上式
,
得

占, T
,

= 占, (犷 + 犷。+ 犷 。) 一 乙 ( Q
。

+ Q二+ r 。 + 巾
。

) d 。
。

+

众鑫盆
一

鲡)
+

鑫
刀 T

刀空
a二(

“。 d
。

、
。
一 丽 O q a

j
“ 奋 I

T
�

六生
厅

�

刀

令一般非惯性系中的机械能为E
,

~ T
, + 犷+ 犷

。+ 犷“ ,
有

d赞 ( ZT
,

) = 尹E ,

+ d长T
,

一尹 (犷 + 犷0 + 厂。 )

一 d朴E , 一 乙 ( Q
。

+ Q二+ 厂
。

+ 巾
a

) d o
a “q

·

)
0 . 1

+

鑫盆怀
一

杀叼

.

d l
么

十
,

」 )
,

a 若\二
卫

( 2
_

8 )

把 ( 2
.

8 )代入 ( 2
.

7 ) ,
得

八’W一 ! {
“· E一
鑫

( Q
· + Q : + r ·

+ 小
·

, “。
·

}
“‘+

{鑫绘怀
一

蕊鲡卜

。q 。 + ZT ,

A‘

) ( 2
_

9 )T.
一

如口厅

至此为止
,
我们对于系统所受约束的性质

、

可比较轨道的端点条件以及 d 与 d 之间运算
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的交换关系并未施加任何的限制
, (2

.

9) 式具有一般意义
.

假设系统所受约束相对于非缤性系是定常的
,
且有

主盆
“一 2犷

’

(2
.

1 0 )

再对 (2
.

9) 增添端点条件

(八g 。
) I

, 。一 (众g
。

) }t
,
= O

把 (2
.

2 0 )
、

(2
.

1 1 )代入 (2
.

9 ) , 便得

(2
_

1 1 )

八’研一{ {
“·E 一
剪

(Q
·

+ Q“+ r
·

+ ,
·

, ““
·

}
“才

+

{:鑫绘伽
一““
如

一。
(2 1 2 )

这便是变质量力学系统相对于非惯性系的一般形式的广义最小作用量原理
.

如果考虑系统受到不同的约束
, 从(2

.

1 2) 便可得到相应的广义最小作用量原理
.

三
、

广义最小作用量原理的H 6 ld er 形式和Cyc 二
oB 形式

3
.

1 广义最小作用量原理的H 6 1d e r 形式

设系统受有g 个理想非完整约束

f
, (q

。 ,

空
。 , t) = o (P ~ 1 , 2 ,

⋯
, g ; a ~ 1 , 2 ,

⋯
, ‘) (3 1 )

空
。十 , = 甲, (q

。 ,

空
。 , t) (P = 1 , 2 ,

⋯
, g ; a = l , 2 ,

⋯
, ￡; ￡= ‘一 g ) (3

_

2 )

并设约束 (3
.

2) 对相对虚位移的限制满足可
e T ae B

定义

Jg
。十 , ~ 乙 ;会如

“

(3
_

3 )

按照d , 占运算交换性的H 6ld e r 观点〔2 ’, 〔”

d
。

O q a

~
, 百O q a 吃a 一 1 , 乙 , ”

’
, S )

一 a 不
(3 4 )

在此观点下 , 变更轨道不满足 约束方程
,

即有

df
, 牛 0 (P = 1

, 2 ,

⋯
, g )

把 (3
.

4 )代入 (2
.

1 2 ) ,
得到变质量非完整非保守系统相对

一

于非惯性系的 H 6ld e r 形式的最小

作用量原理

么’W 一l{、
一
勿Qa+

Q“+ ra + 鸟 ,鲡卜
一“

(3
_

5 )

3
.

2 广义最小作用量原理的C y c 二。B 形式

如果按照d
,

d运算交换关系的Cy e 二 o B 观点
〔Z J, 〔’二
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、
!l

d
。

O q
,

= 硫O q “ (a 二 1 , 2 ,
⋯

, ￡)

护

。。
。十 , 一

;
, “q 。十 , 一 乙 T 二

+ ” d口
,

(p ~ z , 2 ,

⋯
, g )

(3
_

6 )

T 二
+ ”

~
d 口甲

,
口甲

,

d 艺 口空
。

口g
。

口切
户

d g
。 十 ,

口甲
,

口空
。

"

艺
一

在此观点下
,
变更轨道满足 约束方程

, 即有

df
, = 0 (P 一 1 , 2 ,

⋯
, 夕)

把 (3
.

6) 代入 (2
.

1 2)
,

得到变质量非完整非保守系统相对于非惯性系的 Cyc
二
oB 形式的最小作

用量原理

八’班一J{尹E
,

一 乙 (Q
。

+ Q : + r
。

+ ,
。

)“。
·

}
d ‘

+
刀Tf

‘,

小 夕
J, 。

粼耳空
T 息

+ “ j q
。
d i二 o (3

.

7 )

�
·

乙户

a + P

3
.

3 H 6 1d e r 形式与C y c 二oB 形式等价性的证 明

令尹 T 乍表示H 砚d er 意义下的 尹丁
, , 尹T 早表示 C y c 二。 B

意义下的 尹T
, , 间把 (3

.

5)
、

(3
_

7) 分别改写为

{ {
“· T , 一 “· (犷 + 犷 。

+ 犷
。 ) +

鑫
( Q

·
+ Q ; + r

·

+ ,
·)“。·

}
“, + ( Z T

·
八才)

{
“· T : 一“· (犷 + 厂。+ 厂。 ) +

主
( Q

·

+ Q : + r
·

+ ,
·

)“、·

}
“才

( 3
.

8 )

{

+

! E
t o 夕. 1

口 T
,

口空
. 十, 乙 T :

+ ”占、
。
d t + ( Z T

,

八t ) ( 3
.

9 )

d苦 T
: 一

鑫芸淤
、

·

+

孰绘 暴
“、

· +

鑫成二; (琴
亡“、

一鑫
T 二

· ”“。
·

)

为是因于

, : ; +

息甜琅
犷

二
、一鑫

口 T
,

口q 。

。、
。

+

会蔗飞蕊
。。

。、

一“· T乍 ( 3
·

‘“,

即 ( 3
.

8 )等价于 ( 3
.

9 ) ,
亦即 ( 3

.

5 )等价于 ( 3
.

7 )
.

四
、

广义最小作用量原理的应用

下面应用我们得到的广 义最小作用量原理来推导变质量非完整非保守 系统相对于非惯性

系的运动微分方程
.
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利用关系式(3
.

4 ) ,

罗 绍 凯 梅 凤 翔

原理 (3
.

8) 可改写为

、../
上
.

.

八,{才o a , z

小f匹
:

分 、口 q 。 蕊欲
+

Qa+
Q“+ 厂

·

+ 甄琳
“‘+

(鑫刀空
二占q

。
+ Z T

刀T

其中 L
,

= T
, 一 (V + V

。
十犷

“
)为变质量系统相对于非惯性系的 L a g r a n g e 函数

, “’.

把 (2
.

1 0 )
、

(2
.

1 1) 代入 上式 ,
便得

「
rl

小了旦互
J , 。

拭、口q a

d 口L
,

d t口女
。

+ Q
。

+ 。: + r
·
+ ,

·

)
“。

·

d ‘一。
(4

.

1 )

考虑非完整约束加在虚位移为
。

的条件

鑫瓮
““一。

利用 L a g r a n g e 乘子方法的一贯 逻辑
,
得到变质量非完整非保守系统相对于 非 惯 性 系 的

R o u th型方程

d 刀L
,

厅L

山 口空
。

口 q.
:一Qa+

Q : + 厂
·

+ 饥 +

熟念
(a一‘

, 2 ,

一s)
(4

.

2 )

(4
.

2) 等价于文献〔9〕中
“

全凝 固导数
”

的结果
.

类似地
, 注意到约束关 系 (3

.

3) ,
由原理 (3

.

9) 可以得到变质量非完整非保守系统相对

于非惯性系的M a g g i型方程

口L
, ,

咨 了d

一 下了一
. r 2

.

, 一石

以 q ,

万
2 、a 不

厅L
,

汀空
. + , 款办瓮

一“
·

+ ““+ 几+ 矛
·

ddt

(a = 1 , 2 , ‘二 , e ) (4
_

3 )

其中

)
, (⋯ ’

·
+

只
‘””

。

二茜
口卯,

方程 (4
.

2 )
、

(4
.

3) 均属于
“

半凝 固导数
”

形式
,
经变换后可以得到与其等价的

“

全凝固

导数
”

形式和普通导数形式

D 口L
,

口L
,

Dl 口空
。

刀 g
a
= Q

。

+ Q 二+ 厂
。

+ 岁
。

+ 夕 肠兰尽
丁二 O q “

口f
,

少
。

= E R ‘
· d r‘

口q
a (4

.

4 )

d 口L
,

口L
r

d t 口空
。

口g
a

= O
。
+ Q二+ 厂

。
+ 尸

。

+ 乙 人, 口f
,

口空
。

(4
.

5 )

p一
鑫{

‘R ‘+ ““,
,

奇
1

一
一二 - r 厂 r ‘

艺 绘
十

飘补

『

+ 乙
了刀
、 D t

刀L
,

刀L
,

口 q
a 十 ,

口q
a + , )瓮

一“
·
+ ““+ 户

·
+ 讥 (4

‘

6 )肚取刀 口L
,

D t 厅全
,

篡
+

gl(
d 口L

,

口L
r

d t 口女
一 + ,

口q
一 + , )篡

一。
·
+ “: + 广

·
+ ”

·
‘。一‘

, 2 , ”
’

, “,
一

f�叮

了
. .

�一
‘

介1
口
一口d山

( 4
.

7 )
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五
、

讨 论 与 结 论

水文的主要新结果为 (2
.

9 )
、

(2
.

1 2 )
、

(3
.

5 )
、

(3
.

7 )
、

(4
.

2 ) 和 (4
.

3 )式
.

它们不仅适用

于全部变质量的质点系统
,
也适用于部分变质量的质 点系统

.

如果
n
个质点中仅有l个质点的

质量m , (j~ , , 2 ,

⋯
,

I)变化
, u ‘= o (f= z , 2 ,

⋯
, n 一 l)

,

则有

, 一
鑫
一 (U , + 广, )

·

;筑
,

岁一
鑫

。 , U ,
·

乳

尸一
鑫{

(R , + 晓 , , , )
·

奚:
一

;
。了一瓷

十

杀(;
, 了一留:)}

。 1
I , 二 二:

Z
E m ‘户。

·

广玄+ 乡鑫
fn , 户,

‘

户’

这时 ,
我们得到的广义最小作用量原理和运动微分方程仍保持原有的形式

.

如果系统中各质点的质量均保持不变
,
则巾 = 0

、

夕 = 占
、

A朴二 八
、

口 ~ 口,
原理 (3

.

5) 和

(3
,

7 )成为

“砰一{ {
“E 一
鑫

(Q
·
+ Q , + r

·

, “。
·

}
“‘一 “

(5
_

1 )

乙
口T

,

口女
。 + ; 兄 T :

+ p 占q
,

d t二 o

九 p . 1

月

l
‘

+dt
、
l
、r户“附一丁{占E

,

一 E (Q
。

+ Q : + 厂
。
)d o

a

如果Q
。

+ Q二+ 厂
。

+ 中
。

一。,
且f

,
对空

。

是 k ,
阶齐次的或甲

,
对空

。

是一阶齐次的
,

非完整系统相对于非惯性系的运动存在能量积分

E
,

二 T
,

+ 厂+ 犷
0
+ 犷

。
= h = e o n s t

这时 ,
原理 (3

.

5)
、

(3
.

7) 分别成为

八补

研
,

= O

(5
.

2 )

则变质量

(5
_

3 )

”砰
·

+

{ T 二
+ 户 占口

。

d 才~ o (5
‘

4 )

·

Eq-l孔a+P口和勺刀
"

艺阿
tlt0

值得注意
,

由于 (5
.

3) 变更轨道不满足约束方程
, 它并非稳定作用量原理多 (5

.

4) 虽然变更轨

道满足约束方程
,

但它比稳定作用量原理多出一项
, 只有在

乙
口T

,

口空
. , ,

T 犷“ ~ o

的条件下
, (5

.

4) 才是稳定作用量原理
.

如果系统只受完整约束
, 则原理 (3

.

5) 和 (3
.

7) 成为

萨不一{ {
“· E一
鑫

(Q
·
+ Q : + r

·

+ ,
。

, ““
·

}
“‘一。

(5
.

5 )

(5
.

5) 虽然形式上与 (3
.

5) 式相同 ,
但 (5

.

5) 式中如
。

(a ~ 1 , 2 ,

⋯
,

s) 是彼此独立的
.

对于惯性参考系
,
有



8 2 8 罗 绍 凯 梅 凤 翔

a o

= 0 一 e = 0 - T
,

~ T
,

E
,

= E
,

研
,

= 牙
,

O 二~ r
。

= 犷
。

~ 犷
。

= O

本文的广义最小作用量原理均化为惯性系形式
.

文献口 ~ 5〕中的原理均可作为本文原理的推论
.

感谢汪家诛教授的关心和帮助 !
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