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摘 要

本文考虑
。
维(n 二 2

,

3) 可压缩流动的带有单向周期边值条件问题的数值解
.

我们在周期方向采

用Fo u r i e r

谱方法
,

在非周期方向采用有限元方法
,

从而构造了一类谱一有限元格式
.

文中严格分

析了计算误差
,

得到了收敛阶的估计
.

关位词 可压缩流动 谱方法 有限元方法 误差估计

一
、

引 言

n (。二 2
,

3) 维可压缩流动满足下列方程组
〔‘,
” :

、,.....居....
‘

户..........了
。
。
。‘: , + (u

.

v )“ (‘)

一毛
.

。: (尤、
.

尸
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音
一

鑫
“, 仁·‘口, U ‘云, + “名U ‘” , 〕
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。‘)

p

(l= 1 ,
⋯

, n )
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~
. , , 、

~ 1
口‘l 十 (U

’

v ) 1 一 p T S , (V
·

拼V )T 一
Z p T S ,

.

艺 (o , U ‘, , + 口, U “ , ) 2

, j . 1

(1
.

1 )

K
户污奋

(v
’

U)
P S ,

一 蕊
一 (V

·

U )= 0

口‘p + (U
·

V )户+ P (V
·

U )~ o

其中口
。

二口归t , 口: = 口/ d 戈 ; ,
V ” (口, ,

一 刀
。

) , U ~ (U ‘, , ,

⋯
,

U (.) )是速度向量
,
T 是绝对温度

,

v (T
, p )是粘性系数

, v ‘(T
, p )是第二粘性系数

, K (T
, p ) ~ , ‘(7’’

, p )一 (2 / 3 ) , (T
, p ) , 拼(T ,

p )是热传导系数
, S (T

, p )是嫡
, S , ~ es 闰T , S , 二口S归 p

。

在一定条件下
, T a n i〔Z J证明了(1

.

1) 的局部古典解的存在性
.

迄今已有许多文 献致力于

(1
.

1) 的数值解
,
其中最经典的方法 是差分法 “

, “」.

郭本瑜
〔‘, “’曾应用这一方法 求解 (1

,

1 )

的周期边值问题和第一类边值条件问题
,
并且严格估计了误差

.

有限元方法也是一个被经常

采用的解法
〔6 ’, 它特别适合于求解区域不规则的情形

.

近年来
,
人们还应用F o u ri er 谱方法

求解(1
.

1) 的周期问题
〔7 ’.

但 是
,
对于许多实际问题

,
其边界条件并非是完全周 期 或者完全

非周期 的
.

处理这类问题的一个适当的方法是把周期方向的 F o u ri e r 谱方法与非周 期方向

6 7 7
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的差分方法或有限元方法结合起来
.

目前
, 巳有一些文献分析了这种棍合方法

【““ ”’.

本文作

者 曾采用F o u ri e r
谱

一
有限元方法求解不可压 缩流动的半周期问题

,
取得了 较 为 满 意 的 结

果 “‘” ‘3 〕.

本文推广〔11 、 1 3 〕的工作
,
应用F o u ri er 谱一有限元方法求解 (1

.

1) 的带有单向周期边值

条件的问题
.

设Q仁R
” 一 ’

是一凸多角形区域 (n 一 2时 , 即为一开区间) , I一 (0
, 2的

, 口二Q x l

= {‘一 (‘ ; ,

⋯
, x 。一 1 , x

,

) / (‘ , ,
⋯“ 二一 : )〔Q

, x 。
〔I }, i。> 0

.

我们考虑在区域 (二
, t)〔口 x (o

, t。]上

求解(1
.

1) , 并假定(1
.

1)中所有函数在戈
:

方向以 2二为周期
, U , T 在其他空间方向上带有齐

次的第一类边值条件
, 即 :

“Ix
。

一。一“}人一
2 二 ,

丫 (x : ,

一
x 一

1 , t )〔Q 只 〔0
, t。〕, 。一 U

,
T

, 、

叮 !〔二
,

, .

⋯
二卜 ,

)(。Q = o ,

v (x
。 , t)〔I x 〔o

, t。〕, 。== u
,

丁

另外
,
我们假定(1

.

1) 的初始条件是

} (1
.

2 )

叮It= 。= 粉
。, 叮一U

,
T

, p (1
.

3 )

为了避免在数值计算 (1
.

1) 、 (1
.

3) 的过程中因舍入误差出现
“

负密度
”

(即 尸< 0) , 从而

导致非物理解及计算不稳定性
,
我们采用郭本瑜“

, 5 ’的思想 , 即不直接计算密 度 p ,
而是引

入卿 = In p
.

此外
, 我们还假定流体满足下述状态方程

P ~ R p T

其中R 是一个正常数
.

这样
, (1

.

1) 可以改写为下列形式

、

l
才
.
、矿.11
....,I

口
:
U “ , + (U

·

v )U “ , 一 e 一甲口‘(K v
·

U )一 。一 ,

兄口, 【v (口, U “ , + 口‘U ‘j , )〕+ R 口‘T

+ R T 口‘切= f
“ , (l二 1 ,

⋯
, n )

, ~
. , 了 r 、

~ _ . ~ _
,

。 _
, , _

~ 1
d * z 十 气口

·

V ) 1 一 ‘ r
l

‘

合于
‘

又V
·

拼V ) l 一
。

乙
、

一 甲T
一 ‘S 于

‘

E
乙, j · 1

(口: U (了) + 口, U (忍少) 2

一 K 6 一 甲
T

一 ’
S 牙

‘
(v

·

U ) 2 一 S , S矛
’

(v
·

U )一 0

山甲+ (U
·

V )甲+ V
·

U 二 o

(1
.

4 )

我们假定
, , “ ,

K 和S对各变量充分光滑
,
并且存在正常数B0

,

几
,

凡
, v0 , vl , 内 , 拼 , ,

K l,

A
。, A l , S

。, S , , S : , 少。和少 i ,
使得当B

。

< T < B
; , 1甲 !( B Z时

, 。

< v < v i , “。< “< 拼】, 】K }< K
; , m in (nK + (n + 1 )v

, , )> A

S
。

< S , < S
, , 15 , !< S : , 必

。

< e 一 , < 必
i

}口, / 口二 !( A , , 其中刁=
v ,

K
, 拼 ,

S : ,
S , ; : 一 T

, 沪 { (1
.

5 )

一 _ 止匕 言习 巧马

一
、 二二二 卜山

护
7

_

设 , 仁 R “ (阴‘ 1, 2或3) 是一个边界局部L IP “hi 七z连续的有界开区域
,

p > 1, : 》o是

实数
.

我们用才
‘ , ’(牙 ) 表示通常的 S o bol e v 空间

, 其范数和半范数分别记为 卜}
, , , , 必 和

1
·

I
, , , ,

一

(参见〔1越] )
.

特别 , 记H
S

(少 )一不
a , 2 (少 ) , }卜11

, , ,
, = I}

·

I{
: , 2 , ,

I
·

!
, ,

~ }
·

l
: , 2 , , ,

以及L , (少 )一班
。 , ’ (少 ) ,

并且用卜} 和 (.
,

·

) 分别表示扩 (, )上的范数与内积
.

此外
,

为简
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单计
, 当牙~ 口时 ,

我们在上述范数
、

设毋是一个B a n a c h 空间
, 吞c= R

‘

内积等记号中略去足标牙
.

是一个开区间
.

我们定义 浮上的抽象可测函数空间如

下
:

L Z(沙 , , 一‘。/ 。: ”令,
, “,。,, :

2
(。; , ) 一

({
。 ,,。(‘

,
) :.; d ‘

,

)
! , 2

< 一 }

H
’
(沙;

多) = {刀/ 刀: 浮。牙
, ]l刁11万

,

(汐; , )
一

(
““,“

2

(。; · ) +

}卜癸 1
2
(,

; , 。

)
吏一< 一 ,

C (J ;
毋 )= {刃勿

, J * 多强连续
,
}}刃{}e 川

; , ) = m ax !}刀(t
‘
) }{

, < co }
.

等等
.

t r

(J

又设 a ,
刀) o , 我们定义口上的非各向同性S o b o le v 空间如下(参见〔2 5」)

,

H
“ ’
尹(口)二 L Z (I ;

H
a

(Q )) 自H 声(I ; L Z (Q ))

X
a ’
尹(口)一H 声+ ‘(I ;

H
a
(Q )) 门H 夕(I ,

H
a + ‘(Q ))

其范数分别是
,

iJ0 IJ。
,

, (二) 二 (}!。,I孟
2

(,
,

、
·

(口)) + ]l”}{异
刀(,

.

: :
(。)))

‘”

!.0 11*
。 ,

口(。) 二 (11。,l二
, + 1 (,

.

二
·

(Q)) + 11”!}异
。(,

,

二
· 卜, (Q))) “

,

如果 a , 刀》 1 ,
则还定义

Y
a , 声(日)~ H

a ,
声(口) 门万

‘

(I ,
万

a 一 ‘
(Q ) ) 自H 声

一 ‘

(I ;
H

‘
(Q ))

其范数为
}}。11:

。 ,

, (。)= (l{。}{异
。 .

刀(。) + }}。}{委
1

(,
;
二一

,
(Q)) + }}“}J委

, 一 ,
(, ;

。
!

(Q))) “,

用心 (功表示。上无限次可微
,

且在介方向上以 2“为周期 的函数集合
,

H ; (。)
,

H , ” (。)
,

X 纂
’
声(口)和 Y雾, (口)分别表示C 7(口)在H

口

(口) ,
H

“ ’
尹(习)

,

X
“ ’声(习)和 Y

a ’声(口) 中 的 完备

化
, 此外

,
我们还记

H 石
, , (口)= H : (口 ) 门L , (I ;

万石(幻))
, Y 艺二里(口)= Y 呈

’
夕(口) 自L , (I

,

H 毛(甜))

三
、

计 算 格 式

利用分部积分可知
, (2

.

2 )、 ( ,
.

4 ) 的广义解 (U
,
T 理)〔〔C (o

, t。; 万 l
, , (。) 门C (O ))〕

”

x 〔C (o
, t。 ; H 乞

, , (口) 自C (品 ))〕又 〔C (o
, , 。 ; H 玉(日 ) 自C (口 ))〕满足下述方程

、l

!(口
,
U

, v ) + (仁U
·

v 〕U
, 。) + R (v T

, 。 ) + R (T v 甲
, 。) + 乙 J。 (T

, 甲 ,

U
, 。 )

~ (f
, v )

,
V 。〔(H 石

, , (习 ) )
”

(d 。T
, 。) + (〔U

·

V 〕T
, 口) + J

‘
(T

, 卿 , 。) + J
。
(T

, 甲 ,

U
, 公) = o ,

(口
.甲 , x ) + (〔U

·

V 〕侧
, 义) + (V

·

U
, x )一 o ,

V x 〔H 委(日)

V 。〔万毛
, , (口)

(3
.

1 )

其中

J : (T
, 甲 ,

U
, 。) = (K (T

, 甲)v
·

U
, 丫(‘

一 甲口 ))

移

J
Z
(7

’ , 切
,

U
, 。) ~ 云 (, (了

’
, 切)口,乙I“ ’

,
口, (e

一 , 。 “ , ))
‘,
J . 1
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3

(T
, 甲 ,

U
, v ) = 乙 (, (T

, 切)口
‘
U ‘, , ,

口, (e
一 , 。“’))

乙, j · 1

J
‘
(T

, 甲 , 。 )一 (“(T
, 甲) V T

,
V (e

一 ,
T

一 ’
S 子

’。 ))

,

~
, , 、

/ 1 _ m ~ _ , 。 _ ,

J 。(1 , 甲 , U , 。) = 一 吸厅 v ‘ 『 1
‘

0 :
‘

、 自
乙 (口

:
U ‘, , + 口, U “’)

’

乙, J 一 1

+ K “ 一’丁
一 ’“;

’
‘v

·

U ,
’+ “·s ;

’
(v

·

U ,
, 。

)
显然

, (1
.

1) 、(1
.

3) 的任何古典解都满足 (3
.

1 )
.

下面我们构造逼近 (3
.

1) 的F o u r ie r谱
一
有限

M
;

元格式
.

设 {C 、}、是口的一个正规 (三角) 剖分族 ,
口一 U K 。 (当。二 2时 , K 。

为Rl 上的小

区间 , 当”~ 3时, K 。
为R Z上的小三角形 )

.

记

h。 = d ia m (K 。 ) , h孟=
干人

“ ’

粉
一 2 时

、

式 。中内切圆之直径 , 当 n = 3时

h~ m a x h。 , h
,
= m in h孟

1‘爪‘M
* 1《份‘M

*

我们还假定剖分族 {C 。}
。

满足
“

逆假设
” , 即存在一个正常数 d , 使得对任一 剖 分氏〔{C

。}、均

有h/ h“ d (参见〔1 6 ))
.

设寿> 1是一整数
,
我们用P, 表示 R

” 一 ‘

上所有次数( k的代数多项式之集合
.

定义非周期空

间方向的有限元逼近子空间如下
:

X I(Q )= {刀/ 叮}瓜〔p
。 , 1《阴《M

。}门H
,
(Q )

X 合
, 、(Q )~ X 七(Q ) 门H 含(Q )

又设N 》 1为一正整数
,
我们定义周期空间方向的F o u ri er 谱逼近子空间为

S 二 (I )一

{
。(劣

·

) - E
}j}续N

。, e x p 〔‘, 二
。

: / 。, 一 。
一 , ,

. , }、N
}

记占= (h
,

N
,

的 , 综合上述两种空间方向的逼近方法
,

我们可 以定义H 委(口)和H 含
, , (口 ) 的有

限维逼近子空间如下
:

犷
。

(口) = X I(Q)À S 二 ( I ) , 厂
。 , 。(口 ) = X 含, , (Q ) À S二 ( I )

用 二
表示时间方向的步长

, 日
,

= {t ~ l: / 。( l( 〔t。/ : 〕}
.

我们用下列一阶向前差商来逼近

口
.粉( t ) :

叮:
( t ) = ( 粉( t + r ) 一粉( t ) ) / r

(3
.

2) 的全离散F o u r i e r 谱一有限元混合逼近格式是
:

对 t〔日
, ,
求 (。。( t )

,

r
。( t )

, 甲。( t ) )〔

〔犷。 , 。(日)」“ x 厂。, 。(日) X 犷。(口 ) ,
使得满足

、

!
“

扮...d./3

( u 。。, v ) + (仁“。
·

v 〕。。
, v ) + R ( v T 。 , v ) + R ( T 。v甲。 , 。 ) + 乙 J. ( T 。 , 甲。 , 。。 , 。 )

仍 . 1

= (f
, v ) , V v〔〔厂

。 , 。 (口 )」
n

( T 。: , 。 ) + (〔u
。

·

V 〕T 。 , 口 ) + J ‘( T 。 , 砂。 , 。 ) + J 6 ( T 。 , 甲。 , u 。 , 。)二 o , V 。〔V 。 , 。(口 )

(甲。: , X ) + ( [ “;
·

V ] 甲, , X ) + ( V
·

u 。 , x ) = 0 , V x 〔厂 。( 口 )

(3
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对初始条件 (1
.

3 ),
我们采用周期方向 x

,

的尸一投影与非周期方向的分片 L a g r a n g e插值来逼

近
.

具体地说
, 记尸N 是从尸 (I )到S袱I) 上的正交投影算子

, 11 }是从C (口)到X 戈(Q ) 上的分

片 庵次 L a g r a n g e 插值算子
,

即对任一 占〔C (奋)
, 汀 l占}K

。
(1《 m ( M

、
) 是‘}K

。

的吞次L a g -

r a n g e 插值 ,
并且H 全占在口上连续

.

复合算子 了
。:
尸(I

,
C(口” 、犷

‘(习) 定义为了
。~ 尸No

万支= H ;
。

尸 N , 即如果

刀(二)= 乙 , , (二 , ,

⋯
, x

。 一 1
) e x p [ ijx

:

〕〔L
,
(I

,

C (口))

1 j 1 . 0

则 (了
。。)(二)二 乙 (万类。, )(, , ,

⋯
, x 。 _ 1

)e x p [ sj二
。
〕

}j}簇 N

根据上述逼近方法
,
我们选取下列近似初始条件

u 。
(0 ) ~ 了

。
U

。 ,
T ‘(o ) ~ 了

。
T
。 , 甲‘

(0 )= 了
。切(0 )= 了

。
In 户

。
(3

.

3 )

注记 3
.

1 我们也可以采用其他方法逼近初始条件
,

例如在 , 1
,

⋯
, 二 二一 、

和劣。

方向上均采用插值逼近
,

L Z
(口 )投影逼近

,

H
,

(口 )投影逼近
,

等等
.

只要这些逼近方法具有与萝
。
相同的逼近阶

,

那末 本 文中的所有

结论仍然都成立
.

四
、

一 些 引 理

引理 IL“
, ‘2 ’ 若a > (n 一 1 ) / 2 ,

刀》 0 , 反= m in (a
,
寿+ 1 )

,

则存在与h
,

N 无关的正常数C ,

使得对所有叮〔H 罢
,

气口), 都有

l】, 一了
。刀}!簇C (h可 + N

一 夕) }}, 】】万
a

.

刀(。)

引理2 〔8
, ‘” 若N h《 e o n s t

, a > (n 一 1 ) / 2
, a 》 1 ,

刀) 1 ,
反“m in (a

,
k + 1 )

,

则存在与h-

N无关的正常数C ,
使得对所有 , 〔y 雾

,

气口) ,
都有

{{泞一了
。夕}}

,

( C (h邃
一

” + N
‘一 尹) {{叮}{y

: ,

月(。夕

引理3 若 a > (”一 1 ) / 2 ,
刀> 1 / 2

,

则 存 在 与 h
,

N 无 关 的 正 常 数 C , 使 得 对 所 有

, 〔X ;
,
声(日 )

,

都有

}了
‘夕{}, , 二( C }}扮}}尤

a ,

刀(。)

证明 假设

。(“) = 乙 刀, (‘
, ,

一
, “ , 一 ,

) e x p [ ijx
。
〕〔X 呈

, “(口)

}j{
一

o

由于 a > (n 一 1 ) / 2 ,
故根据S o b o le v 嵌入定理可 知X 霎

,
夕(口)乌L Z (I

,
C (口))

,

从而

(了
。。)(二) ~ 乙 (刀久。

, )(二
, ,
⋯

, 二。 _ 、
) e x p 〔szx

。

〕

}j}簇N

又由于福C , }
、

是口的正规剖分族
, 并满足逆假设

,
根据有限元 中的插值误 差 分 析可知 (参见

仁1 6 ] ) ,

}{汀 ; , , 11
。 , 二 , 。( C皿,

, }}
。 , 。



明一

一一
卫一曹一瑜一

一

本
.

郭�

}刀支,
, !

, , 二 , 。( C }}刀, !{
1 十 。 , 。

因此 ,

J}了
。。一}

1 , 二 ( E { ( i + 一2 1) l一刀变。
,
I一
。 , 为 , 。+ 一刀变。

, 1
1 , 二 , 。}

{j }魂 N

艺 {( 1 + 1j l) llo j ll
。 , 。+ 11。, 1]

1 + 。 , 。}

!了 返 N

{ 乙
}j}簇N

CC簇簇

E
}了}簇刀

: ( l + }, {
’·
” ) }}。, , ;

, 。+ ( 1 + }, }’‘) }:
, ,}:

十 · , 。〕
}
“’

( 1 + ! , ! ) 一“

}
“2

( C }{刁}{x
a ,

口(。 )

引理4 存在不依赖于 h , N 的正常数C0
, 使得对所有刁〔犷

。
(习 ) ,

都有

( i ) 1刀}犷( ( C o
h
一 2 + N Z ) 】}刀}}

2 -

( 11 ) J{刀Jl;
, 二 ( C oh‘

一 ’

N {}刀}{
2 ,

( 111) }}刀}};
, 二 ( C 。

刀( h ,

N ) }{叮}}f ,

其中
_ 。 I n N ,

D (h ,

N ) ~ 嘴
、

州 I n h },

证明 结论 ( i ) 的证明可见〔1 1
, 12 ] ,

当 n ~ 2时

当n ~ 3时

下面证明结论 (i i )
.

设

。( x ) = 乙 。, ( 二J

! j}簇N

则刀, 〔X 支( Q )仁万
‘
( Q ) ,

}j }簇N
.

根据有限元中的逆不等式可知 “ “3

⋯
, x 。 _ 1 ) e x P〔i jx ,

〕

由于C 。是口的正规剖分
, 并且满足

“

逆假设
” , 因此 ,

我们

l粉, l}
。 , co , 。《C o h“

一 ” , 了2 1}刀, }}
。 , 2 , 。

从而

}}。]J
。, 二 簇 E 11。, 一

。 , 二 , 。( e 。
、“

一 “ , ‘ ,

乙 I一。,
l一
。, 2 , , 。

}了}簇N l了}咸N

簇C
。
h“

一 ” , ‘,

乙
}了】《N

}l。
, }}{

, , , 。) “ ,

( 艺
{j}落 N

)
’‘’

、C
。
“(

‘
一 ) / ’N “”‘。,,

因此结论 (i i) 得证
.

下面我们分别
。= 2和。一 3两种情形来证明结论 (i ii )

.

若
n 二 2 ,

则由 s o b ol e v 嵌入定理可

知万
‘( Q ) q C ( Q )

.

并且

l}。, Ij
。 , , , 。成C 11。

, I]孟:受
,。

!。
,
I全丁全

, 。

因此

}{。}}
。 , 。簇 乙 11。

,
11
。 , _ , 。簇 e 乙

12 }簇N }z }簇N
{{。

,
11孟:孟

,
。 l。

,
{{:孟

, 。
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召/
,.

、l
r
夕

、 c

{ 乙
{了{《N

(1 + ‘” ,,“了 ,,“
, 2 , ·

}
“‘

{ 乙 ]。, 一圣
, 2 , 。

}夕}( 万

{ 艺
{j{《八

(1 + ”,
一 ‘, 2

}
’‘’

簇 C 。(In N )
‘/ 2

}}刁】1
1

若
粉~ 3 , 则由二维有限元子空 间X 欠(Q )上的

“

逆不等式
”

可知
t‘7 〕

j】, , }
。 , 。 , 。镇C 】In h l

‘/ 2
1专

, }】
: , 。

从而

10 22
。 , , ( E 一。

, }}
。 , 。 , 。

簇e 一In , j“ ,

}j{《 N
乙 ]J。, !j

l , 。

lj}簇N

、。 . In 、}
1 , 2

( E
}j }蕊 J

{}。, }. :
, 。

、
’‘’

(￡
. _

1
、
“ ’

/
’

了{红 V /

簇 C
o

N ‘1 2 1In h l
’2 2

11, {}
,

引理5 若劝〔H
,

(口 ) 门C
, (口) , 雪刃〔犷

。, 。(口) , 则

(劝口洁
,

口j刀)二 (势口若
,
口刃 )一 (口神口乙蜜一口呻口店

, 刀)
,

V l《l
,

j( n

证明 用牡 ~ (n
, ,
⋯

, n 。
)表示武K o x l) ~ (口K 二 x l ) U (K o x 口I) 的单位外法向矢量 (见

图1 ), 于是由分部积分得到

竺
。

‘势口‘“
,
“,“’一

尧}、
。 x , 劝‘“’口‘“(‘’口‘“(”’“‘

兰
。

_

l 。

一六 i劝刀口
‘“

‘

”,

1
。(、

。 x , )一j、
。大 I ”(“’(劝(‘’“’‘互(‘ ’

+ “, , ‘x )“,“‘x ) , d 二

}
些

。
_ _

, 。

一孰土势
“(口‘夸

’

“, 一口, 占
’

”‘’}
。(二

。 x , )+ }
二。 x , 沪(“’口, 百(“’口‘“(‘, “x

一
{

_

。(戈)(。, , (二 )。‘; (二 )一。
‘

、(二 )。, : (, ))、x下
J 兀 们K l

显然
,
若能证明

M
;

A
l
二兄 {势。(口‘言

·

n , 一口,言
·

n ‘) }
、

~ O
八 价 X d l

M

A Z二 艺 {劝刀(口‘占
,

n , 一口, 占
· n : ) } 日K 。 x z = 0

则就完成了引理的证明
.

根据势, 占和叮的周期性不难得到A
:
二 0

.

下面来证明A : = 0
.

首先若

l~ j, 则显然有A
Z

~ o ;
若 l斗 j, 并且 l与j中之一等于

n , 不妨设j~
。 .

那么在口K o x l 上 n , =

0 ,
从而
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劝刁口: 聋
·

n , 一 0 , 1( m ( M
,

aK
二 x l

又由于雪( 厂
。 , 。

(。 )
,

j二 n ,

所以口店〔犷
。 , 。

(。 ), 从而口店〔C(口)
,
且口声}

。。、 ,
一 0

.

因此

M
。

乙归口
, 争

饥 一 1

一

{
。、

二 x , 一 , 。“, ‘一 {
。Q x , 一“

从而亦有A Z = 0
.

若 l手j,
且l或 j均不等于

n , 则必有
, = 3 , 此时l= 1 , j= 2或者 j~ 1 , l= 2

.

我们假定l一 1 , 了= 2 , 于是有

(口
1

占
·

n Z一口2占
·

n l
) }。尤

。 x , 一口占/ 口a l。兀
。 x ,

其中a ~ (n
2 , 一 。 1 ,

0) 是口K , x l上的单位切向矢量
.

由于势, 占和 , 在二上连续
, 占在口日 x l上

为O,
所以

M
人

E 劝: (口
,

省
·

。2
一口

2

占
·

。

川 。K 二 x ,

_ _

口占
.

~ 甲叮
。 _ } 。O x l

~ ~
u

U 口

综合以上几种情况
, 即得到引理 5

.

引理6〔3 ’ 假设下列条件成立

( i ) 专是定义于日
,

上的非负函数
, p 。, B 。, a : (h

,

N )和M
‘, o《 l簇 m , 是非负常数

;

(11) p (t) = p (, (0 )
, 叮(r )

,

⋯
, 刃(t一 r ))并且当

叮(t
,
)《M

。

/ a
。
(h

,

N )
,

V t ,

( t一 r , t ,
〔日

,

时 ,
有户(才)( p 。 ,

(111) H
,
(t)= 刀(t)[M (刀(t)) + a 。(h

,

N )B (叮(t))刁(t)] + 艺 省‘(刀(才))

其中当冲(t)( M
。

/ a
。
(h

,

N )时,
M 切(t))( M

。, B 切(t))成B
。 ; 而且当 叮(t )《M

‘
/
a ‘(h

,

N )

时 , 睿: (刀(t ))( 0 , 1《 l( m ;

(iv ) G
,
(t) = G (刁(t)

, 叮(t一 丁 ))》刀(t ) ;

(v ) , (o )《p (o )( P 。, 并且

G
,
(t)( 户(t ) + :

乙 H
,
(t

‘
)

,

t 护= 0

V t〔日
,
;

(v i) p oe x P〔(1 + B 。)M
。才,

〕( m in (M
‘/ a : (h

,

N ))
0 ( 忍簇 仍

那么
,
对所有艺〔日

, , t簇t l ,
都有

刃(t)( p 。e x P〔(1 + B 。)M
o tj

五
、

误 差 估 计

假设 (U
,

T
, 少)是(3

.

1 )的解
, 记“, = 了

, U , T , ~ 了
;

T, 甲 , 二了尸
.

于是由(3
.

1) 得到
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(“, 。, v ) + ([ “,
·

v 」“, , v ) + R (v T , , v ) + R (T ,
·

v甲二
, 。) + 乙 J。 (T , ,

切, , 。, , v )

= (f
l , v ) + (了

, , v ) + 兄万。 (。 )
,

v v〔〔厂
。 , 。(。 )〕

”

仇 一 1

(T 赞 : , 。 ) + (〔u 长
·

V ]T 肠 , 。 )+ J
‘

(T , , q7 爷 , 。 ) + J
。

(T 肠 , 切朴 , “ , , 。 )

~ (了
2 , 。 ) + 乙 万。 (。) , v 。〔犷

。, 。(口 )

(甲, 。, x ) + ( [ u ,
·

V 〕切, , x )+ (V
·

u 二 , x )= (了
3 , x )

,

丫 x 〔犷。(口 )

其中

了
,
= “, :

一口
:

U + [。,
·

V 〕。, 一 [ U
·

V 〕U + R 仁v (T
, 一 T ) + T 二v甲 , 一 T v 切〕

了
: ~ T . :

一口
:
T + 〔。 ,

·

V 〕T , 一〔U
·

V 」T

了
3

== 甲, ‘一口
‘甲+ 〔“,

·

v 〕甲, 一 [ U
·

v 〕甲+ v (u , 一 U )

H 二 (v )~ J。 (T , , 切, , “, , 刀)一 J。 (T
, 甲 ,

U
, v ) (m = ] , 2 , 3 )

万
‘
(口 )= J‘(T 爷 , 切关 , 。)一 J

‘
(T

, 切 , 曰)

H
。
(口 )~ J

6
(T , , 甲, , u , , 口 )一 J

。
(T

, 切 ,
U

, 。)

设 (。
。 ,
T 。 , 甲。)是格式 (3

.

2) 、(3
.

3) 的解
, 并记云= “。一嘛

夕 全= T
。
一 T 二 , 访~ 甲

。
一沪, , 则 由

(3
.

3 )易知云(o ) = o , 犷(o )= 葵(0 )= 0
.

又把 (5
.

1 )与 (3
.

2 )各式对应相减
,
我们得到

、.叮.........团t全

l
云: , v ) + E F 。(v ) + 习 J 。(v )= 一 (了

, , v )一 乙 万。 (v )

仇 . 1

V v〔〔犷
。, 。(口)〕

”

(全
: , 。 )+ F

‘
(。) + 艺了。(。) = 一 (了

2 , 。)一 习 万。 (。) ( 5
.

2 )

V 。〔厂
。 , 。

(口)

(子
。, x ) + 乙 F 。 (x )= 一 (了

3 , x )
,

丫 x 〔F
。

(口)

饥 . 6

其中

F
,

(口 )= (〔公
·

V 〕“爷
, v ) + ([ (“肠 + . )

·

V 〕云
, u )

F Z(刀)= R (V 夕
, v )

F : (刀) = R (仁全习〕甲, , 。 ) + R (仁(T , + 全)v〕萌
, 。)

F
‘
(口 )一 (〔公

·

V 〕T * , 。) + ([ (。二 + 公)
·

V j犷
, 。 )

F
。

(X ) = (〔云
·

V ] 甲, , x ) + ([ (“, + 公)
·

V 〕劳
, x )

F
。
(X ) = (勺

·

公 , x )

了。 (v ) = J二 (T , + 犷
, 甲, + 梦

, u . + 云, v )一 J。(T , , 甲, , u , , u ) (阴~ 1 , 2 , 3 )

j
‘
(。)一 J

‘
(T , + 全

, 中, + 萝
, 。 )一 J

‘
(T , , 切, , 口 )

了
。
(口 )一 J

。
(T 劳 + 全

, 中, + 梦
, u , + 云 , 。 )一 J

。
(T . , 甲, , u 二 , 。 )

在 (5
.

2) 中取
。~ 。+ 诵

: , 。 = 夕+ r
么

, x ~ 子十: 必
: .

把所得三个等式相加
,
并 注意到恒等

式
〔。’:
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2 (有
。,

万) = (11万}{
2
)
:
一 : }{万

。

!1

我们得到

( 11公11
’
+ {l全11

’+ 11访11
’
)
‘
+ : ( 1一 。)(11、: 11

’
+ 11犷

‘

11
2 + 11矛

。

}}
’

) + 2 乙 户
’

二(云+ ‘云:
)

+ 2尸
‘
(犷+ 二尹

‘
)十 2 乙 尸。 (摘十 丁子

3 6

:
)十2 乙 j 。 (云十 : 公‘)十 2乙 了。 (全+ : 少

‘
)

、 }}; },
2
+ {{, }}

2
+ !』; }}2 +

(
1 +

乙 ]J了
. JJ’」

一

2习 万。(”+ ‘”:
)

+ 2 乙万袱全十
: 全。) (5

.

3 )

其中
。> o是一个适当小的常数

.

下面我们逐项估计 (5
.

3) 式中的F 二 , J 。和万二
等

.

假 定 U , T

和切适当光滑
, 刀。< T < B , , }列 < B

Z , 于是若 h
一 ‘

和 N 充分大
, 则 ;有 B0 < T , < B

l , }中, }<

B 2 .

又根据引理 4中的结论 (i i) ,
存在适当小的正常数石> o ,

使得当以下两式成立 时

}}全!{( 甘h
‘” 一‘, / ZN

一 ‘/ , , }}子}}簇石h
‘, 一 ‘, , Z N

一 , ‘“ (5
.

4 )

有B
。

< T , + 全< B
,

和 }甲。 + 娜}< B
Z

成立
.

此时(l
.

5 )中各项的有界性对T , 十护和沪, + 必均成

立
.

为方便计
, 记D (h

,

N )= C
O

刀(人
,

N )
·

(C
O
人
一 2
+ N Z ) (参见引理4 ),

并用M表示与h
, N , ‘

无关的正常数
, 它可 以依 赖于

“ ,
R , 11: 11少一

,

“
,

(。)(“
‘

> (n 一 1 )/ 2 ,
刀

,

> 1/ 2 , ”= U
,
T

, 沪) ,

月UJ }
。,

l别
: , 以及K

, , 均 , 中
i , S

,

等等
,
且在不同之处可 以互不相等

.

首先
, 易由引理3和

引理 4得到

{F
,
(云) {( }。二 }

, , oo }{。}}
2
+ {}“. + 云!}

。 , 丫

}云}
,

1}云l

镇
。 l公11 + M (1 + }!。It若

, ) 。

) 1]公}}
2

(
。 1云!圣+ M (1 + D (h

,

N ) }}公{}2 ) }}公1}
2

}F
Z
(云) }(

。 }全}圣+ M }}公}}
2

iF
3
(。) I( 对{ ({{全!!+ 11访11) 110 11+ !l劳{11; l

,
+ 11访{}

。, 二(110 1}1全!
, + I}全{11。}

,
)}

(
。 }。}: + 。 1犷! }+ M (1 + D (h

,

N ) 11场!]2 )(11。}{
’

+ }l犷11
’
) + M l]访1{

“

类似地有

}F
4

(全) !(
e j犷}扩+ M (!}。11

’+ l}全}}
2
+ D (h

,

N )“。}!
2
1!至l!

’)

}F
6
(亩) }成 !(〔公

·

V 〕甲. ,

币) }+ }(V (访
2

/ 2 )
, “二 + 云) !

二 }(仁云
·

V 〕甲, ,

币) {+ {(矛
2

/ 2
,
V

·

(“, + 份)) }

成M (}}云}}2 + }}必}}
2 ) + M D (h

,

N ) {}访}}2 1公}矛

jF
6
(必) J(

。 !云}全+ M }!必}{2

其次
,

我们来估计了
。(助

, 1( 优( 3和了
‘
(全)

.

不难验证

了
,
(。)二 (e x p 〔一 中* 一布〕K (T , + 全

, 沪, + 子)
,
(v

·

。)
’

) + 乙 了
1 , 。(”) (5

.

5 )

其中
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J
l , ,

(云)= (「e x p 仁一切二一苏〕K (T 二 + 全
,

甲二 + 必)一 e x p 〔一甲, 〕K (T 二 , 甲 , )〕

·

V u 苦 ,

V
·

云)

了
,

.

: (云)= 一 (仁e x p 〔一 甲, 一萝〕K (T , + 全
, 切* + 梦) 一 e x p [ 一切* IK (T , , 切, )〕

·

(\7
·

“ 关) (V 卯二 )
, 云)

j
, , 3

(公)= 一 (e x p 〔一 沪* 一萝〕K (T * + 矛
, 甲二 + 萝)(V

·

云)(V 甲, )
, 云)

J
l , ‘

(妞)= 一 (e x p〔一甲, 一苏」K (T 关 + 矛
, 甲, + 梦)(V 二 )(V 苏)

, 云)

j
: , 6

(. )~ 一 (e x p 〔一 尹, 一多〕K (T 。 + 尹
,

切, + 梦)(v
·

: , )(V 必)
, 云)

由引理3 , 引理 4以 及(1
.

5) 不难得到

J了川(。)I(
。 !。!矛+ M (11全1!’+ 11梦l!

’)

1了
, , 2

(。) l《M (lj公112 + 11全1]’+ !!梦}1
’
)

}J
l , 3

(云) 1(
。 }云 1: + M I!云 }{2

l了: , 。
(云) !《M 11云11

。 , 、 1公!
1

}梦l
,

( 。 l公}l+ M D (h
,

N ) !I币I}
2 }云}矛

又若 U 〔[ C (o
, 才。 ; H 二(口)〕

” , 贝、1由分部积分可 以得至11

j
, , 6

(公)二兄 Z
。
(公

q 一 1

其中

Z
:
(。)二 一 ([ e x p [ 一 甲一萝」K (T , + 全

,

甲, + 币)

一 e x p 〔一甲, 〕K (T , , 切 , )〕(V
·

。二 )(v币)
, ”)

Z
:
(云)- 一 (e x p 〔一甲* ]K (T , , 甲* )〔v

·

(。一 U )〕v币
, 云)

2
3
(云)二 一 (e x p [ 一甲, 〕K (T , , 切 , )(V

·

U ) (V 币
,
)云)

二 (币
,

V 〔e x p 〔一甲, 〕K (T , , 卯, )(V
·

U )公〕)

不难证明

12
1
(。) !(

。 }公1{+ M D (h
,

N )(}l犷l}
2
+ }!币11

2 ) i{币}!
2

12 2 (。) }成M }
。, 一 U }f+ MD (h

,

N ) }{币}}
2
10 1扩

12
3
(云) l《

e }云 }若+ M ( }{公}!2 + {}葵}}
2 )

把上述各估计式代入 (5
.

5) 后得到

】j
l
(. )一 (e x p [ 一 职, 一币jK (T 二 + 全

, 切, + 币)
,

(V
·

云)
2
) !簇 a (公

,

全
,

币
,

h
,

N )

其中
a (.

,

全
,

币
,

h
,

N )一。l云I圣+ M (1 + D (h
,

N ) 11币11
2 )(}}云}]2 + !1全112 + 11币}}

2 )

+ M D (h
,

N ) (}l全11
’+ }!币}l

’) 10 1{ + M I。二一 U I}

类 似地有

(5
.

6 )

!了
2
(“)一 (e x p卜 切, 一币〕

, (7
’ , + 全

, 甲, + 葵)
,

兄 (口, 。“ ’)
’
) I( a (。

,

全
,

币
,
h

,

N )

七, j司

利用引理5 ,
同样地可以得到

}j
3
(云)一 (e x p 仁一甲, 一币〕

v (T 。 + 全
, 甲二斗

一

币)
,

(v 4 )
2
) }( a (云

,

夕
,

币
,
h

,

N )

另外
, 仿照 (5

.

6) 的证明 ,
可以得到

l了
‘
(犷)一 (e x p [ 一 切二 一币〕拜(T

二 + 全
, 甲, + 场)(丁

, + 全)
一 ‘
S 于’(T , + 全

, 甲, + 币)
,

刀 (口, 全)
2
) }
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( 。l全If+ M (1 + D (h
,

N ) 11币11
2
)(11全]{2 + l}币11

2
) + M D (h

,

N ) 1]币l{
’

l全I{

+ M }T 二 一 T }l

下面我们来估 计 了二 (ZT 公
。
)

, 1《 。( 3 , 和 了
‘
(2 : 夕

:
)

.

记几~ r (C
o
h
一 2 + N

Z
) , 并假设 又簇沪 二

e o n s t
,

于是
r l万

.

!l( 几11布
‘

11
2 , , ~ 云,

全
,

币

由于

i}V
·

, }}
2

《
n }刀}全

,
V , 〔[ 犷。(习 )〕

”

所以利用 (1
.

5) 得到

l(e x p [ 一甲, 一币〕K (T , + 全
, 甲* + 币) V

·

云 , 2 : V
·

公‘) {( 2 : 少
I

K
,

{{V
·

公11IIV
·

云。11

(
: j}公

.

1}2 / 8 + 8几n Z中老K 莞!云1}

并不难 由此得到

lj
l
(Zf 云

:
) J成

: Ij。
‘

IJZ / s + 8几n
Z
中 IK I {。{r+ 刀(公

,

全
,

萝
,
h

,

N )

其中
-

一
刀(。

,

全
,

萝
,
h

,

N )= 。: }}云
。

]J
’
+ M (}I云}j

Z
+ 11全{I’+ 11币l]

2
) + M D (h

,

N ) 11币11
Z

J公l矛

完全类 似地可以得到

】了
2
(2 : . 。) I(

:
l!公

.
{{
2 / 8 + s几少至v圣}云1矛+ 刀(云

,

全
,

币
,
h

,

N )

IJ
。(2 : 云

,
) !成

:
l】云

:

l!
2 / s + 8几n

,
少 Iv了】云1: + 刀(云

,

全
,

萝
,

h
,

N )

ij
‘
(2 : 全

:
) 1成 r }}全

:

}1
2

/ 2 + 2几少全“若B 百25 言2 !全 }爹+ e : }}全
:

】}
2
+ M ({{全11

2

+ 1!币{{
2
) + M D (h

,

N ) 11币1}
2 !全 ] :

此外
,
不难验证

1ZJ
。

(夕+ : 全
:
) }《

。: 11全
‘

ij
Z
+ 5 1云 I矛+ M (1{公}i“+ l}全11

2
+ ]{币]J

“)

最后
, 应用前面估计 了。 的同样方法

,
我 们可 以 估 计 H 。 (云+ 而

:
) , 1《 m 簇3 , 和 万袱全十

: 全
:
) , 4《 m ( 5 , 如下 :

2乙 !万 。(云+ : 云‘) l+ 2 乙 {万 。(全+ : 犷
。
) J(

。: (11云
‘

]J
’
+ l]全

。

}}’) + 。 ]. ]全+ 。 l全}r

+ M (J{。}!2 + 11全112 + 11币11
’
) + M (}!u , 一 U 11了+ l]T , 一 T JJ矛+ )}甲, 一沪}}圣)

又(T , + 全
, 甲 , + 币) = m in (, K (T , + 全

, 沪* + 币)+ (。+ 1 )v (T , + 全
, 甲, + 币)

,

v (T , + 全
, 甲, + 币))

户(牙 )= (e x p [ 一甲, 一葵]〔K (T , + 全
, 卿二 + 萝) +

, (T , + 全
, 甲, + 劳) ]

,
(V . )

2
)。

+ (e x p 〔一 甲, 一萝] v (T 二 + 全
, 沪, + 必)

,

乙 (口。, “ 夕)
2
)

l , J 二 1

口
十
= {%〔口 / K (T , + 犷

, 甲 , + 萝) + 试 T , + 全
, 切二 十梦)> 0 圣

,

则根据( 5
.

4) 和 (1
.

5) 可知孟(T , + 全
, 甲, + 梦)> 0

.

又显然可见

口
一

二口\口
+

几

户(。
+

)》 (e x p [ 一甲, 一梦〕且(T , + 犷
, 切二 + 必)

,

乙 (口, 。“ , )
’

)日
、

王, j 二 1

(5
.

7)

根据不等式



可压缩流动的F 。盯ie r
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(v
·

”)
2

(
n

乙 (口, 云‘”

J . 1

我们不难验证 (5
.

7) 式对口
一

亦成立
.

因此

(e x p 〔一甲, 一 梦〕〔K (T , + 夕
, 甲, + 萝)+ , (T , + 犷

, 甲. + 萝) ]
,

(V
·

公)
’
)

+ (e x p 「一 切, 一必] v (T 二 + 全
,

甲二 + 必) ,

乙
乙, j 二 1

(口, 云 (王) )
2
)

一户(口
十
) + 户(口

一
)

月

) (e x p [ 一切 , 一必〕河(T , + 全
, 甲, + 必)

,

乙 (口, 公“ , )2 )

乙, j一 1

综 合上式以及前面关于 F 二 ,

j 。和万二的估计式
, 我们从 (5

.

3) 得到

({{云}{
2
+ 11全!!

2
+ }}萝{{

’
)
‘
+ : (5 / 8 一 3 。)(1!云

。

}}
’
+ 】}全

:

}}
’
+ }l梦

:

{{
’
)

+ (Ze x p [ 一 甲二一笋]万(T , + 全
, 切, + ‘)一 1 2。一M D (h

,

N )( 4J全{}
2
+ 11梦 11

’
) ,

n

乙 (口, 及“’)
’
) + (Ze x p [ 一 沪 , 一萝〕(T , + 全)

一 ‘
s 于

‘
(T , + 全

,

, j 二 l

甲. + 萝)拼(T , + 全
, 甲, + 多 )一 6 e一对D (h

,

N ) 11萝]!’,

乙 (口, 全)’)

J一 1

一 8元少 : (。W 犷+ (矿+ 1 ), : ) !云}{一 2兄必 l拼子B 石2 5 石2 }夕}圣( 左(公
,

全
,

萝) + 才

(5
.

8 )

其中

左(。
,

全
,

梦)= 对(i + D (h
,

N )
·

( ]]。Ji’+ 11犷lj
’
+ ]J梦I]

’
))

·

(11。]]
’
+ 11犷11

’
+ 11萝112 )

, 一、
.

。{}。 , 一 。 :: : + : : , 一 : }: + ;}: , 一 , }: : ) 、 (
, 十 万)公

: ,
, }}

2

‘ / 爪 · 1

设
a 是一个正数

,

‘几< m ‘n

(

定义

A
。
叻

。

s中 : [ n ZK I+ (n Z + 1 ) v {]

拼。中
。
B 15 凳

2拼}必了B
1
5

1
(5

.

9 )

云
。
(万

, t )~ }叭 t)l }
2
+ :

乙
乙r = 0

(
一

户
(“J”(艺

产
, ,

’

)
+

了兄 }J万
‘
(t

’
) 11

口(t ) = 君巾
。月

。

2 2 (公
, t) + 若少

。火。刀:一 1 5 1一 1
2 2 (全

, t )+ 君
。
(萝

, t)

把( 5
.

8) 式对所有t, ( e
, , t产( t一 :

求和后得到

口(‘)( 户(t ) + 下

E {左(公(才
‘
)

,

全(t
‘
)

,

萝(才
‘
)) + 习占。 (。(t

‘
)

,

犷(“)
,

萝(‘
,
)) }

心尸 . 0 扔 一 1
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尸(t)= :

乙才(t
‘
)

名r , 0

占1 (云
,

全
,

梦)一 一 (Ze x p 〔一甲, 一梦」诬(T , + 全
, 甲, + 梦)一小

。
A

。

/ 2

一 8几小 {(n
Z

K } + (n
Z
+ 1 ) v l)一 ] 2。一M D (h

,

N )(】}全IJ
’
+ {}梦}}

2
) ,

乙 (口, 公“’)
’
)

王,了一 1

舀: (云
,

全
,

萝)= 一 (Ze x p 〔一甲, 一梦〕(T , + 至)
一 ‘
S 子

‘

(T , + 全, 尹. + 梦)

·

拼(T , + 全, 尹. + 梦)一必
。“。B 了’S 了‘/ 2 一 2几少r拼}B 言2 5 石

’

一 6 。

一M D (h
,

N ) !I梦11
’ ,

乙 (口, 尹)
’
)

现在我们应用引理 6 , 其中
a 。(h

,

N )= C
o
h
一 2 + N

, , 。,
(h

,

N )~ a Z
(h

,

N )= D (h
,

N )
,

于是
,

如

果 (5
.

4) 成立
, 并存在九〔日

, , 使得

p (t
l
)( M

l

m in (1 / D (h
,

N ) , 1 / (C
o
h

一 2 + N Z )) (5
.

1 0 )

其中M
l

> o是一个不依赖于h , N , : 的适 当小的正常数
, 那么 ,

对所有t( t、,
泛日

, ,

都 有

口(t)《M
Zp (t )e x p 〔M

st〕 (5
.

1 2 )

其中M
Z ,
M

3

是不依赖于 h , N
, r 的正常数

.

又因为(5
.

10 )蕴含了 (5
.

4 )
,

所以
,
我们要获得

收敛阶的估计
, 只须要估计出p (t) 的阶

夕
并验证 (5

.

1 0) 成立
.

首先 , 类似于 IF 副 , 1( 。( 6 , 的估计
, 可以得到

云 111
。 (t) ]I

’

成 11。 , :
(t)一口

‘
U (t ) }}

’
+ 11T , ‘

(t)一口
‘
T (公) ]J

Z
+ j}甲 . ‘(r)一口

‘甲 (才)11
2

+ M (】}u , (t)一 U (t) {】{ + !}T , (t)一 T (t) }}: + {}切, (t)一切(r ) }}: )

利用T a y lo r 公式和引理 1 ,
得到

}}寸, ‘
(t)一口

:刀(t) 1}《 }}叮
, :
(t)一冲

:
(t) }}+ {}刀

:
(t)一口

:刃(一) }}

一
刽
。

{:
“

卜
。

(如
,

,
)

)
一

知
t’) ]dt’

+

城
“ (‘十一

‘,
,

黔
‘,

, dt’
}

代!:
‘ ’

{
1

,
‘

(知
,

,
)

)
一

留(t
产
) d t

,
+

‘+ 二 1 口2 ,

口tZ

、、一
: (*一 + 、! 一 , )

l{:
‘ ’

{
}

乞冬
一

(t
尹
)

以r

口粉

(t
尹
) d t

,

1 1 1 2

d t
产

H
a 一 i

,

月一, (g )

+ 。
· 1令

!{:
‘ ’ ·

穿
一

(‘)
/ {’

d , /

〕
’‘’

其中a > (n + 1 )/ 2 ,
口> 1 , 反= m in (a

,
k + 1 ) , 刀二 U

,
T

, 甲
.

又 由引理 2得到

I!, , (t)一刀(t )jj
,

( M (h召
一 ‘
+ N ‘一 声) 11专(t) !!丫

;
,

。(口)
, , = U

,

T
, 甲

因此 ,



可压缩流动的F o ur ie r

谱一有限元解法 6 9 1

p (t)( M (r )(了 2 + h
Z 了区 一 ’少+ N

Z心, 一声) )

其中M (t) > 。是依赖于

11专}!。(
。,

,

, ; y : 、,(、: ) r〕尤
·, ,

。‘(g )) 口叮

口t {!五
: (。

.

r ;
刀

a 一 ,
,

月
一 ,

(口))

。= U , T , 甲, 以及 I}U !{e (。
.

, ; , ,
?

(幻、) , l}T {)e ({,
,

, ;
刀 柳))夕 R , “

等等的正数

a > 1. 并且满足下列条件
:

a > 2 一 1 / a + n / Z a

刀) a + n / 2

,

t : L 空(刀))

.

假设 h二 N
一“

(5
.

1 2 )

那么户(t) =
o (1 / D (h

,

N )) , 因此 , 当h
一 ‘

和N充分大 时
, (5

.

10 )对t :一 t。成立
.

综上所述
, 我们根据 (5

.

1协 夕 并利用三角不等式
,

1}专
。一 刀}}( }!叮一

行}! + !}万{}, 刁一 U
,

T
, 切

便可以得到如下结论
:

定理 1 假设(3
.

1) 的解(U
,
T

, 甲)满足下列光滑性条件
:

U 〔C(0
, ‘。; 仁Y合,’j (‘“) 门X 里

‘
,

声
’

(习) 自万
’(g )〕

’子

) 门万
‘
(0

, ‘。 ;

〔H 菜
一’ ,

声一’
(口)」

”

) 门H
Z
(o

, r。 ; 〔L
Z
(口)〕

”
)

T o C(o
,
,
。 , Y : ,’f (。 ) n X 盆

‘ ,

右
‘
(。 ) n H

,
(。)) n H

‘
(o

, 才。 ;

H 呈
一 ‘,

刀一 ’(口 )) 门H
Z
(o

, 一。, L Z(口 ))

, 〔C (0
, 才。 ; 犷:梦(口 ) 门尤梦

‘ ,

刀
‘
(口 )) n万

,
(o

,
,
。;

万 ;
一 ’,

”一’
(口)) n H

, (o
, ‘。 , L , (口))

其中a ) (n + 1 )/ 2
,

刀) 1 , a ,

) (n 一 1 ) / 2 ,
刀

I

> z/ 2
.

又设 (u
。 ,

丁
* , 甲。

)是格式 (3
.

2 )
,

(3
.

3 )的解
,

并记压二m 立n (a
,
k 十1 ), 那么 ,

如果以下两条件成立

(i) BO < T < B
i , }列 < B

Z , 并且条件 (1
.

5) 成立 ,

(11) h二N
一 “ , a》 1夕 又= r (C

o
h

一 2
+ N

Z
), 并满足 (5 9 )和 (5

.

1 2 ) ;

则存在不依赖于h夕 N , 二的正常数M
‘

和M
6 , 使得 当h , N

一 ‘

和 r
充分小 时

, 对所有泛日
, ,
都

有

}lu
。
(t) 一 U (t) 11

2
+ 】IT

;
(t)一 T (t) }1

2
+ }l切

占
(才)一 切 (z) }1

2

( M
4 e X p 巨对

。t〕(: ’+ h , (“ 一 ‘,
+ N ’(‘一 , ) )

注记 5
.

1 一般说来
,

(3
.

1) 的解在周期方向具有较高的光滑性
,

因而此方向的谱方法 具 有较高的

分辨牢
,

所自
,

气方向上的步长N
一‘
一般可大于其他非周期方向上的步长

,

以节省计算 工 作量
,

也就

是说条件
a

》 1是合洲献一些算什计算实例也订实了这一点 (参见〔8
,
1 IJ)

.
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