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摘 要

木文研究拟线性常微分方程组边值问题
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文 [ 们利用微分不等式理论证明了解 的存在和它的按分量逐
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}}
1

( K }{研
1一 研

2

!}
1

其中0 < K < 1

证 由引理 1 我们知道

11T
。

研
,
一 T

。

砰
:

}}
,

( : 一 ‘

M
,

}}N
。

(那
,
+ 。N + ‘a )一N

.

(砰
: + 。N + ‘a ) {l

。

因为

N
。

(砰
;
+ 。N 十 ’a )一 N

。

(W
:
+ 。N + ‘a )

厂 (f
二

(、 )
,
一 f

:

(一 ))(u l
一 u Z

) + (f
,

(~ )
1一 f

,
(一 ))(。

;
一 v :

) 、

一 }
(g

·

(一”一 g
·

(一 ”“舟(“
1
一 “ ,

’+ (“
·

(一’
3 一“

·

‘一 ”‘“
,
一 “ , ’ {

七 + (g , (、 ) : 一 g ,
(一 )), 舟(v l

一 v Z

) + (h
,
(、 )

3
一 h , (一 ))(。

,
一 。2

)
~ ‘

其中(、 )
‘
二 (t , x N + (“

2
+ : N + ’a ) + 功

‘(u l一 u Z
) , 夕、 + (。: + 。N + ’

刀)+ 功
, (v l

一 v : )
, 。 ),

功
。= (功

。1 ,

⋯
,

劝
。,

)T , o < 价
. : < 1 (‘~ 1 , 2 , 3 ; l= 1 , 2 ,

⋯
, 。 )

所以
, 由条件(i ii )及中值定理得

:

}}N
。

(才
、
+ 。N + ’a )一N

。

(附
2 + 。N 十 ’a ) }}

。

( M
4 o N 一‘}{砰

1
一砰

: 1}
。

其中M
‘

是与。无关的正常数
.

于是

}!T
。

牙
,
一 T

。

研
: {4

、

《
。 一’

M
、

·

M
4 o N 一 ‘

4}研
、
一附

2

}{
。
= 。

M
,

M
‘。N 一 3

肠砰
、
一砰

2

}}
。

若。> O充分小
,
使 O< 。

M
,

M
‘

( K < 1 , 则当N > 3时

}!T
。

牙
;
一 T

。

班
2 1}

:

《K }!砰
1一W

: }{
。

( K }{班
1
一W

Z

{1
;

引理证毕
.

从引理 2和引理 3 知 ,
算子 T

。

是球 S 定N
一‘’上的压缩映象

,
根据不动点定理知

, T
.

在球

酬
N 一 ‘’

内存在一不动点
, 即边值问题(4

.

1 7 ), (4
.

1 8) 在球别
N 一 ‘’中存在唯一解 Z井

, 并且

IjZ井J{;
(

。N 一 ‘,
当N ) 3时 (4

.

2 2 )

从而有 112 二 JJ
。

( 刃
。。N 一 , ,

当N ) 3时 (4
.

2 3 )

事实上
,

N > 3是不必要的
, 因为边值问题 (4

.

1 7 ) , (4
.

18 )的解在球
:

5 JN + ” = {研〔石
, 1}研 }}

。

《。万 + ’

} (4
.

2 4 )

中是唯一的
.

否则 ,
设另有一解才

N 〔只
’ + ” ,

则由引理 ,有

112 井一牙
二 {{

。

( ]12 夯一牙
二 jj

,

(
。一 ’

万
, 。“ 十 ‘

J{马一牙
二 Ij

。

将得出矛盾
, 其中M

赞是与
: 无关的正常数

.

因此边值问题 (4
.

8) 、 (4
.

10) 存在唯一解且成立

l}Z 二 j}。《万
s 。万 + ‘

(4
.

2 5 )

亦即 }}R 二(r , : ) J{《卫
so N + ’, }15 二 (t , 。) }I( 厉

。。‘ + ‘
(4

.

2 6 )

其中贫
3是某正常数

.

( I ) 其次研究问题(4
.

1 1 ) , (4
.

1 2 ),
把方程(4

.

1 1 )改写为
。习芳+ A (t , : )厚舟+ B (t , 。)习二 = H (t , e ,

习舟
, 刃二 ) (4

.

2 7 )

其中 且(t , 。) = 一夕(t , % 二 + R 二, 夕二 + S 二 , “)

B (t , : ) = 一 夕
,
(t , 二二 + R 二 , , 二 + S 二 , : )(夕介+ S舟)一 h

,

(t , 二 二 + R 二 , 夕二 + S 二 , 。)

H (t , 。 ,

厚介
,

习二 )= 夕(, , x 二 + R 二 , 夕二 + S 二 + 习二
, : )(夕孟+ S介+ 习介)

+ h(t , 二二 + R 二 , 夕, + S , + 习二
, 。)一夕(t , 二 二 + R 二 , 夕二 + S 二 , 。) , 介
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一 h (才
, x 二 + R 二 , 夕二 + S 二 , 。 )一夕(t , x 二 + R 二 , , 二 + S 二 , e )刃介

一 (g , (t , ‘二 + R * , , 二 + S 二 , 。 )(夕舟+ S舟)

+ h , (t , 戈万 + R 万 , , 万 + S 万 , 。))习,

由 巳知条件 (11 1)并设夕(t ,

X
。 ,

Y
。 , 0 )的每一特征值有实部> “> 0 ,

显然
,
A (t , 。 ), B (t , 。 )

满足 ( 2
.

3 ) , 由预备定理知道存在
。, > 0 , 使得对于O < 。( 。、和 o成 t《 1存在连续可微的

n x n
阶

矩阵函数P (t , 。) , Q(t , 。)满足 (2
.

4 )
、

(2
.

5 ) , 并且(2
.

6 )成立
.

应用变量替换 (2
.

7 )
、

(2
.

8 ) , 并以厚N代替 x , 改变方程 (4
.

2 7) 为对角线系统

班
,
= P (t , e )研 + Q (t , 。)万(才

, 。 ,

砰
,
Z ) (4

.

2 5 )

。Z
,
= 一 〔A (r , : ) + 。P (t , 。 )〕Z + H (t , e ,

牙
,

Z ) (4
.

2 9 )

并满足边界条件

研(1 )一 。Q( 1 , 。 )Z (1 )= 。N + ‘刃(。 )
,

研(0 )~ 0 (4
.

3 0 )

其中万(t , 。 ,

研
,

Z )= H (t , 。,

厚介
,

习二 )

方程( 4
.

2 8) 、 (4
.

3 0) 等价于积分方程

牙 (‘
, ·)一

{;
『“ , 牙

一 ’(· , Q‘一 ,“(

一附‘
·

,
,
Z ‘· , , d ·

。Z (t , : )= Z (t)乞
一 ‘

( 1 )Q
一 ’

(1
, 。 )(砰(1 )一 。N 十 ‘叮 (。) )

( 4
.

3 1 )

+

{:
“(‘)“

一 ‘
(· , “‘
一砰(· ,

·

Z (· , , d ·
(4

.

3 2 )

其中评(t) 二评(t , 。)是线性方程

班
, = P (t , 。)牙

的基解矩阵
,
使得评 (0 )= I , 如果 !]P (t , 。) 11簇 户, 我们有

I评 (t )评
一 ‘(; ) j《

。p lt一 “
l

,

对于。( : , t( 1

艺(t )~ Z (t , 。)是线性方程
。Z

,

= 一 仁A (t , 。) + 。P (t , 。)〕Z

的基解矩阵
,
具有乞(0) = I ,

使得

{Z (t )Z
一 ‘

(s ) !《L
se x P〔一拼

,
(s一 t ) / 。〕,

对于 O( t( s ( 1 , O< 。簇。2

其中L
。

> O不依赖于
。和拼

,
~ 拼/ 8

.

由中值定理和条件(i 11) 我们有

1万(t , 。 ,

研
,
Z )一万 (t , 。 ,

研
1 ,

Z
,
) }镇K 刀 (研

,
Z

,

W
: ,

2
1
)

其中雳为正常数
, 刀 (W

,
Z

,

万
, ,

Z
,
)是下列三个值中最大的

IW 一 W
,
卜m a x ( }W !

夕
}砰

l

】
,

}Z }
,

{2
1

! )

:
!Z 一 Z

,

卜m a x ( !班 }
,

}牙
1

}
,

{Z 卜 }2
1

})

12 一 2
1

卜m a x ({砰 {
,

!牙
1

}
, 。

}Z }
, 。
】Z

,

})

选取L > 1足够大
, 则 (4

.

3 3 )
,

(4
.

31 )可以写为

!评 (‘)评
一‘

(s ) }( L 对于 0 簇 s , t《 1 、

!Z (t)Z
一 ‘

(: ) j成 L e x P〔一拌
1
(s 一t ) / 。〕 对于 0 ( t《 S簇 1 , 0 < 。簇。 : ’

令(砰
。 ,

Z
。
) = (0 , 0 ), 并作如下迭代

(4
.

3 3 )

(4
.

3 4 )

(4
.

3 石)

( 4
.

3 6 )

平一丁
1

附
一{

Z
。
~ T ZZ

, _ l = 。 一 ’

‘

评(t)评
一‘

(: )。(r , 。)万 (: , 。 ,

砰
。 _ ,

(: )
,
z

。 _ ,
(: ))J :

扮(才)z
一 ‘

(1)Q
一‘

( 1 , 。) (丁
1

牙
。 _ ,

(1 )一 。‘ + ’。(。) ) (4
‘

3 7 )

+ 一 {:
““, ”

一

“·, “‘

一 W一‘·,
,

‘一 (·, ,“·
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注意到万(r , : , o , o) = 夕(t , x 二 + R 、 , , 二 + S 二 , 。)S介
,

由已知条件(111)及( I ) ,
我们知道存在

正常数M
,
使

11万(t , 。 , o , o ) Ij( M
o N + ‘

借助(4
.

37 )我们得到

}附
, , 1
一不

,

!、 : .}。:‘

1{:
H (研

·
(· )

,
Z

·
(·)

,

牙一 (·)
,

Z一 (· ))d ·

e
12

。 + : 一 Z
。

! ( L l}Q
一‘

(1 , 。) I】e
x p [ 一“, (1 一才) / 。〕l研

。 + :
一砰

,

I

+ L‘

1{:
e · p 〔一。

1
‘一

矛, / ·〕“‘研
·

(·,
,
Z

·

(· ,
,

W一 (·,
,

Z一 ‘· , , d ·

和对足够小
。> o

}牙
,

}成 L叮l]Qii
o N ’‘

《L (M llQJJ+ 拼r
’

M )。N + ’

}Z
,

}( L {IQ
一 ‘

(1 , 。) 11。
一 ‘e x p 仁一拼

,
(1 一 t) / : 〕({砂

,

{+ }}叮(。) {lo N + ’
)

+ L M拼了
‘。N + ‘

( L (M {{Q】! + M 拼r
’

)。N 十 ’

利用数学归纳法可证得

}牙
,

I
,

{Z
。

}簇ZL C o N + ‘

,牙一不一 ,
,

,Z一 ‘一 ,《Z C一
’·’ · ’

、 ZC

(; )
” 一 ’

一
只要取足够小的

。> o , 其中
r = L 冗 ({JQ {}+ 拼了

‘
) ZC o N 十 ‘ ,

C = L M (]jQ JJ+ “r
’
)

.

因此 , 级数

乙 仁W
。
(‘

, e )一牙
。 一 , (t , e )口和乙 〔Z

。

(t , 。)一 Z
, 一 ,

(t , 。)〕

亦即序列 {不
,

(t , 。) }育
一 ,

和 {Z
。

(t , “) }育
一 1
关于 t , 。

一致地收敛于方程 (4
.

3 1 ) , (4
.

3 2 ) 的解

班(t , e )
,

Z (t , e ) , 亦即方程 (4
.

2 8 )、 (4
.

3 0 )有解砰。
, 。) , Z (t , 。)

,

并有

!不(t , 。)】( ZC e N + ’,

}Z (才
, 。) }《 ZC o N + ‘

从而问题 (4
.

1 1 )
,

(4
.

1 2 )有解厚
二 = 不(t , 。)一 。Q(t , 。)Z (t , 。)

.

进而边值问题 (4
.

3 )、 (4
.

7 )有

解R 二 (t , 。)
,

Q二(l, e )可表为

(R 二 ,

Q二 ) , = (R 二 ,
S , )

全
+ (o ,

夕二 )
,

和存在M
。

> 0使得

}{R , (t , e ) {}( M
。。N + ‘, {{Q二(r , 。)】!( M

。。N + ’

这样
, 我们就得到如下定理

定理 1 假设

( i ) 退化问题 (1
.

3 )有解 (X
。,

Y
。

)二 (X
。
(t) , Y

。
(t))〔C ‘N + ‘, 〔o , 1〕x C ‘N 十” 仁。

, 1」使得

(1
.

4 )和(]一 5 )成立
;

(11 ) A (e)
,

B (。)
,

C (。)〔C N + ‘

〔o
, 。。〕,

(i ii ) f
, g ,

h在其定义域内关于它的各个变元N + 1次连续可微 ;

(iv) g( ,
,

X
。 ,
犷

。 ,

0) 的每一特征值有实部> 井 > 。,
对于 o ( t成 1则

,
当

。> o充分小时
,

边值问题 (1
.

1 ) , (1
.

2 )存在解 (二 (t) , 夕(t))〔C ‘, ’〔0 , 1」x C ‘2 , [ 0 , 1〕, 是唯一的和对任意的正

整数有展开式
x (t , 君)= x 万 (t , 。) + R 刀 (t , 。) (4

.

1 )

, (r , 。)二夕二(r , e ) + Q二(t , 。 ) ( 4
.

2 )
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{{R 二(t , 。) 11( M
。。N 十 ‘,

JJQ N (t , 。 ) }}( M
。。N + ’

,卫卫, .‘J

及注2以

, ...Jf ...JnQ
‘

连r,.LF.‘L
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