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摘 要

基于 v o n K 幻 m a n 方程和H a m 全lto n 原理
,

本文研究了外周边完全夹紧
、

内周边固连一刚性

质量的各向同性环板在均匀变温场内的非线性振动和热屈曲
.

采用参数摄动和数值微分方法
,

求得

了系统的非线性动力响应以及板面内失稳的临界温度
.

文中给出了一些有意义的特征曲线和数表
.

关挂词 板一刚性质量系统 非线性振动 热屈曲 固有频率 临界温度
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带有刚性质量的薄板的横 向振动在工程中具有广泛应用
.

许多情况下
,
构件或结构将会

受到温度变化的影响
.

大量研究结果表明
,

当板的振幅与其厚度同阶时经典的线性理论已不能真实地反映薄板

的振动特征
, 此时须考虑薄膜力的影响

,

采用 v o n K ar m a n 动力方程去求解
.

由于这类方

程的祸合性和非线性而难 以求得其解折解
.

目前所见的主要求解方法有摄动法和近似的数值

方法
.

近年来
,

已有许多文章
〔’一“」研究了圆板和环板的非线性振动间题

。

而其中考虑刚性质

量和面内载荷 (包括变温) 因素对板的振动影响的论文甚少
.

一般
,

刚性质量和面内载荷均

会影响板的动力响应
.

例如 , 受约束的弹性薄板因温度升高而产生的面内压力将会使板的扰

弯刚度 降低
,

从而会减小其固有频率
.

当这种温度应力超过一定值时
,
板的固有频率将为复

值
,
这 时板已进入屈曲状态

.

为了定量地说明上述因素对板振动的影响
, 本文将讨论外周边

完全夹紧内周边固连一刚性质量的环形薄板在均匀变温场内的非线性振动和热弹性稳定性问

题
.

采 用参数摄动与数值微分有机结合的方法寻求与刚性质量和变温参数有关的板的非线性

固有频 率的高阶摄动解
,

并获得表征板面内失稳特征的临界温度
.

.

叶开沉推荐
.
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二
、

问题的数学模型

考虑一内半径为
a ,

外半径为 b , 厚度为h 的各向同性环形薄板
,
其外周边完全固定

,
内

周边固连一半径为
a
质量为M且其质量轴对称分布的刚性圆盘 (图 1 )

.

设板自无约束状态起

的均匀温升为 T
.

现研究这一板一刚性质量系统在均匀升温场内的轴对称非线性振动
.

系统

的动力响应可由著名的H a m il to n 原理来描述
〔”, ”’, 由此可以导出无量纲控制方程
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其中
:

才(: ,
t) 为中面挠度 ; N

,

(犷
,

t) 为径向薄膜力
; D ~ E h

3

八2 (1一矿)为抗弯刚度 , E 为弹

性模量 ; 拜为泊松比
; a为热膨胀系数

; p 为板的质量面密度
; r
为径向坐标 ; t 为时间变量 ,

历 为 初始无量纲挠度
; d功为无量纲挠度 。的变分

.

由于方程 (2
.

1 )和 (2
.

3) 中惯性项的存在
, 使得难 以求得 问题的精确解

。

为了消除惯性项

和时间变量
,

将混合问题化为边值问题
,
现选取调和响应模式
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.

sa )

v (戈
, r ) = ”。(劣 ) + 石(x )e o o Z。了 (2

.

sb )

其中。为系统的固有频率
, 。。(二 )薄板在均匀变温场作用下的平面应力问题
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.
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现将 (2
.

8 )
、
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.

9 )
、
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.
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、
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.
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.
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积分 , 并利用变分舀历的任意性可得下列常微分方程边值问题
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显然
, (2

.

1 2) 、(2
.

1 5) 是一组偶合的非线性齐次常微分方程边值问题
,
方程中包含温度

参数几
, 刚性质量参数。以及固有频率。

.

因此
,

这 组方程 是一个多参数的非线性边值问题
.

如

果令。= o , 则得描述环板在升温场作用下热弹性稳定性的控制方程
.

由此可 以计算环板失稳

的临界温度并讨论临界点附近的分叉问题
.

三
、

问题的摄动解

由于方程 (2
.

12)
、

(2
.

1 3) 中偶合项和非线性项的存在
,
直接求解(2

.

13) 、 (2
.

1 5 )在数学

上还未见先例
.

通常 可采用将边值问题化为初值问题后进行数值计算的
“

打靶法
” 【‘’以及将非

线性方程化为一系列线性方程后再求近似解的摄动法
〔5 ’.

下面采用后一种方法进行求解
。

为

此 ,
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.

只要递推求解上述线性边值问题
, 就可获得 (2
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的摄动解(3
.

2) 、 (3
.

4 )
.

四
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数值计算与结果分析

我们采用有限差分法求解上述线性边值问题
.

这样可将微分方程边值问题化为代数特征

值问题处理
.

先由(3
.

5 )求出线性固有频率。
。, 然后 可递推求得 (3
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4) 式的高次项系数寿
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从而获得系统非线性固有频率的平方 扩 的高阶近似解
.

这 一计算过程容易在微

机上实现
.

对于给定参数
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为了定量反映上式中各非线性项的强弱程度
, 在表 1中给出几组不同参数

c , m , 几所对应的
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数值计算说明
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.

1) 式的收敛范围
.

避免摄动解在应 用

中 的盲 目性
.

当无量纲振幅 l研(。 ) {/h 有限时
,
它对固有频率。的影响显著 (见图2 )

.

图3中绘出在
。 ~

0
.

3 , m ~ 1
.

0 时不同温度参数几所对应 的 }研(。) 1/h 、。 曲线
.

结果表明
, 温度升高会使固有

频率降低
.

这 是由于温度升高而产生的面内压力会胡弱板的抗弯刚度
.

图 4 中的两条曲线分
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别为线性固有频率。
。

和非线性 固有频率。 (取 }不(a) }/h 一 1
.

0) 关于无量纲温度之的特征曲线
.

两条曲线不仅反映了固有频率与无纲温度的变化关系
,
而且也显示了非线性结果与线性结果

的明显差别
.

根据线性理论
,

在 几~ 几
。 r

一 21
.

67 时
, 。。
一 0

.

这意味着板已完全丧失抗弯能力
.

几
。 r

正是板产生热屈曲的临界温度
.

然而
, 在无量纲振幅 }附(。 ) }/h ~ 1

.

0 时
,

使得非 线性固

有频率。一 。的无量纲温度廿
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60
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由此可见 ,
线性化问题的临界温度是保守的

, 当几
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<

义< 几曹
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时 ,
板仍具抗弯能力

.

若在(3
.

5) 中令。
。
一 0 ,

求解该边值问题即可得表征板面内失稳 的线性临界温度几
。 r .

表3

中是一些给定几何参数
c
对应 的无量纲临界温度

.

当 c 增大时 , 之
c ,

也随之增加
.

这一结果正

与物理实 际相吻合
.

这里获得同 [ 7 ]中相似的结论
。

衰3 临界沮度随几何会教c 的变化趋势
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3条件下计算了系统的高阶线性固有频率 (表 4 )
.

结果表明
, 参数m 和 几对一阶

频率 叫
‘, 的影响显著

,
而对较高频率 。 ;2) , 。石幻的影响却较小
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图5 不同刚性质里参数fn 对应的。卜几曲线

图 5给出不同刚性质量参数。所对应的叫 、几曲线
.

这 些曲线均为近似的直线
.

由叫 随几

和。 的变化可知
, 可以利用调节温度和改变刚性质量的方法来调节系统的固有频率

.

这种作

法 易在工程中实现
.

所有直线均在几轴上交于同一点
.

这是由于临界温度与m 无关
.

在 ( 2
.

12 )、 ( 2
.

1 5) 中
, 若令。 ~ 。, 则可分析板在临界温度 几

。r

附近的静态分叉问题
,
且

可将温度参数几展成级数

几二瓜
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