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摘 要

本文应用广义函数的F 。盯
r ie r

积分变换导出了双参数地基上板弯曲问题的基本解
,

并将 基木

解展成一致收敛的级数形式
.

在此基础上
,

应用广义 R a y lo ig h一G r
ee n 公式建立 了适用于任意形

状
、

任意边界条件情形的两个边界积分方程
,

为边界元法在这一问题巾的应用提供了理论基础
.

关键词 双参数地基 基本解 H an kl c函数 边界积分方程

一
、

引 言

对弹性地基板的分析研究可追朔到上个世 纪
, 一百多年来

, 经T im os h e k o ,

W oi n s h y

一K ri g er
,

R ei s s h e r ,

V laz
o v 等著名学者的努力

, 在解析方法的研究 中取得了卓 越 的成

果 , 但由于解析方法的局限性
, 这些成果只能解决工程中的少数问题

.

近二十年来发展起 来

的边界元法在各个领域 中得到了广泛应用
.

对于W in k le 地基上 的板弯曲问题
, 文献〔2

, 3 ]采

用 H e r Lz 或W y m a n 导出的基本解
〔‘’,

将边界元法应用 于弹性地基板分析
,
而 对 于 更复杂

的一类地基—
双参数地基

, 由V laz o v 导 出的基本解
仁“J
未用 初等函数表 达出来

, 这就使得

边界元法的应用十分困难
.

文献 [ 5 〕对F o u r i e r 一B e
朋el 积分形式的基本解作了 数 值 积分处

理 , 但是 , 其准确度是难以得到保证的
, 同时 , 其边界积分方程建立过程的理论也是不充分

的
.

本文应用广义函数的F o u ri er 积分变换
, 得到了该问题的用复变量H a n kl e 函数表示的

基本解
, 并将基本解用实变量的幂级数展开

,
证明了该级数的一致收敛性

.

在此基础上 , 应

用广义 R a y lei g h 一G r e e n 公式建立 了双参数地基上板弯曲问题的适用于任意形状
, 任意边

界条件情形的两个边界积分方程
.

为边界元法在这一方面的应用提供了理论基础
。

二
、

控制微分方程

双 参数地基上薄板的控制微分方程可表为
:

.

薛大为推荐
.
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D V ZV Z切 一 G
,
v Z功 + k功~ q

或 L 功= q (2
.
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·

)一 D V
Z
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·

)一 G
,
V Z(. 二 ) + K (. 二 )

其中 v Z
为L aPl a c e

算子
, D 为板的弯曲刚度

, q 为荷载
, G

, ,

K 为表征土模型的两个弹性

常数
,

对于不同的模型
,
‘

, ,

K 的取值亦不同
,

工程中一般采用的有F ilo n e n k o 一B o ro di c h

模型
、

P a s t e r n a k 模型
、

V la z o v 模型及R e i8 8 n e r 模型
.

边界条件可表为
:

固支边
: 田(s )一 功, (s )= o , 6(s )一 0二 (s ) = o

简支边
: 功(。 )一 ‘, (S ) = 0 ,

M (s )一M
劳(s )一 0

自由边
: 犷(; )一 V . (s )= 0 ,

M (占)一M
关(s )~ 0

其中 功, 0,
M

, 厂分别是挠度
、

转角
、

弯矩

和拆算剪力
, ￡
为边界曲线的 弧坐标 (图 1)

,

。 , ,
心

,

M
, , 犷 ,

为边界给定值
, 如果以 。代表

边界曲线的法向
, 才为切向

,
而 R 为边界线的

曲率半径 (以凸边界为正 ) 则在边界上诸物理

量可表示为
:

口w
O 气功 , ~ 一 石 二

O n

M ‘tD ,
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D
l

v
’一 (‘一)

箭〕
?
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磊

图 1 板的区域口及其边界 r
, 劣轴平行于x’轴

⋯
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灵
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而边界算子

厅
‘

0 SrC
一

二一
。in

碟
+ 夕
了

s刀
晶
一

(
_ 1 、日

_

R / 口卢
(2
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其中
,

刀= <n
, r>

,

0~ < r , x ‘

>(见图 1 )

三
、

基 本 解

1
.

基本解的导出

考虑在一无限大板的点尸(舀
,

的处作用一单位集中力
,
则基本解田补应满足方程

:

L切 肠 = 占(x 一占
, 夕一刁) (3

.

1 )

其中 占
z二一占

, 夕一 叮)为D ir a e 函数
.

对方程 (3
.

1) 施行广义函数的F o u ri er 积分变换
,
可得

二 l r+ 仪 (
十沉 1

功’ =
~

而二 l ! 一r
~

e x P L . LO i气x 一 自) 十。 2(夕一刀J) d o i以 :

任 J ‘ J 一 。。J ~ 。。 , ‘O

(3
.

2 )
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其中 义
。

~ D (。犷+ 。 ; )
2
+ ‘

,
(。矛十。圣) + K (3

.

3 )

口i
= 口 C 0 8 口

口 2 = 口匀In a

、

l
、
r

J

丈功又W

08
.

Inrcr8令
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夕一专二

则
: r Z = (二一雪) 2 + (g 一 叮)

2 ,

。2
= 。 r+ 。 ;

d o l
d o Z ~ 。d o d a

,

‘[ 。
1
(劣一占) + 。 2

(, 一 刃) ] = 10
·

r

则式 (3
.

2) 可表为
:

切

一弃
,

打
一
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二 一

分
X ”〔‘。
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一
_

飞
_ 。

f
4 兀
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J

引进B e s s el 函数的表达式

+ 戈 1
,

「万

口a 旬
.

1
o 人。 J

一 二

e x p 〔10
·

r」d a

1 「
, _

.

。 _ , 。

J o 戈戈 ) -
- 石二 1 e X P L , 劣c o s户」a 户
‘几 J 一 万

并注意旋转极轴
, 即取

r
为新的极轴(由于 叨爷仅是 , 的函数

,
旋转极轴不会影响 切 关的 值) , 这

样可得到
:

功
一女{:

一
份

r 。面

生
_

_

f
2兀D J

J
。
(。r )

。4

+ G
一。 2 / D + K
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(3

.

4 )

若设司
,

时为多项式扩 + G
, 。 2

/ D + K / D 一 o的两个根
,
对于一般的 软 土 地 基

,
有△-

‘粤)
’一 4

荟<
。,

此时 , 。 :
、 。 :必为复数

, 即:

\ 孟2 1 上尹
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这样
, 式 (3

.

4) 又可写为
:

?
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典
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尔驾
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上式即为复变量H a n k le 函数表示的基本解
,
在上式的推导中应用 了一个积 分公式

:

买
一

夕绍 xd 一丁
一
““

‘’(ab

其中
,
H 百

‘,
表示第一种零阶H a n k le 函数

.

2
.

H a n kl e函数的级数表达式

由特殊函数论
〔“〕
可知

:

H 百
‘, (之) = J

。
(: ) + ‘y

。
(: )

其中
, Y

。

(: )为零阶N e u m a n n 函数
,
而 J。(: ) , Y 。(: )可用无穷级数表示如下

:

(3
.

6 )
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‘
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鑫
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式中 , (“十 1 )一 1 +

;
十 ⋯十

;
一 c · ,

而c一
。

.

: 7 7 2 1⋯
,

为 E u le r 常数
.

因此 ,
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对于任一复数
z ,
令

2 = p e x p 口刀〕
, p为

: 的模 ,
刀为

二之幅角
, 由于

‘n

互
一 , n

号
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将以上两式代入式 (3
.

9) , 即得 :

H 石
‘, (二 )= R e H 石

盆, (二) + ilm H (之 ) (3
.

1 0 )

其中 R e H 百
” (力
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R e ,

Im 分别表示H 舌
‘, 的实部和虚部

.

基本解的级数表达式

设 时 ~ 一易
+

脚赔)火哥了= (户
, e x P 〔i刀

1

〕)
“

(3
.
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。 :
一爵

一

合了;(舌)又鲁)
’‘一‘p Z

一 p 〔‘”
2

〕’‘

(3
.

1 4 )

由以上两式进行比较可得下列结果
:

p ,

~ p Z
“澎 K / D

,

刀
,
+ 刀

2

~ 二

8 1·。一

;程
·

执劲
一

心 )z,c
。·

2gl 一
、

气
、

(3
.

1 5 )

以上的表达式中
, p , ,

八分别表示
。1 , 。2

的模 ,
刀

1 ,

几表示
。, , 。2的幅角

.

将万 舌
‘, (z) 的幂级数

表达式 (3
.

10 ) , 代入基本解叨劳的表达式 (3
.

5) ,
并注意关系式 (3

.

! 5) ,
可以将基本解 , 关

中的

虚部消去
, 并由此而得到

:

? ’ 一 4。、、

苗
。).
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、。
2

1
2 (刀 、

1
)

息东
,

岁(含
二
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)
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一
2“刀

1

‘·

名
lr

鑫东
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了(忿
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)
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1 +
广

一

息东
,

岁
。(“+ ‘)荟名

’r

)
’‘ S ‘n Z“”

1
〕

(3
.

1 6 )

上式即为双参数地基上板弯曲问题的基本解的级数表达式
.

可以验证
夕 在上式中

, 若取 G
,
~

O ,

则
:

刀
士

一毛
一

,

刀
2

一
卜

从而

田 关 - 一长 e i(夕
i r ) / (2二D P子) (3 , 7 )

上式即为W in k le 地基上板弯曲问题的基本解
,
它与W y m a n 导出的基本解

〔‘’完全一致
, 其

中
, K ei (p

l r )为K el v in 函数
.

同时表明了基本解表达式 (3
.

1 6) 的可靠性
.

应用幂级数的拘西一阿达玛判别准则 【g ’可知 , 式 (3
.

1 6) 中的每一项对任意 的 。(
r < + oc

均是一致收敛的
.

需要说明的是
,
保 留级数表达式中的 In (Pl 日2) 项 是必要的

,
而不再将它展成

r 的幂级

数
, 因为由它可判断出

; ~ o为。
关的一个奇异点

,
在边界元法中的应用 是常见的

.

四
、

积分方程解答

方程 (2
.

1) 可 以化为等价的积分方程形式
,
考虑积分项

:
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一
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一D

{{
。 (切· v ’

、
’田

一
v
’
v
’? · , d “ 一 G
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一
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] )

对于任意的两个具有四阶连续导数的函 数。
, 。 ,

广义 R a y le ig h一G r e e n 公式是
:
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其中
, r 是区域口的边界

.

将以上公式应用于方程 (4
.

1) , 再考虑到式 (2
.

1 )和式 (3
.

1 ) , 即得到双参数地基上板弯

曲问题的积分方程解答
:
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这里
,

P〔口
.

应用公式 (2
.

2) ,
可以证明

:

D

{
二

(
田·

二
v Z。

一二
v
’功

一嘿
v
’阴+

一

会
v

Z? ·

)
d r

「 _ , , , 、 ,

~ f
二 , , 二

、 ,

。 f 口功长 : , , 、 ,
。

.

「
= 枯 川下厂 叹w )以 I 一 吸 功厂 气切“ )以 1 一 、

一。
_ _

Zy1 L功少a l 一 l
J r J r J r U “ J r 豁

M ‘, ”“厂

(4
.

3 )
从而

, 双参数地基上板弯曲问题的积分方程解答可表为
:
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上式中
,

{{
。。。·““为域积分项

夕 其余各项的”函数见附录
·

五
、

边界积分方程

在导出边界积分方程以前
,
需要对基本解的特性 (r : , o时)作进一步考察

.
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A = 1/ (4 D 澎万刃元 / D )一 (G 汀D ) 2 (5
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显然
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对于 积分方程 (4
.

4) ,
令P”P〔r , 即可得到边界积分方程

.

但是当 P , 尸 时 , 式 (4
.

4)

中除域积分外的各项均出现奇异性
, 需对它们的存在性和连续性一一加 以论证

.

即考察下列
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{
一 D
一”(

·‘+

圣
· : 一

户
· :
)
一皿攀

里,

l
·in 刀S、n Z、

x

(
· :一 :

一 : +

异
· ;
)
+ 2

一
2刀(臀旦一异)(

·‘一

户
· ;
)」

+ G , · ; ‘· )e o 。

好
d r

在点尸〔厂处
,
作一半径为

。的小圆弧厂
。 , 则在厂

:

上 , C
哪刀~ 1

,

滋n 刀” o (r
,

n 同方向)

以及 r = 。 ,
对上述任一积分

, 由于积分等式
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I
, ‘,’

·

, “厂一

州
二一 二 :

‘⋯ ,dr +

卿
二 ;

‘⋯ , dr

中的右边第一项巳经不包含奇异性
, 因此 , 只需对右边第二项加以考察

利用
。。(r )函数的渐近性质可以证明

:
(厂(功 )

,

M (。 )
,
口。 /面

, 。均为有限值)

{努{
二。

一‘·, 厂‘叨 , “r 一“

{努{
二

: ; ‘·, M ‘田, C o s”d r 一 0

)毋{
一

瓮{
一D

卜一
’

“+ 二‘n
’

”,
· g‘·, + ‘8 ‘n ’”+

一
’

“,

令〕

+ G
。。。 (: )

}
d r 一 “

因此
, 积分I

, ,
1 2 ,

几是存在且连续的
,
可在正常意义下进行积分

.

图2 点P到尸的移动 图 3 在边界上的尸点作一小画弧
,

以消除积分奇异性

而对于 积分项

I晋~ h m A
·

召种 O
{
二

一{
一 D 。。·刀(

· : +

;
一 : 一

声
· ;
)
一旦(

钾
·

〔
·‘n “·‘n Z”

: +

异
· ;
)
+ Z c o s Z”(

e o s刀
r

一

j)(
· g - · ;

)J
+ G , · ; C o s”

}
d r

“
1一r

一
III0路

‘

/‘.、

X

考虑到c o s刀一 1
,

I贯= h m A
·

s in刀= o ,

R = r = 。 ,

扩叶 0

{
_ 功
干
一
可

。

快
J l

, e 、 、

并将
“; ,

1

衅
, 。
嗯的渐近表达式代入上式

,

得

一 r Z u )
+ G , · ;

}
d厂

、、.了万

Pl2
Z‘几、

= 一 11m A
.

君叶0

+

君
。‘n Z刀

1

(警)
2

异〕
d r

+ lim A
.

己时 O

由于 lim
乙时0

A f
_

G ,

J l
「

.

l
二。 D 功

[芬
·‘n Z”

1
’

兄
.

‘, “’J厂

.

毗d厂= 。,
故

,

I晋 AD 黔
。 2

以1l)
’

公 i
二 .

子一dr
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一
A D

护
。‘n Z刀

1

(笔
’

)
’

一 (p )
·

(2 /

一)

将A ,
川

,
幼 n Z刀

,

的值代入上式即得

, 卜
一 “

号
切 (尸)

(5
.

4 )

炙为边界点尸处的边界切线之间的 内夹角
, 如图 3所示

.

对于光滑边界
, a 一、

.

所以
, 积分几是存在的

,
但不连续

, 在尸点有一跳跃值
.

根据上述分析
, 当P , 尸〔厂时 , 即可导出如下的边界积分方程

:

C ‘p , 一‘p , 一

{{
。 。功· d“ +

{
二 。·厂‘W )d厂一

{
二 W

I
犷(川· )+ G

, 口

翁〕
d r

一

丁
二

嘿
M (? )d r +

{
二

瓮
〔M ‘切· , + ‘

, W ’〕“r
(5

.

5 )

其中
, C (尸)一 a / 2二 ,

对于光滑边界
, C (尸 )~ 1/ 2

。

此外
, 在积分方程 (4

.

勺 中
, 通过 对尸点求法向导数 (尸〔厂) , 然后再令 p 。尸〔r

,

即可

得到除二个边界积分方程
:

rd时而口C (P )
口功(P )

口n p

一

{{
。 。? : d “+

{
二 切 :犷(甜) 一

{
二 。

〔
厂‘? 誉, + ‘

·

口w 竺
r 口n

M (。)、厂十 {粤
〔M (。雪)+ G

p。 : 〕、厂

J r a 刀

(5
.

6 )

式 (5
.

5)
、

(5
.

6) 中各积分项中的核函数见附录
.

需要说明的是
夕 在上述边界积分方程中

, 没有考虑不光滑边界处由于扭矩不连续产生的

项
.

不过
, 只要在边界积分方程 (5

.

5) , (5
.

6) 中直接加上这一项即可
.

六
、

结 束 语

本文通过广义函数的F o u ri er 积分变换及特殊函数的某些性质
, 导出了双参数地基上板

弯曲问题的基本解
, 给 出了建立双参数地基上板弯曲问题边界积分方程的完整过程

.

它的意

义还在于
,
本文导出的基本解及边界积分方程同样适用于W in k le 地基上的板弯曲问题 (设

G p 一 0)
.

一旦定解问题确定
,
便可将两个边界积分方程进行适当的离散

,
进行数值计算

, 即

用边界 元法求解实际工程问题的数值结果
.

本文在撰写过程中
,
得到了陈山林教授的热情帮助和支持

,
并提出了宝贵的意见

,
谨此

致谢
。

附 录

第一基本解
:

w 公 = A “。(r )

妙竺
口n

= A u 。‘
(r )

e o s刀

M (二
·

卜一 D A

【
(
一”+ 一‘。

2

”)·
。即
(
·
) + (

S‘n Z

”+

一
”)

“ ·

梦
犷’

1
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+ Z e o s Z刀f‘9丝刀一宾
\ r 五 )(
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(
r
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第二基本解
:

切2 . = A u 。’
(r )

e o s甲

a

豁
一 A

(一
”一

, ·。。(·卜哗
兰,

S ‘·“S ‘·*

)
M (W

: ·

卜 一丛梦
竺)

小
·

(
·
)一

;
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2 刀+

找)

一

鲁(
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‘
·
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(
·

,
卜

。 S (2“一 *
卜
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「一刀
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4 ) (
·
) +

矛一
(
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一

异(一
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‘
·

,
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」

一丛会
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5 in Z刀一
; ·
;
4 , (·卜

g in 刀。
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2刀
· in * 〕

X

(鲁
· ‘

·

卜只
·。,
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共
·。,

(
·
)
)
+

梁
一 (

·
) 5 in Z刀

5 、·*

一二
笋 (丢一

(
·

卜只
·。,

(·)

)
〔一 (2刀一 , )+ 一

2刀一
, 〕

+ 2

(鹦
一

分)卜
·

(
·
)一

2刀一
* 一 (一(2刀一 * )十 5 1。 2刀

5 1。* )

x

(令
·
佑‘

·
, 一
六

·
(
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)]}
其中

,

刀二 < n , r >
,

切二 < n , , r >
,

R 为边界曲线的曲率半径
.
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