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摘 要

本文结合有限元法和摄动法给出了一个确定薄板在二重特征值处分支方向的方法
.

用此方法
,

我们对双向受压矩形板在二重特征值处的屈曲状态进行了数值计算
,

结果表明此方法是可行的
.

关锐词 二币特征值 分支方向的确定 有限元方法 摄动法 矩形板的屈曲

一
、

引 言

板壳的屈曲和过屈状态在工程技术上是一个非常重要的问题
,

因此
,

有必要对它们进行

深入 的分析和研究
.

目前
,

对于这方面的问题的主要方法是近似法和数 值 法
.

例 如
: 摄 动

法 正‘’,

差 分法
〔“」和有限元法

‘““ “’

等
.

对于结构的屈 曲问题
,

求解在单特征值处分 叉 出 去的

屈曲状态
,

在数值计算上已有一些有效的方法
〔6 ’.

但对多重特征处的屈曲状态的计算
,

目前

仅有少量的方法
,

主要的困难是分支方向的确定
.

对于 薄板的屈曲问题
,

由于它的算子方程

的非线性项是齐三次的
‘“’”’,

因此
,

通常所用的代数分支方程
〔6 ’7 ’是失效的

,

而[ 1们所给出的

方法
,

在数值实现方面也是比较困难的
.

本文根据以挠度和应力函数为变量而建立的薄板 屈

曲问题的广义变分原理
〔4 ’”’”’ ,

通过有限元离散得到了薄板屈曲问题的离散方程组
,

结合摄动

法给出了一个确定在二重特征值处分支方向的方法
.

作为应用
,

我们对四边固支和四边简支

双向受压矩形板在二重特征值处的屈曲状态进行了分析
,

并用延续计算方 法获 得了它们的 8

个屈 曲状态 (分支解 )
.

二
、

薄板屈曲问题的离散方程组

根据〔4
, 5 」

,

使用有限元法
,

薄板屈 曲问题的无量纲形式的离散方程组 可以写成
:

F ,沈
,

义)= (A 一几C )% + F
,
(x )x 二 0 子2

.

1 )

其中
,

, 是一个表示广义节点参数的向量
.

只是一个无量纲的载荷参数
,

A
,
C和F

l

防)是。 x 。

,

叶开沉推荐
.
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的实数矩阵
.

这里
, 。
表示广义节点参数的个数

.

F
, (二 具有下面性质

:

F
,

(a x “’+ 刀二
‘么, )二 a F

」 (戈 “’) + 刀尸
工礼二 ‘2 , )

显然
,

对任何的兄〔R
‘, 二三 。总是(2

.

川 的一个解
,

它对应着未属曲状态
.

刃}‘么

在未屈曲状态上的奇点等价于求下面广义特征值问题

(A 一几C )x = 0

的特征值
.

我们可以采用子空间迭代法求 (2
.

3 飞的特征值和对应的特征向量
〔‘’.

(2
.

2 、

(2 1)

(2
.

3 )

三
、

分支方向的确定

设护是 ; 2
.

3) 的一个特征值以及 d im N ul l(F
,

(o
,
几勺 )二 2 ,

即尹是
、

2
.

3 的一个二重特

征值
.

令N u ll
,

F
:

o ,
之劳 ))== 。p a n {。, , 。 : }

.

其中
,

<C。‘
, 。, >二占: , ‘,

j= 1 , 2 ) ,

<
·

,
·

> 表示

R
”

中的内积
.

假定 (2
.

1. 在几二沪处的分支解可展成如下形式
:

x = 巴(a , ‘ ,
+ a Z召:

) + 。阮 (“) + 。3男 (3 ) + ⋯

几二尹 + 以(l) 十护矛幻 + ⋯
(3

.

l a ,
b 、

小参数
。被定义为

:

< x ,

(a ; e ;
+ a Z‘2

)、二 尸

其中a ,

和 a Z
为待定常数

.

将 3
.

拍代入 (2
.

1) 比较
。的同次幂项

,

我们有
:

处A 一护C )(a , e :
+ a Z‘: )= 0

心 + a 委二 1

(3 2 )

(姓 一几, C )x (‘, 一久(‘, C (a ; e ,

+ a Ze Z ) + F , (a l。, + a : e Z
) (a le ;

+ a Zo Z

) = 0

不难看到 (3
.

3a )是自动满足的
.

(3
.

4 )的可解性条件为
:

矛幻灯e : ,

C 欣
. 口、

+ a
, e ,

)) = 灯e
, .

F
,

子a e ,

+ a
, e ,

故
, e ,

+ 仇召 。 ; )
_

几 ’“夭‘: , 七 ) a le l
十 a Ze : )户= 成‘: , 户 z (a le z

十 a : e Z ) ‘a l召1
十 a ze Z )夕

/

(3
.

3 a )

(3
.

3 b )

(3
.

4 )

弋3
.

sa ,

b )

注意到 <C 。。 , e , > = 占
‘, ,

从 (3
.

匀
,

我们可以求出几“
少,

并且从本文后面的两个实例
,

都

有<。。
,
F

I

(。, )。 。>= 0 : ‘
,

j
,
k == 1 , 2 )

,

对更一般的情况
,

<e ‘ ,
F

,

(e , 、e * ) = o 也是成立的
,

见

〔4〕
.

若 (3
.

sa ,

b 的右端都不为零
,

则从哆
.

3 b )和 (3
.

5 )
,

我们可得到一组确定
·

a , , a : ,
办

‘’)的

方程
.

因此
,

在<二 ‘
2 , , 。‘> = 0 (‘二 1 , 2 )的条件下

,

可从 (3
.

4 )解出x ‘艺, .

若<e 。 ,

F
;
(约

厂

氏>二 o (‘
,

j
,
k == 1 , 2、,

则有之“
’二 。

.

这时
,

我们需要 分析护 的项
,

得到

‘月 一护C )戈 (8 、

一兄(2 ) C ‘a 声
:
+ a : ‘2

、

+ F
l

‘

a : ‘、+ a Z召。)戈 (“) + F
, 了戈 (“、

·

戈a
l‘ 、

+ a Z召 2、二 0

乏3
.

6 )

设 川梦为下面方程

(A 一凡朴C )二万梦= 一F
,
(。‘) 。, (3

.

7 )

2

的解 (要求 <x 理
,

心>= o ; i
,

j
,
k = 1 , 2 )

,

则有 二‘2 , 二 乙
a ‘a , x 理

.

由 哆
.

自 的 可解性 条件
‘,
了
一 l

有
:

几‘“) <口 : ,
C (a “: + a : e : ,

> == <e , , ‘
.

F
, x (2 , )(a : e 、

+ a Z口: )+ F , a 、e 上+ a Z口:
一

x (“,
)> 。3

.

sa )
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几〔
2 )<e : ,

C (a , e , + a : e Z
)) = <口

: ,
(F , (戈‘

“) )(a
, 召,

+ a o e : )+ F
;
(a , ‘ ,

+ a Ze : 、戈 (2 )少>

3 0 9

(3
.

sb 、

对于 (3
.

8) 可利用 (2
.

2) 求只
‘2 , .

若义‘助二 。
,

上述过程 可继续作下去
.

若从 (3
.

8) 和 (3
.

3 b )得到一组解 (a
l , a , ,

几‘
2 ) )

,

则可认为它是 兄= 胆 处的一个分支方向
.

对
·

于适 当小的
。 ,

那么

x = e (a , e : + a Ze Z ) + 。Zx ‘2 ) (3
.

g a )

几二元爷 + 。从(2 , ‘3
.

g b )

将是在几= 几
补
处附近的屈曲状态的一个很好的近似解

,

一个一般的迭代法就可求得满足一定

精度的屈曲状态
.

一 民获得了在 只= 妙 处附近的屈 曲状态
,

就可用延续计算法
〔4 一 6 ’获得大范围的屈 曲状

态
.

四
、

数 值 结 果

按照前面 的讨论
,

现在我们来分析双 向受压矩形板的屈曲状态
,

如图 ]所示

我们考虑下面两种边界条件 (对挠度牙)
:

1> K P : 四边固支

2 > K S
:

四边简支

应力函数岁的边界条件可写成岁 = 口少 / an = 0
.

引入下面无量纲变量和参数
:

x = X
,

/ b
, 夕== y

l

/ b
,

I= a
/ b

,
几二P hb丫D

其 中
,

D = E h
3

/ l2( ! 一矿
, ,

E 和拼为薄板的 弹

性常数
,

h为板 的厚度
.

对于矩形板
,

在有限元 分析中
,

我们采用

矩形单元
,

并且取挠度 研 和应力函数 岁 以 及

~~~ . . 占~ . - ‘- 司一---

它们的一阶偏导数在矩形单元角点上的值为节点参数
.

令l= 1和 “= 0
.

3
,

将板 分成 ]0 x 10

网格
.

用子空 间迭代法
,

我们得到了K F的前两个特征值
,

只
,
= 5 1

.

别 3 ,

丸 = 89
.

8 4 0 ,
只

2

是

一个二重特征值
.

对于佑 x 佑网格
,

我们得到
,

几
;
= 5 ”

.

91 侧 5 ,
又

2
= 91

.

17 1 4 3 ,
几3 = 91

.

1 74 10 2
.

人和凡
,

可认为是一个二重特征值
.

在几= 几
2

处K P 的分支方向为
:

( 1 夕 a ,
= 1

.

0
,

a Z
= 0

.

0 ,

几(2 ) = 0
.

] 0 2 1 5 5 9 7
.

‘2 ; a ;
= 0

.

2 5 4 2 5 0 7 1 , a Z = 一 0
.

9 6 7 1 3 8 3 5 ,
几(2 )二 0

.

9 5 5 7 0 0 9 x lo 一 ‘.

t 3 ) a l
二 0

.

4 5 5 6 0 8 7 3 , a Z == 0
.

8 9 0 1 5 0 1 7 ,
兄(2) = 0

.

1 2 3 2 2 5 2 5
.

〔4 a ,
= 0

.

4 7 5 9 4 7 6 8 , a ,
二 一 0

.

8 7 9 4 7 3 6 3 ,

几(名) == 0
.

1 2 6 8 9 4 5 3
.

(一 a , ,

一a Z ,

几‘
“,
) 也是一个分支方向

,

图 2一 4分别 给出了(])
,

(2) 和 (3) 在不同的 几值时

的挠度 (才/ h) 的变化情况
。

对于 (3 )和 (4) 这两种情况
,

可以看到这屈 曲状态是关于矩形板

的对角线对称的 吸反对称的
飞 .

对于 K S (1 0 x 2 0 网格 )
,

几: 二 1 9
.

5 2 2 ,
只2 = 4 8

.

5 4 4 ,
元2是一个二重特征值

.

只
:

和几: 的精

确值分别为几
1
= 1 9

.

73 9 ,

几2 = 4 9
.

3 4 8
.

在几= 丸处的分支方向为
:

(1 ) a ,
二 1

.

0 , a Z

~ 0
.

0 ,
又( 2 ,

= 0
.

2 6 9 6 4 9 2 9 x 一。一 , .

( 2 ) a : = 0
.

1 8 9 6 0 0 5 9 , a Z = 0
.

9 8 1 8 6 1 3 5
,
几(2 ) = o

.

2 2 3 0 2 9 9 x lo
一 ‘.
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}附
‘x

,
0

.

5 ) / 、

0
.

呀 一
又二

~ ~ 一几二
尽4 4
2 6 口

929495

0

一 0
.

2

八曰�日�

一一

O0一一

一 O

国 2 K F ( l= 1
,

拼= 0
.

3 )
,

( a : , a Z
) = ( l

,

0 )
图3 K F ( l二 1 ,

“= 0
.

3 )
,
,

:
1

.

0 * 0
.

0

( a ; , a Z
) = ( 0

.

2 5 4 2 5 0 7 1
,

一 0
.

9 67 1 3 8 3 5 )

( 3 ) a ,
二 0

.

9 1 7 1 8 75 , a Z
二 0

.

3 9 8 4 5 5 9 2 ,

几( 2 ) = o
,

3 7 5 3 4 o s x z 0 一 1 .

( 4 ) a ,
= 一 0

.

6 6 5 ] 9 4 7 7
,
a Z二 0

.

7 4 3 9 5 6 4 3 ,

兄( “) = 0
.

3 0 0 6 7 5 4 冰 1 0
一 1 .

同时
, 、一 a , , 一 a , ,

几‘
2 ,

)也是一个分支方向
,

这

里的情况与K F 是相似的
.

因此
,

我们仅 给出

( 3 在不 同的几值时的挠度 (班/ h ) 曲线
,

图5
,

,评 ( x
.

y ) / h

圈 4

( a , , a ,
) =

K F ( I二 i
,

( 0
.

4 5 5 6 0 8 7 3

拼二 0
.

3 )
, 0

.

8 9 01 8 0 1 7 )

图 5 K S ( l二 i
,

拼= 0
.

3 )

( a : , a :
) 二 ( 0

.

9 1 78 75 1

,

甘 : 1
.

0一 0
.

0

0
.

3 98 4 55 9 2 )
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