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摘 要

在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是 口的函数的条件下
,

利用平衡 方 程 和 含有泊松比的

M io e s屈服条件
,

本文导出了静止平面应变裂纹尖端的理想塑性应力场的一般解析表达式
.

将这些

一般解析表达式用于具体裂纹
,

我们就可以得到静止平面立变 1 型
、

I 型及 I
一

I复合型裂纹尖

端的理想塑性应力场的解析表达式
,

这些表达式含有泊松比
.

关键词 泊松比 平面应变 静止裂纹尖端 理想塑性应力场 一般解析表达式

一
、

引 言

关于静止平面应变裂纹尖端的理想塑性应力场
,

我们研究过泊松 比
, 二 1 / 2 的情形

【’‘ 么’。

但是
,

就我们所知
,

没有文献研究过泊松比对静止平面应变裂纹尖端的理想塑性应力场的影

响
.

为此
,

我们用文献〔1、3〕中的方法来解决上述问题
.

在裂纹尖端的理 想塑性应力分量都只是 e 的函数的条件下
,

利用平衡方程和含有泊松比

的M is e 。屈服条件
,

本文导出了静止平面应变裂纹尖端的理 想塑性应力场的一般 解 析 表 达

式
.

将这些一般解析表达式用于具体裂纹
,

我们就可以得到静止平面应变 I型
、

亚型和 I 一 I

复合型裂纹尖端的理想塑性应力场的解析表达式
.

这些解析表达式含有泊松 比 v ,

从而可以

知道
, 对静止平面应变裂纹尖端的理想塑性应力场的影响

.

文献[1 〕中平面应变和平面应力裂

纹尖端的理想塑性应力场分别是本文
, 二 1 / 2和

, 二 口的特殊情形
.

二
、

一般解析表达式

将直角卡氏坐标系〔二
,

功和极坐标系 (r
,

0) 的原点都放在平面应变裂纹的尖点O上
,

女口

图1所示
。

对于平面应变情形
,

设裂纹尖端的应力分量 。
: ,

。 , , 二二 ,
都只是 0 的函数

,

则平衡方程

.

钱伟长推荐
.
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1) 裂纹

而含有
v的M is e s屈服条件为

「4 , : .

(1 一
v + , 么) (a孟+ a ; ) 一 (1 + Z v 一 2 v 2

)口
:
叮扩 + 3 : 孟, = a 二

或

3 a 三+ (1 一 Zv)
Z a早+ 3 : 二, 二a 二

其 中 a 一
二 (a

:
一 。刃/2

, 。 十
二 (。

二
十 a 刃/2

; 。 ,

是材料的屈服极限
.

由 (2
.

1) 和 (2
.

2’)
,

我 们得到下面两种塑性区
:

(2
.

2 )

(2
.

3 )

1
.

均匀应力区

在均匀应力区内有
:

口
:

= a l , 口犷== a 幻 r : 梦= a s (2
.

4)

其中
a ‘

(i = 1、3)是三个积分常数
.

该区内的应力分量a
, ,

几
,

介 ,
为

:

}
- 旦
宁
竺 士头严

互c o “2 夕士‘一“‘”2 “

{ (2
.

5)
一 ‘· , c o “2 0 一 夕‘

产
“‘n Ze

a几’场

2
.

非均匀应力区

在非均匀应力区
,

我们有
汇“,

d a
二

。
, 。 、 _ _ _ , 。

d 口
, 。

, , 、 . _ _ , 。

d r , 。
。

,

~
一

刁又
一

== I’ 气U ) c u 吕一口 , -

了亩== 厂 L口) “‘n
一口,

刁矿= 厂 咬. )“In 口C o s口 (2
.

6 )

其 中F (0) 是一个未知的夕的函数
,

它由屈服条件来确定
.

设屈服条件为
:

刁口孟一 B几a , +

Ca ; + D 心 , 二 c o n s t (2
.

7 )

其中 A
,

B
,

C和刀是 四个常数
.

于是
,

由式 (2
.

6 )和 (2
.

7 )
,

我们得到确定 尸(的 的二阶常

微 分方程为
〔“, :

。 (夕碑i黑丝
+ 。(。碑气望立

、 。 (, )尸 (, ) = 0

a 口一 a 廿
(2

.

8 )

其 中

。
(。)一少竺土全

~

夕
。。。4 0 + (滋 一 e )。。。2。、 冬过二夕兰旦红夕

任 4

、(。)二 一 旦塑生旦士二二皿
, in 4。一 5 (, 一 e ) : in Z。

2 一 - - - - - 一 、- - 一 , 一 - - -

一
c
(8) = 一 6 (A + B + C 一 D )e o 吕4 0 一 4 (A 一 C)e o s 2 0 + 2 (A 一 B + C)

{ (2
.

9 )
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对于屈服条件(2
.

2 )
,

我们有
.

A 二C = 1 一 v + v Z ,

B = 1 + Zv 一 2 v 2 ,

D == 3

将式 (2
.

1 0) 代入式 (2
.

8 )和 (2
.

9 )
,

我们就得到
:

(2
.

1 0)

d
“

F (0)
d 0

2
+ R

Z
F (0) = o

其 中
(1 一 2 ,

)
“

1 一 , + , 2

(2
.

1 ] )

(2
.

1 2 )

微分方程 (2
.

1 1) 的解为
:

F (8) = c ; e o s R 夕+ e Z o in R 口

其中
c :

和兔为两个积分常数
.

将式 (2
.

1 3) 代入 (2
.

6 )
,

积分得
:

(2
.

13)

门J |lOljr|
(一s ‘n R “

一
。。s R ”, 士、

位可
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、lr
产J口
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·

一
、丽

渐
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_ , _
。

、

一 4丽二左)L
c ‘C 。“ (“一 “)

一 c as in (2 一 R )0 ] + e ‘

其中 cs 和c’是两个积分常数
.

式 (2
.

1 4)就是
,
为任意值时平面 应变裂纹尖端的理想塑性应力场的一般解析表达式

.

将式 (2
.

1 4 )代入屈服条件(2
.

3)
,

可以证明
‘“’:

) 当 v == 1 / 2时
, c

一 0
, c s

今 0 ;

) 当 v粉 1 / 2时
, e :

= c 一= 0
.

,王勺自
J

‘
、

了.、

我们来研究式 (2
.

14 )的两种特殊情形
:

( 1 )
v = 1 / 2情形

将
v = 1 /2 代入式 (2

.

1 4 )
,

我们得到
:

a
一 、

_ 一

卜
C 3 +

警(2 0士s ‘n Ze)
, r · ,

一愁
c o S 2 0

L, 夕

(2
.

1 5)

该式就是文献〔2 〕中平面应变裂纹 尖端的理想塑性应力场的一般解析表达式
.

(2 )
v = 0情形

将
, 。 0代入式 (2

.

14 )
,

我们得到
:

、.......1少l
..
ee
l..了。

:

一合
〔。Z e o o 3

“一 。,

〔2。‘n
3
。+ 3 o in o e o o Ze)〕

。
;一奋

〔。
2

(Zc o : 3”+ 3。‘n
Z
”“o ““, 一

“玉“‘n
‘
“〕

(2
.

1 6)

·

一合(
。; e o o 3

, 一 。: : in 3。)

该式就是文献〔2 〕中平面应力裂纹尖端的理想塑性应力场的一般解析表达式
.

非均匀应力区内应力分量a , ,

aa
,

介 ,
的表达式为

:
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.
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将式 (2
.

17 )代入屈服条件
,

可以证明
,

对于任何
, 值都有

〔“’:

(号)
“

(
· : + · ; )一(黝

“
一“

2

(2
.

1 5 )

其中
a二 1 一 v + , “ .

现在研究式 (2
.

1 7) 的两种特殊情形
:

(1 )
v = 1 / 2情形

将
, = 1

.

/2 代入式 (2
.

1 7 )
,

并利用 (2
.

1 5)
,

我们就得到
:

: , e = 士壳
, a

,

= a 。= c 3

干2寿0 (2
.

1 9 )

这就是文献〔1 」中平面应变裂纹尖端的理 想塑性应力场的一般解析表达式 (〔1〕
,

式 (3
.

3 ))
.

(2 )
, = 0的情形

将
, 二O代入式 (2

.

1 7)
,

我们得到
:

‘一

几
一 ‘
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o.?e
‘ “·

臀
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份
邝

.

。 、 , _

}
a e = 艺J , = 一 L艺c : C O S U 一 乙c : S l n 口) / 吞

这就是文献〔1 〕中平面应力裂纹尖端的理想塑性应力场的一般解析表达式 (〔1 〕
,

若平面应变裂纹尖端的理想塑性应力场存在着径向的应力间断线
,

则有
:

(2
.

2公)

式 (4
.

2))
.

时 = 叮
,

讨
。 = 叮 。

a : 一 a ; = 〔4 a a
卜 3 (1 一 2 ,

)
Z a
卜 1 2 a 二季。] 专 /

a } (2
.

2 1)

显然
,

文献 [ 1 」中的径向应力间断值 (3
.

5c) 和 (4
.

4 c) 分别是式 (2
.

21 c) 在
v 二 1 /2 和

, 二 o

的特殊情形
.

三
、

理想塑性应力场

将一般解析表达式 (2
.

5 ) 和 (2
.

1 7 )用于 I型和 I型裂纹
,

我们就可以导出这些裂纹尖端

的理 想塑性应力场的解析表达式
.

结果表示如下
:

1
.

1 型裂纹

1) 第一种应力场

( 1 ) 0( 0( 0
1

了 , , = d : s in Z夕
, = d , 士d : e o 8 2 0 (3

.

la )

常数d ,和d :
满足如下条件

:

(1 一 Zv) 叼孟+ 3己孟

(2 ) 口:《8《6 :

(3
.

lb )

、、.
护2‘

.

B;口bb翻
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六
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常数 c ‘和
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:

(号)
2

(
· : + · ;卜(子兮)

2 = “
2

(3
.

1
.

d )

( 3 ) 0
2

( 0( 二

口
,

: , 。 二 一 乏万众五

未知量
c , ,

几
, c 3 ,

d
, ,

件来确定
.

J
, 、

~
一 ,

一

l 口 8 , ‘ .
。 。 、

.
S l fl 艺口

,

之= 亏万
一

7
一
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.
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0
;

和 0。由式 (3
.

i b)
,

(3
.

ld )及口二 8
:

和0 = 0 :
处的应力连续条

当
, 二 1 / 2 时

,

式 (3
.

1) 就变成文献 [ 1 〕中的静止平面应变 I型裂纹尖端的理 想塑性应力

场的解析表达式 (〔1〕
,

式 (3
.

6) )
.

2) 第二种应力场
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这里O = 么是应力间断线
.

0 二 0
‘

上的应力连续条件给出确定0
,

和口: 的两个方程 为
:
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当, = 0时
,

式 (3
.

2 )就变成文献〔1 〕中的静止平面应力 I型裂纹尖端的理 想塑性应力场

的解析表达式 (〔1〕
,

式 (4
.

5 ))
.

l型裂纹

第一种应力场

(1 ) 心镇0《8 1
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万C。·R “
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色一‘。R0

(3
.

3 a )

丙 二 一
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,
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常数叭和几满足如下条件
:

(号)
‘
(
·: + 。 ,卜 (斋)
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( 3
.

3 d )

a a

2心 a

口,

、
’
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了
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a 口
-
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c ‘

(玄二 1、 3 ) 和 e
‘

(f = 1、 3) 由式 (3
.

3 d )及e = e
、

和 e = 氏处的应力连续条件来确定
.

当
, 二 1 / 2 时

,

式 (3
.

3) 就变成文献〔1〕中的静止平面应变 I 型裂纹尖端的理想塑性应力

场的解析表达式 (〔1〕
,

式 (3
.

7 ) )
.

2 ) 第二种应力场
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其 中
0 = 么是一条应力间断线

.

用以确定 0 : 和02 的方程 与( 3
.

2 d ) 相同
,

但是
,

(3
.

2 d) 中第二个方程的右边要 用 一 2心 3

·
s i n R S

:

/材

当v = O时

表达式 (〔1 〕
,

一

厅R (4 一 R 勺来代替
.

式 (3
.
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