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摘 要

本文在轴对称变形的假设前题下
,

通过将扩展了的 M ar g ue r r e , s 方程
〔且〕化为差分 方 程

,

对

其上作用荷载面积不同时的固支弹性薄扁球壳的庙曲问题作了一些探讨
.

由此发现
,

固支薄 扁 球

壳在外界冲击荷载作用下
,

在从 = 2〔3(1 一沪 )〕
‘/ ‘(H / h)

‘/ ,

) 的某一范围内发生了跳跃屈曲
.

并得

到轴对称跳跃屈曲荷载随壳体上荷载作用面积的增大而提高的结论
。

关扭词 壳体 屈曲 撞击

一
、

引 言

固支弹性薄扁球壳在均布冲击荷 载作用下的轴对称跳跃屈 曲 首 先 是 由 H u m p h r ey “

和 B O d n e r 〔“, 研究的
.

分析中
,

它们利用 R a y lei g h 一R itz 法 求 解 了 临 界 冲 量
.

随 后

B u di a n s k y 和 R o 七h 〔“,
利 用 G al e r k in 法研究了同样的问题

.

由于无论是 R a y l抓 g h -

Ri 七z 法还是 G al e r ki n 法所得结果和其精确 解相 比均 有 较 大 误 差 ‘们 , 1 9 6 9 年 N
.

C
.

H u a n g 利用差分法对 固支弹性扁球壳受到均布 阶跃荷载和均布冲击荷载作用时的轴对称屈

曲问题进一步作了研究
,

其计算结果表明
,

当壳体受均布阶跃荷载时
,

相应某一荷载值壳体

变形发生了跳跃
,

当受均布冲击荷载时壳体变形仅仅是在某一非常小的荷载范围 内 骤 然 增

长
,

而不发生跳跃
.

其后又有许多人对壳体的动屈 曲问题做了大量的计算研究
‘6 ’〔“’,

但是
,

所有研究均限制在或者壳体上作用有均布荷载或者壳顶受集中荷载作用
,

对于以其它方式作

用的荷载的壳体没有进行过研究
.

1 9 6 9年W
.

B
.

s te p h e n 。和F
.

R o b e r 七e 〔
‘’对具有不同

边界条件的扁球壳受到作用形式不同的阶跃荷载 (轴对称 ) 的静力和动力屈曲问题进行了研

究
.

由此
,

他发现随壳体上荷载作用面积的增大
,

其屈曲荷载基本上也是增大的
.

至于壳体

上受瞬态冲击荷载作用时的屈曲问题至今研究甚少
.

对于壳体上受到冲撞的面积不 同时
,

壳

体屈 曲荷载的变化情况还没有进行过探讨
.

本文作者对这个问题做了一些研究
.

二
、

基 本 方 程

图1是壳体未变形时的形状
,

按图示坐标壳体任一子午线的方程 为
:
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R
:

曲率半径
: a :

底圆半径 ; H
:

矢高
圈 1 宪体未变形时的形状

z = H 〔1 一(
r / a )

“〕

R = a 名
/ ZH

2
.

1

2
.

2

M 。表示弯矩 (以壳体内侧受拉为正 )
,

N e表示膜力 仁以拉为正 )
.

Q
,

表示剪力
.

. 2

壳体的基本方程是以以下假设为基础的
。

a ) 壳体所受荷载 (在此是冲量) 及其在外力荷载作用下的变形是几何轴对称的
。

b ) 限制在壳体的弹性变形范围内
.

c ) 壳体变形过程中
,

不考虑其剪切变形和转动惯里
.

1) 平衡方程

(
r
M

,

)
‘ 一M

。一r Q
r

= o (2
.

3 )

(
rN

,

)
‘
一N 一二o (2

.

4 )

[ rN
f

(。 一
二
)
产 + r Q

一

〕
z
二fn r h必 (2

.

5 )

式(2
.

5 )中的 二一 z
项体现了壳体的几何非线性

.

式 中
:

( )
’
= 创 )/ a

r ,

(
‘ ’

)二护( )/at
么 , 。 为壳体单位体积的质量

,

其余各量见图 1
,

图 2所示
。

2
.

物理方程

由假设(b )物理方程 具有线性性
。

。,

= (N
,

一 vN e
)/E h (2

.

6 )
。e二 (N

, 一 , 刃
,

)/ E h (2
.

7 )

M
,

= D (K
, + vK ,

) (2
.

5 )

M
。二D (K

口+ v
K

,

) (2
.

9 )

其中E
, , 分别表示壳体材料的弹性模量和泊松比

.

D == E h3
/ 1 2(z 一

v 么

)

3
.

几何方程

。一= U
‘ 一 : ‘。‘ + (。

‘

)
几

/ 2 (2
.

1 0 )
。。= U /

r
(2

.

1 1 )

K
一

= 一叨 l’

(2
.

1 2 )

K , = 一切
,

/ : (2
.

1 3 )

4
.

控制方程

设一应力函数 F
,

使其满足
:

N
,

= F
‘

/
r

(2
.

1 4 )
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N 口== F
l,

(2
.

1 5 )

则由平衡方程
、

几何方程
、

物理方程可得极坐标下壳体变形所满足的方程为
:

D V
‘功 == V

吕
F / R + F

‘却 “

/ r + F
I’。 ‘

/ r 一 二h必 (2
.

1 6 )

V 4 F = E h(一 V
Z。 / R 一 , ‘。 I’

/
r
) (2

.

1 7 )

引入无量纲量

几= 2〔3 (l 一v Z

)]
’“(H / h)

‘, “ ,

X 二 r 几/
a ,

甲二 , 几
1

/ 2万
_ _

, 。
。

, _ : 、 , 。 , _ 、

去
‘ .

‘
_ , ‘。 , , 。 。

: : 、 _
. 1. 2

: = (ZH / a “)(E / m )
Z t

,

势= 几
4
F / 4 E H

名
h

,

功= 沪
产

由此得到无量纲形式的各方程
:

控制方程
:

V
‘

班二 (X 价)
,

/ X + (功附
‘

)
‘

/ X 一W (2
.

1 5 )

(X 协
‘
)

,
一功/ X + X 才

‘ == 一 (牙
‘
)
名
/ 2 (2

.

1 9 )

边界条件
:

X 二孟时

平(久
, 二

)= 牙
,

(丸
, :

)= 0

少 (几
,

r) 一呻(几
, T

)/凡= O

(2
.

2 0 )

(2
.

2 1 )

X 二O时

牙
‘
(o

, :
) == 平

,
(o

, : )= 0

叔。
,

动二 o

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

初始条件
:

附 (X
,

0 )=

才 (X
, o )=

(2
.

2 4 )

(2
.

2 5 )

其中
: 二a( )/ a

r ,
a == (

a l丸2
八 6H

2

)(fn / E )”
么

(a附 /日t )

三
、

计 算 方 法

利用轴对称假设
,

我们可以沿壳体的任一子午线
,

利用差分法进行研究
.

我们在壳体 中

心附近划分的差 分格式较细以便了解壳体在高度集 中荷载作用下的性能
.

这里我们分别取
:

A 一二0
.

0 5
,

八: 二0
.

2 5

则 :
X ‘一

{
(‘一 1 )A

,

X ‘+ (‘一 4 )A :

《 4

> 4

f= 1
, 2

,

3 ,

⋯
,

N + 1

刀 = 几/ 八
: + 3(1 一 A ; / △

:

) N 为划分的格子数 目

设时间步长为d
,

则
r = 占j (j= O

,

1
,

2
,

⋯ )
.

具体计算步骤如下
:

设附 (X
,

动已知

则了(X
,

劝 = 一 X 〔X 附
‘ 十 (不

‘

)
么

/幻也已知

所以通过式 X 丫
“ 十 X 岁一功二 j( X

,

r) 可求得功的值
.

下面我们利用 中差的形式 表达上

二式
。
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f
. , 一X ‘〔X

‘

(牙
‘* , 一牙

‘_ ,

)/ 2 么 + (牙
, 十 , 一附

‘_ ,
)
“

/ s△“〕

X 专(协
‘_ : 一 2诱

‘+ 价
‘, :

)/ 么
么+ X ‘

(功
. , : 一功

‘+ ,
)/ 2么一价

‘= j
‘

(以上二式是固定
,
值得到的

,

即 j不变
.

) 由边界条件知
:

功
t二o

,

f
: 二o ,

f
, + 、二 0

令
:

功
‘二a ‘功

‘+ : + 夕
‘

则
: “‘二 一 X f

(ZX
‘十么 )/刀

‘

刀
‘
= [Z A

么

f
‘一刀

‘一 : X ‘
(Z X

‘一八 )〕/D
‘

D ‘== X ‘a ‘_ ;

(ZX
‘一 A )一 2 (A

Z + ZX : )

显然 : a , = 刀
: 二 o

由边界条件 协
‘

(久
,

动 一 v
功(人

,

动尽二0 得
:

(功, + : 一功
,
)/ 2 么一

v
功

, 十 ,
/ 几二O

由(3
.

2 )式得
‘

(3
.

1 )

(3
.

1 )尹

(3
.

2 )

功
二 十 :

二 {〔(2 , A /几) + a , 〕刀, 十 , + 刀
二 }八1 一〔(2

, 八/ 又)一 a , 〕a 二
十 , }

这样我们可以由(3
.

幻式求得功
‘ (i = 2

, 3 ,

⋯
,

N + 1)

功: = (诱
, + : 一功

‘一 ,
)/ Z A (‘= 2 , 3 ,

一
,

N + 1 )

也可求得
.

对于‘二 1
,

由于必
。

未知
,

故可利用后差

召 ” (功
: 一功

:
)/ △= 功

:
/ △

令
: g = (X 币)

‘

/ X

贝。: 。一功
/

十要
,

g一功: 十 功
‘

X ‘ ’

1 .

2牙
,

咒
一
了

= 2牙
‘4 , (0

, 了 )

Um
X 一户 0

一 X 牙
“ 十附

产

X 3

1
二

。。
、 , 。 、 , :

_
_

_

, :

_ Z
: , .

1 1

、_ 。 二 ,

‘件
、’ ,

气U
, 万 ) , l 生工LLg l二

I Ll l L 飞华 i 甲一幸一毕 I J二 ‘W i

j l - 争 0 X es 卜 0 、 了、 1 ,

则方程 (2
.

1 8 )式可以化简为
:

牙
‘“ 十 2砰钊X 一牙

“

/尤
“ + 牙

‘

/ X
“
二 g 十功

‘

班
‘

/ X 十拼厂
“

/X 一认
-

8牙
‘4 )(o

, r )/ 3 = 9 1 + 2功
‘

(o
, : )附

11

(o
, :

)一体 (o
, : ) X 二 O

由边界条件可知
:

牙
。
二班

么,

不
_ :
二牙

3 ,

附
万 十 , = o

,

牙
万 、 :

= 附
万

X > 0 (3
.

3 )

(3
.

4 )

不对时间的二阶偏导数近似用下式表达
:

方
‘, 二 (a ,

牙
‘, + 刀

,
不

‘ , 一 ‘+ : ,
砰

‘ , 一 : + d ,
班

‘ , 一 3
)

式 (3
.

5 )中的系数a , ,

几
, 下, ,

乃, ,

取决于时间步 民
,

并参考文献〔幻 中给出
:

匆 = 2/ 犷
,

几二 一 5 /护
,

粉二 4 / 夕
,

今= 一尸护

所以 (3
.

5 )式为
:

评
‘, ~ (ZW

‘, 一 SW
‘ , 一 : + 4W

‘ , 一 2 一 W
‘ , 一 3

) z。
‘

这样经过整理
,

我们可以 得到最后 的差 分方程
:

, == 1时

(3
.

5 )

(3
.

6 )

卜拟 户
十。‘)

一

;〕不
主, +

风攀
+ ‘:

卜
, 十

(
一

瑟卜
,

= (一 5牙
, , 一 , + 4W

, , 一 : 一分
; , 一 3

)/ 占
乙一 g , , (3

.

7 )

:
, 2 时

!券
一

试、
一

+
一

式二(
人十

只)
一 玄
式
入
(
“ 一

诀)〕
附

1 , +

卜子
+

只、
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试了(始渝)
一

刹叭
, +

!矛
一 十二

·

仆
+

劲
+

诚
石体

一

城)}砰
幻 十

!

1
十灰认江

1 〕, , ,

一
- 号, 一1 尸r l尸护

‘ 心

人 2 公
.

J

2一洲一

△
4

= 〔一 5才
:
卜 : + 4砰

: , _ : 一砰
: , _ 。〕/ 占

“
一夕

2 ,
(3

.

8 )

‘二3
,

4
,

「一 1

L △
4

,

夕一 2 时

+
X , △

“

1
, , , .

「4
!职犷 一_ , ; + ! 1 一 -

一
-

」
-

一
‘

L 住

2

X .△
” +

X ‘么
2

l 二 1 、 1 1
, .

气咖 十丁 i)一2不西妙
;

1 、1~
.

F 6 2 /
, .

1 \ 2 〕。
,

.

「 4
.

2

一了口J’’
‘一 ‘’十 L一歹 一下协

畜 俨
‘十了

,

)一乎」,r “ 十L尸入
不 宁了奋云了

1 1
, .

] \
.

1 /
, ,

1 \1。
,

「 1 1 1 ,
r

十贾伍f 气咖 十了刁 十葱葱洒
一

气叭一刀 月伴
‘+ ‘’十 l一 1 “ 一丁伍了」尸“

, ’

= 2 (一 5牙
‘ , _ ; + 4牙

: , _ :
一牙

‘ , _ 3
)/ 占

名一夕‘,

‘二N 一 1 时

(3
.

9 )

「 多
L △

‘

1
一 - 1万 一 下 。

十
泥 万 _ x 怂

-

」
.

X 万 _ 1△
2

l
, .

1 、 1 1 二 1 、〕”
,

几伽
一 , 十灰丁万)一厄灭茄二

1
一

百妙介一 ‘一戈石月伴
’一 2 ’

, .
.

IJ、..2十

〔节
+ 了老

夕
一

十

斌
。伽

一

嘴右)
十

砍六
、
恤一

·

牙一 十

!
一

节 一

就
入:

伍
一 十

大户
一

刹
平
一

X 益
_ :

二 2 (一 5附
, _ : , _ : + 4甲

, _ , , _ :
一附

二 _ : , _ : )/占
2一 夕, 一 : ,

‘二N 时

(3
.

10 )

[
一

示
一

十

命
、

〕附
!

一
十

峪
一

命
、 十

式了(妍公)
一

端价
、

一

寿)}肠一
十

!
一

公
一

式
夕
场粉伽

十

云)
一

司
附一

二2 (一 5不 , , _ ,
+ 4班 , , _ 2

一万二 , _ :
)/ 占

2 一 g , ,
(3

.

1 1 )

其矩阵形式为
: AW = R

A是带宽为5的N x N 阶方阵
,

R 是NJ x l阶列阵
。

W = 王万
;

附
:

⋯ 万
‘ ⋯ 不万卜,

牙
万 + : = 0

从以上各式可以知道
,

要想求得
r = 川时的各牙值

,

须先知道
二二 (j一 1 )占

, : 二 (j一 2 )d
,

, = (j一 3”时的各牙值
.

下面我们根据初始条件解决这一问题
.

a ) : = 0 (j二0 )时 牙
‘0二 0

b )
: == 占(j= 1 )时

方
‘。二 (牙

‘: 一 2牙
‘。 + 砰

‘。_ : )
) /占

: = o 得 平
‘: 二附

‘(一 : ,

律
‘。= (附

. : 一附“ _ : ,
)/ 2占== 牙

‘,
/ 占= 4 a

得 分
‘: = 4 a 占

c )
: 二 2己 (j= 2 )时

方
‘: = (2砂

‘: 一 5不
‘: + 叭

:
)/ 占

‘二 2 (万
‘: 一 2犷

‘: )/ d
“
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由此得到
t = O时

, : 二占时的万值分别为
:
牙

, 。= O
,

牙
‘, 二 4 a d

.

; == 2占时(3
.

7 )式至(3
.

1 1 )式右边的项

2 (一 5平
‘ , 一 : + 4平

。 , 一 :
一牙

。 , 一 :
)/ 占

名一 夕‘,

均用一4牙
‘ , _ :

/护 一功 ,
代替

.

r ) 3占以 后
,

其前面三个时间步长 (
T = o ,

d
,

2句 的值均已求得
,

故而也可按 (3
.

7 )至

(3
.

11) 式求解
.

求得
: 时的附值 以后

,

则可求得壳体受冲量作 用时的平均体积位移
:

p (
·
)一

武
牙(X

, ·
)Xd X

数值计算中
,

我们分别取
v 二1邝

,
△ : = 。

.

0 5 ,
八2二 0

.

25
,

当 d二。
.

02 时
,

部收敛
。

(3
.

1 2 )

所求得的解全

计算过程中
,

我们以
: 二 (j一 1 )占时的牙(X

,

动值作为
: = ,’6 时的初值

.

则
r 二 2占时的初

值为
二= d时的平(X

,

动值
.

即 :
牙(X

‘,
2占)== 4 a 占 (i= 1

, 2 ,

⋯
,

掩)

平(X
‘,

2占)= o (f= 掩+ 1
,

k + 2 ,

⋯
,

N )

其中k为壳体受到冲撞的部分
.

迭代过程中
,

当两个相继 P(
r
)值的差不超过0

.

01 时
,

便停止迭代
.

四
、

计 算 结 果

冲击荷载作用下
,

我们对于同一几值
,

得到了壳体上受到冲击荷载所作用的面积大小不

同时的振动曲线图3
,

图4
.

从上面两个图可以看出
:
壳体受到初始扰动以后

,

所产生的振荡关于其未变形时的平衡

位置是非线性的
,

而且其幅值随a 的增大而提高
,

随时间的增长而衰减
.

比较二图可以发现
,

荷载作用面积不同时
,

相应的振动幅度和振动周期亦有听不同
,

荷载作用于壳体上的面积越

小
,

即荷载集中程度越高
,

相应的振动幅度也越大
.

壳体受到冲击荷载作用时和受到阶跃荷载作用时的
.

情况一样
,

当壳体发生屈曲时
,

其变

形位置相应同一荷载值有两个不同的平衡位置
.

参阅文献〔7〕
.

图 5
、

图6分别是壳体在冲击荷载作用下的最大平均体积位移 p m . 二
二m a x 川动 随 a 的变

了户 0

化情况和其中心挠度平
。

随a 的变化情况
.

从这两张图可以看出
,

对于 几== 5
.

4 其 屈曲荷 载和

局部屈曲荷载均是随荷载作用于壳体上的面积的增加而增大
.

如果我们取变形开 始 急 聚变

大时的荷载值为屈 曲荷载
,

则分别有A :
/ A

: 二 100 肠时
, a 。 ,

、 1
.

0 ; A :
/ A

: = 17 肠时
,

ac
,

、

0
.

45 ; A :
/ A

刀= 0
.

01 肠时
,

ac
,

、 0
.

25
.

壳体受阶跃荷载作用时
,

其屈曲荷载也是随荷载作用

面积的增大而提高的
L 7 ’

(图 7 )
.

图 8
、

图9是壳体上受到冲击的面积 占整个壳体的面积的二分之一时相应于不同的几值时

的 p 二‘二

、 a 图及不
。、a图

.

这两张图表明
,

当 A以A , = 1 / 2 时
,

随参数 久的增加壳体的屈 曲

荷载及其局部屈曲荷载是逐渐减小的
.

这时相应的屈曲荷载分 别 是 几= 4
.

4 时
,

ae
,

二。
.

9 ;

之= 5
.

4时
,

a 。 ,

澎 0
.

6 ; 久= 6
.

4时
, a 。 ,

娜 0
.

5
。

图10
、

图n 表明当几= 6
.

4时
,

如果壳体上荷载作用面积很大
,

接近均匀荷载或壳体上荷

载作用面积很小
,

接近集中荷载
,

壳体发生了局 部屈曲
,

就整个壳体而言
,

屈曲很不明显或
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.
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圈3
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几= 4
,

A口且夕” 10 。肠

图 4 时间
二

和平均休积位移p (动的关系曲线

A L /A s = 0
.

01 %

A L / A 、 =

滩
上 / 一气s = 10 0 %

几二 5
。
4

圈5 今橄a和, 大平均休积位移p 二 ,1 的关系曲经

0
.

2

图6

P二
‘

() 6

久= 5
.

理

参橄a 和中心挠度W
。

的关系曲线

P m a x

/
厂一 Il

义= 6
.

4

抓

坦万修派奢除

久= 4 4
l!l,尸

厂11!1
l,

‘,.. ....,... ...‘..........口.....

菏载 l ,

5‘ 6 自

|科|减叮|琳||针|认

0 2 ()
.

4 0
.

6 0
.

8 , Q 生
.

2 1
.

4 1
.

6 1
.

8 次

只二 5

圈 了

A 口A : = 1/ 2

图 8 今教a和最大平均体积位移 p , 。二

的关系曲线

没有发生屈 曲
.

图 1 2是相应于几= 4
.

4 ; 4
.

9 ; 5
.

4 ; 6
.

4 时屈 曲荷载随荷载作用面积的 变化情况
.

图 1 3 给出了壳体受均布冲击荷载作用时
,

本 文计算结果和文献 [9 二的计算结果的 比 较
,

本文计算结果表明只有在 3
.

4 ( 几《了
.

9的范围内
,

壳体才有明显的屈曲现象
.

五
、

结 论

到此
,

我们对壳体的 变形规律
,

屈曲特性作了一些了解
,

得到了壳体受 冲击 荷 载 作 用
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尧二 6
。

4

又= 5
、

4

A 入/A
琴二念翁

人二4
.

4

A ;

/A
s = 飞

4 0
.

6 0 O
。

之
、

4 1
.

9 叮

A 口翅
‘

: 二 1/ 2

困9 , 橄a 和中心点挽度平
。

的关系曲线

几二 6
.

4

围10 参致“和最大平均体积位移p 二
. 二

的关系曲拔

A 叮八s 二 0
.

3 5

A L /A s = 1

残54收黝18
一

.

0 1
.

4 1
.

8 “

几二 6
.

4

图 11 参致“和中心点挠度班
。

的关系曲线

图 1 2 屈曲荷载ac
,

和荷载作用面积比A L /月 : 的关系曲线粼

.

匕宁宁宁二节二拼
图 1 3执本文结果和前人结果的比较

时
,

随壳体参数 久的不 同和其上作用荷载面积不同时的屈曲特性
.

由此得到固支弹性薄扁球

壳在瞬态冲击荷载作用下
,

会发生跳跃屈曲
,

当壳体上荷载作用面积增大时
,

其相应的屈曲

荷载的总趋势也是增加的 (图1 2)
,

当壳体受均布荷载作用时
,

其屈曲荷载随几的增加而提高
.
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