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摘 要

在本文中
.

我们给出包含一个集合的某种星形集的刻划及其性质
.

然后利用这些刻划和 性 质

讨论凸距离空间的星形子集上非扩张型映射的不动点的存在问题
,

推广了丁协平
、

B e g 和A : a m 的

某些最近结果
。

最后还给出一个例子说明以上推广是本质上的推广
.

关扭何 星形集 星中心 星形子集的正规结构

一
、

引 言

T a k a h as hi
【‘’
在距离空间中引入 了凸性概念

,

推广了 B a n a c h 空间内非扩张映射 的某

些不动点定理
,

其后 有许多作者研究了凸距 离空间和不动点 问题
.

最近
,

B e g 和 A za m 「3 , 试

图在 凸距离空间的星形 子集上讨论不动点
,

但是在定理的证明过程中使用了这样的结论
“

任

意一个星形集与一个凸集的交是星形集
” .

事实上
,

任意一个星形集与一个凸集的交并非一定

是星形集
.

在本文 中
,

我们给出包含一个集合的某种星形集的刻划及其性质
.

然后 利用这些刻划和

性质讨论凸距 离空间的星形子集上非扩
‘

示主映射的不动点的存在问题
,

推广了 〔2
, 3 , 4 , 6

,

7〕

中对应的结果
.

最后还给出一个例子说明以上推广是本质上的推广
.

二
、

基 本 概 念

定义 1 设 (X
,

d) 是距 离空间
,

I = [0
, ”
〕

.

称映射 班
:

X x X 又 I、 X 是 X 上的一凸结

构
,

如果对每一 (x 刀
,
义)〔X x X x l和 u〔X

d (
。 ,

平 (戈
, , ,
又))《人d (

。 , 二 ) + (1 一几)d (u
, 夕)

称具有凸结构牙的距离空间为凸距离空间
.

定义 2 称 凸距离空间 X 的一非空子集 K 是 凸的
,

如果对一切 (x
,

夕 ,

幻 〔K x K x l 有

.
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附 (二
, u ,
人)〔K

.

定义 3 称 凸距离空间X 的一非空子集K 是星形子集
,

如果存在介〔K 使得对一切戈〔兀
,

只〔I有牙 (二
, 二。 ,

助〔K
.

x 。

称为K 的星 中心
.

显然凸集是星形集
,

且凸集中任一点都可作星中

心
。

定义 4 称凸距 离空间 X 的星形子集K 有正规结构
,

如果对K 的每一至少包含两点的有

界星形子集凡 存在E 的一个星中心
“。使得赞罗d (‘

。 , ‘)< 占(E )
·

其 中占(E )表E 的直径
·

注 1 定义4是凸子集的正规结构概念的推少一

三
、

命 题

N 表 自然数集
,

对 x 。
〔X

,

A仁X
,

记A , = A U {、
。

卜
,

A
:

~ {不 (二
, , x 。 ,

几
;

)
: 二 ;〔A , ,

几,

曰 }
,

⋯
,

“
。 · ;
一 {不 (二一 x 。 ,

“小
‘ ·
〔刁一 “

·
〔I }

,

V n 〔N
·

记S
二。

(A )一 只
: A 二

命题 1 设A是 凸距离空间X 的一非空集和八〔X
,

则

1) 5 二
。

(A) 是以x 。

为星中心包含集A 的星形集
;

幻 若F 是以丸为星中心包含集刁C F 的星形集
,

则S x 。

(刁)〔F
.

证明 1) 由S 、
、

(A )的定义
,

显然A二 S
、 。

(A )
,

只须证明S : 。

(A )是以x 。

为星中心的星形

集
.

对任意x 〔S x 。

(A )和几〔I
,

存在
。〔N 使二〔A

, ,

则万 (x
, 二。 ,

几)〔A
。 十 ,

c= s
二。

(A )
.

即 S二
。

(姓)

是以二 。

为星中心的星形集
.

幻 首先用数学归纳法证明对任意
, 〔N 有A

。

c F
.

当n 一 ]时
,

由F 是以二。为星中心包含集A C F 的星形集
,

我们有A
:
~ A O 玉x

。

}〔F
,

结论

成立
.

假定 A 。C F
,

那么对任意夕〔A
。 十 , ,

存在二 七
〔A , C F和儿〔I使 , = 班 (二

, , x 。 ,

朴)
,

注意到

F 是以x 。

为星中心的星形集
,

我们得到夕= 附 (二
* , x 。 ,

瓜)( F
,

于是A , 十 ;

c F
.

故对任意
n〔N

有‘C F. 因而有 S 为 (A )= 只
:
A

·

仁F
,

命题
一

证明完成
·

注2 命题l推广了〔2」的命题 1
.

命题 2 设A 是凸距离空间X 的一个非空集
,

且丸〔A
,

则占(习
二。

(A ))~ 占(A )
.

其中习介 (月)

表S 二。

(A )的 闭包
.

证明 因为距离 d 是连续的
,

我们仅需证明 d (S
, 。

(A ))二占(A )
,

显然有 d (S
, 。

(A ))>

占(A )
.

对任意二 , g ( S 、。

(A )
,

存在
n , , n :

〔N 使劣〔A
。, , , 〔A

。: .

令
。一 m a x {n

: , n :

}
,

则二 , 夕〔A 二

下面我们用数学归纳法证明
,

对一切 x , 夕〔A
。

和 n (N 有d 恤
,

川 《d (A )
.

对劣 , y〔A :二 A
,

显然d (二
,

刃《占(A )
,

.

假定对一切 x , , 〔A 。
有 J (%

, 夕)《d (通)
,

那么对 二 , g〔A , 十 : ,

我们有 x = 班 (二
, , 二。 ,

几。)
,

夕二平 勿
。 , x 。,

几; )〔A
, 二 ; ,

其中x 。 , 夕。〔A 。和几, ,
几;〔1

.

由假定
,

有

d (x
, , ) = d (班 (x

。 , x 。 ,

几
。

)
,

不 (g
。 , 戈 。 ,

丸工))

《几。d (x
, ,

牙 (,
。 , 二 。 ,

几二)) + (i 一几,
)d (二

。 ,
牙 (,

。 , x 。 ,
几是))

《几
, 〔元; d (x

。 , y 。) + (z 一兄; )d (x
, , 二0

)〕+ (1 一孟
,
)之是d (劣

。 , 夕。)

( 几
。
以 ; d (A ) + (1 一从) d (A )] + (i 一几

。
)几;占(A )( 占(A)

玫 由归纳假定知
,

对一切二
,

刀〔月
二

和 n 〔N 有 d (二
,

功 ( 占(A )
.

从而 占(S 、(A”《占(A )
,

于是
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占(S
二。

(A )) = 乙(A )
.

命题获证
.

注3 命题 2推广了〔2」的命题 2
.

命题3 设K 是 凸距离空间X 的具有星中心x0 的闭星形集和T
:

K , K
,

则S 二。

(T (K )) 是

T
一

不变的星形集
,

习二
。

(T (K ))是T
一

不变的闭星形集
.

证明 由命题 !
.

知 S 二。

(T (K ) ) 是星形集
,

只须证明 S 为 (T (K )) 是T
一

不变的
.

对任意

劣〔S 二。

(T (K ))
,

由 T (K )c K 和命题 1的2 ) 知 劣(K
.

因此 T 二〔T (K )c s 、 rT (K ))
,

即

S 二。

(T (K ))是T
一

不变的
.

同理可证刃
二 .

(T (K ))是T
一

不变的闭星形集
.

命题4 设K 是凸距 离空间X 的一非空有界闭星形集
,

T
:

K 、K 满足对一切 x
,

夕〔K
,

d (T 戈
,
T 夕)( Ld (二

,
T x ) + d (, ,

T 夕门 / 2 (3
.

1 )

令K
,

~ {, 〔兀
:
d (二

,
T x) 《

, }
,

若存在x0 〔K
,

使 T 二
。

是K 的一个星中心
,

则 S 7’x
。

(T (K
,

)) 是

T
一

不变的星形 集
,
刃T 二。

(T (K
,

))是T
一

不变的闭星形集
.

证明 由命题 ]的 l) 知
,

只须证明 5 7
,

二 。

(T (K .) )和刃T 二。 (T (K f) )是 T
一

不变的
.

因为对任

意夕〔S 丁
二。

(T (K
,

))
,

用T (K
,

)代替A 和T 二
。

代替二。,

由 S T , 。

(T (K
,

)) 的构造 知
,

存在
n〔N

使夕〔A 二 下面我们用数学归纳法证 明对任意
: 〔K

,

, 〔A
,

和 n〔N
,

d (y
,
T :

)(
r
/ 2 + d (

二 ,

T :
) / 2 (3

.

2 )

当夕〔A
,
= T (K .) 时

,

则存在脚〔尤
,

使刀一 T 夕
。,

因此 由(3
.

1) 式

d (,
,
T 二)= d (T 夕

。 ,
T 二)《 [ d (夕

。 ,

了
‘

刀。) + d (
z ,

T 二)〕/ 2

( , / 2 + d (
二 ,

T :
) / 2

于是 (3
.

2) 成立
。

假定当, 〔A , 时
,

(3
.

2 )成立
,

那么当刀〔A
。 + :

时
,

存在二
, 〔A 。 ,

兄, 〔I使 夕= 牙 (x
。 ,
T 二

。,

几,
)〔A

。十 ; ,

由(3
.

1 )式

d (夕
,

T :
)~ d (牙 (二 , ,

T 二
。 ,

几。)
,

T :
)( 之

。d (二
。 ,

T z
)十 (z 一元

,

)d (T x 。 ,

T 二
)

《硕孟
, 十

;
“(

之 ,

介))
十 (‘一切〔;

“(x
。 ,

介0) 十

;
“(之

,

介)〕
、
百
一 +

凌
、(

2 ,

T Z
)

即当夕〔A
。 十 ,

时
,

(3
.

2 )也成立
.

故对任意
2 ( K

, , 〔S介
。

(T (K
,

))有

d (夕
,

T :
)《

, / 2 + d (
二 ,

T 二) / 2

特别地
,

当二一 y〔S 介
。

(T (K .) ) 时
,

d 勿
,

T功《 ; .

又因为T 二
。

是K 的一个星中心
,

由命题 1

的2 )得到S 丁x 。

(T (K
r

))〔K
.

因此
,

S 了x 。 (T (K
f

))仁K
, .

于是 T (S介
。

(T (K
一

)) )C T (K
r

)

〔S 介
。

(T (K
,

))
.

故S T x 。

(T (K
r

))是 T
一

不变的
.

现证 习介
。

(T (K 刁) 也是T
一

不变的
.

件任意 : 〔习介
。

(T (K 刁)
,

则对任意
。> o

,

存在

, 〔S 丁二
。

(T (K
一

))使d (
二 , 夕)<

: .

由 (3
.

2 )式

d(
之 ,

T z) 《d(
z ,

功 十 d (刀
,

T z )簇: 一

于: / 2 十 d (
z ,

T 二 ) / 2
‘

因此d 伪
,
T 劝《

, 十 Ze ,

由“> 0的任意性有d (
“ ,

T z) 簇 : .

又因为 T x 。

是K 的一个星中心
,

由

命题 1的2 ) 得到 夕丁x 。

(T (K
r

))C K
.

因此
,

习了
·

x 。

(T (K
,

) )c K
, ,

于是 T (习丁
、 。

(T (K
,

)))

仁T (K
,

)〔阶
,

二。

(T (K
,

))
.

故习T 二 。

(T (K
,

))
一

是T
一

不变的
.
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四
、

主 要 结 果

定理 1 没K 是凸距 离空间X 的一非空有界闭星形 子集
, 且K 具有正规结构

.

设T
:

K , K

满足对K 的每一至少包含两点的T
一

不变闭星形子集E 有
s u p d (T x ,

T 夕)《 。u p d (x
, 刀)

,

V 二〔E (4
.

1)
扩‘口 夕‘ 1

如果存在K 的极小 T
一

不变的闭星形 子集K 关 ,

则T 在K 内存在不动点
.

证明 如果K 苦 是 单点集
,

则在K 关
中的那个点是 T 的不动点

.

设 K . 至少有两点
,

由正

规结构的定义知存在K 补的一个星 中心介使得 s u p d (二
。 ,

t) = d < 6 (K 粉
.

考虑集
t(了(赞

F = {z 〔K 长 : s u P d (
: , t)《d }

t(K
苦

因丸〔F
,

故F 奔功
.

对任意x 〔F 和几〔I有

s u P d (牙 (x
, “。 ,

几)
, t)( : u P〔几d (x

, t) + (1 一几)d (二
。 , t)」

踌K . t( K
‘

《几d + (1 一幻d ~ d

因此F 是一以 x 。

为星中心的非空闭星形集
.

.

下面我们证
一

明T (F )〔F
.

对任意 z 〔尸
,

由 (4
.

1)

有
。u p d (了

’

二 ,
T t)《 s u P d (:

,

t)簇d (4
.

2 )
t‘K

朴 t‘K 肠

这蕴含 T (K 勺已刃(T z ,

d)
,

其中 刃(T : ,

d) 表以 T 二为心 d 为半径的闭球
.

由〔月的命题2知

习(T
二 ,

d) 是X 甲的闭凸集
.

因为K 开是一 有星中心二 。

的闭星形集和 T (K 勺C K气 故 由命题 3

知 习
二 。

(T (K哟 ) 是 T
一

不变的闭星形 集
,

再由命题1和K 关的极小性得 K 长 ~ 习
二。

(T (K 勺 )仁

习(T z ,

d )
,

所以s u p d (T二
,

t) 簇d
,

即 T : 〔F
,

从而有T (F )仁F
,

由K 肠的极小性有F 一K 肠和
t(K

补

创F ) * 创K 勺
,

另一方面有

d (F ) = 吕u 卫d (x
,

夕)簇 。u p o u p d (x
, 刀)簇d < 占(K 苦)

%
,

U(F 二(F 口‘K 关

矛盾
.

因此 K 肠
为单点集

,

即T 在K 内存在不动点
.

注4 定理1推广了【2」的定理 1
.

定理 2 设K 是 凸距 离空间X 的一非空有界闭星形 子集
,

且K 具有正规结构
.

设 T
:

K *

K 使得对一切 x , 夕〔K

d (T 二
,
了

’

刀)< 。u p {d (x
, : )

: z 〔{T
”二 }

。 , 。

U 王T
, 夕}

。 》 。

} (4
.

3 )

如果存在K 的极小T
一

不变的闭星形子集K 气 则丁在K 内存在不动点
.

证明 容易验证定理1的证明对本定理有效
,

仅需验证 (4
.

2) 式成立
,

因为T (K
劳)已K 气

故 由(4
.

a) 式可推得 (4
.

2)式成立
.

注 5 定理2推广了〔2 1的定理2
.

推论 1 设K 是凸距 离空间X 的一非空有界闭星形 子集
,

且K 具 有正规结构
.

设 犷
‘

K ,

K 使得对一切二
, y(K

d (Tx
,

T 夕)《
a d (二

, 夕) + bd (二
,
T x ) + e d (二

,
T 夕) (4

.

4 )

其中
a ,

b
, c > o

, a + b + c 簇 1

如果存在K 的极小T
一

不变的闭星形子集K
‘ ,

则 T 在K 内存在不动点
.

证明 只须从 (4
.

4) 式推出 (4
.

3) 式即可
.

由 (4
.

4 )式

d
‘

(T x ,
T 夕)《

a d (x
, 夕) 十 bd (,

,

Tx ) +
ed (戈

,

T夕)
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《 (
a + b + c

)m a x {d 伽
, y)

,

d (x
,

T 劣)
,
d (万

,
T 夕) }

《‘u p 凌d 恤
, z
)

:

板笼T 、卜
. , .

U {T
, , 卜

。 , 。}

故 (4
.

3 )式成立
.

注6 推论1推广了〔4」的定理7
.

定理3 设兀是 凸距 离空间X 的一非空有界闭星形子集
.

设T
:

K 、K 使得对K 的每一至

少包含两点 的非空T
一

不变闭星形 子集E 有

J (T (E ))< j (E )
,

(4
.

5)

如果存在K 的极小 T
一

不变的闭星形 子集K 气 并有尤
补
的一个星中心丸满足 x0 〔T (K 勺

,

则 T

在K 内存在不动点
.

证明 因为T (K 粉 c K 铸和K 荟是具有星中心丸的闭星形集
,

故 由命题 3知 忍, 。

(T (K哟 )

是 T
一

不变的闭星形集
,

再由命题 1 和K 甘的极小性得习
二。

(T (K 勺 )= K 气 因汽〔T (K 勺 由命题

2有

d (T (K
份
))二占(习

二。

(T (K
补

川 = d (K
朴
)

这与 (4
.

5) 式矛盾
.

因此 K 铃必为单点集
,

由T (K勺 c K
朴知T在K 内有一不动点

.

注了 由于K 和K
件

为闭凸子集时
.

自然满足条件
“

有K
,

的一个星中心‘满足气(T (K
‘

)
” .

因此定理3推

广了〔z] 的定理3
.

另外定理3改进和推广了〔3」的定理
.

推论 2 设K 是凸距 离空间X 的一非空有界闭星形 子集
.

设 T
,

K 、K 使得对一切 x , “e K

d (T 二
,

T 夕)(
a
(二

, 夕)d (二
, 刀) + b (劣

, 夕)〔d (劣
,

T 二) + d (y
,

T 夕)〕

+ e
(二

, v)〔d (二
,

T y) + d (g
,

T 二)〕 (4
.

6 )

其中
a
(二

, , )
,

b (二
, 夕)

, e
(二

, 夕)为K x K 上的非负函数
,

且 a
伽

, 夕) + Zb恤
, , ) + Zc (二

,
, )《 1

.

如果‘’欲咒
“帆功 > 。, 2 ) 对 K 的每一至少包含两点的 丁

一

不变的闭星 形 子 集 E 有

了甲 d( “ ,

Tu) < d (E)
, “)存在K 的极小 T

一

不变的闭
酬

子集K 气 并满足有K
赞的一个星中

心 x 。

使 x0 〔T (K 勺
。

则 T 在K 内存在唯一的不 动点
.

证明 由定理。知
,

我们只需验证对K 的每一至少包含两点的 T
一

不变的闭星形子集 E 有

占(7
’

(E ))< d (E )
.

事实上
,

对一切劣 , 夕〔万
,

由 (4
.

6 )式

d (T 二
,

T 夕) (
a
(二

, 夕)d (二
, , ) + b (二

, , )〔d (二
,
T 二) + d (, ,

T 万)〕

+ e
(戈

, , )〔d (、
,
T , ) + d (,

,

T x )J

毛 a (二
,

, )占(E ) 十 Zb (二
,
刀)s u p d (:

,

T 二) + Ze
(x

, g ) d (E )

簇〔1 一 Zb (二
, 夕)」占(E ) + 2b (二

, , )6 u p d (
z ,

T z )
名 仁刃

簇6 (E ) 一 2 in f b (工
, y)〔占(E ) 一s u p d (

z ,
T 之

)〕 (4
.

7 )
‘ , , 任K 名 刃

注意到 in f b (x 刀) > o ,

d (E ) 一 。u p d (二
,

T :
)> o ,

则 由 (4
.

7 ) 式 d (T 二
,

T g )< 占(E )
,

即
; , 砂 ‘K 七 〔E

占(T (E )) < d (E )
.

现假定x , 夕〔K 都是 T 的不动点
,

由 (4
.

6 )式得

d (,
, 夕) 二 d (T 二 ,

T 夕)簇
a (二

,

夕)d (二
,

, ) + e
(二

, 夕)〔d (戈
, , ) + d (,

, 戈)〕

( 〔
a
(劣

, 夕) + Zc (x
, 夕)〕d (二

, 夕)

注意到 对一切
二 , 夕〔万

, 。
(
、 ,

功 千 2c (x
,

功 < 1
.

因此% = y ,

即T 在K 内的不动点是唯一的
.

证

明完成
.

注 8 推论2改进和推广了【7 〕的定理1和【,l1 的定理6
.
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定理4 设K 是凸距 离空间X 的一非空有界闭星形子集
.

设T
:

K 、K 对一切戈
, 夕〔K 满足

d (T 劣
,

T 夕)《〔d (戈
,
T x ) + d (夕

,
T g )〕/ 2 (4

.

8 )

如果1 ) 存在K 的极小 T
一

不变的闭星形子集K
关 、

2) 若K 关至少包含两点时存在
“渡瓦朴

使

得对任意t〔K 气 d (x
。 ,

t) < 乙(K 粉
; 3) T xo 是K 苦的一个星中心

.

则 T 在 K 内有唯一的不 动

点
.

证明 若K 釜
为单点集

,

由 T (K哟 c K 爷 知T在K 内有不动点
.

现设 K 任
至少包含有两

点
,

由条件知存在‘〔尤
荟使得d (二

。 ,

T 大
。

) ~ d < d (K 哟
.

我们考虑集

F = 王劣〔尤气 d (x
,
T x) 簇必

因 劣丧尸
,

故 F 今功
.

由命题 4知 否T 。 (T (F )) 是T
一

不变的闭星形集
,

又由 K 朴的极小性有

习介
.

(T (F )) = K
赞 。

由于对任意x 刃〔尸
,

由 (4
.

8) 式得

d (T 二
,

勒)《〔d (二
,

T x ) + d (夕
,
T 夕)〕/ 2《d

所以创T (F ) )簇d
.

因峋〔F
,

我们有T 二
。
〔T (F )

,

由命题2得

d (K
.
)= 占(刃丁。 (丁(F ))) = 占(T (F ))《d < 占(K

朴
)

矛盾
,

因此K
苦
为单点集

.

唯一性由 (4
.

8) 式很容易得到
,

定理获证
.

注 9 当K 和K
,

为凸子集时
,

自然满足条件
“

T丸是K
.
的一个星中心

” .

因此定理4推广了t6 1的定理3
,

改进和推广了〔3 ]的定理
.

例 设X 是由所有收敛的实数列信
‘}组成的空间

,

范数定义为 }信
‘}俘= 日u p {占

‘

}
.

对任意
心

的 (二
, 夕 ,

幻〔X x X x l
,

定义不 (二
, 夕 ,

幻= 几x + (1 一幻y ,

则X 是凸距 离空间
.

令

K = 毛笼君. }〔X
:
1 / 3簇雪

。《 1
,

(占
‘一 x / 2 )

“

( (雪
‘

.

卜,
一 1 / 2 )

么
}

显然K 是X 的一个非空有界闭集
.

下面说明K 是非 凸的星形集
,

事实上
,

取

f 1
.

1 、
, 、

f Z 、
。

1
{雪‘卜= 谧

一

令 + 万
共 卜

,

{ , ‘}= 褚冬卜
,

孟= 妾
L 3

‘

f十 I J”
, ” L 3 J”

’

2

、了
‘ ; 、 ‘_ 、

1 、 1 ( 1
.

1 、 l f Z 、 门
.

1 、~ ~
则 才气传

‘}
,

切‘}
,

屯卜 洲 言十
:

: 汁十 ; 找 冬。褚立十一夸二
一

卜百K\
’一 ” ’

“ ” ’

2 / 2 L 3
‘

f+ IJ
’

2 L3 )
一

LZ
’

2 (i + 1) J、“

即K不是凸集
.

由笼l / 2 }〔K
,

因此对任意传
‘}〔K

,

久〔I有

班 ({睿
‘}

,

{1 / 2 }
,
兄)== 之{雪

‘} + (1 一几) {1 / 2 }== {几雪‘+ (1 一久) / 2 }〔K

即K 是星形集
.

设T ({占
‘
}) = { (占

‘十 2) / 3}
,

则 T
:

K , K 是 K a n n a n 映象
,

K
釜 = {笼l} }是K 的极小 T

一

不

变的闭星形子集
,

显然笼1 }是T 的唯一不动点
.

注 10 可以验证 T并不满足〔3 」中定理的条件
,

从而此例改进了厂3」中的例
.
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