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摘 要

本文得到一种方法
,

可以用来研究含有两时间尺度系统中的复杂动力学行为
.

特别
,

利 用 这

种方法
,

本文讨论了一类含有两时间尺度的近可积 H a m il to n 系统的随机性
,

证明它实际上一种

S m al
e
马蹄意义下的混沌

.

最后
,

通过一个例子说明我们方法的有效性并在其中发现了一张随机网
.

关幼词 随机性 S m al
e
马蹄 口 一

稳定性 时间尺度 随机网

一 已! 健犷
、 J . 「 刁

大量的数值结果表明
,

在许多近可积的 H a m il七。 n 系统的象空间 都出现了由混沌 海和

岛屿构成的无穷自嵌套结构
.

我们主要对共振附近出现的随机现象感兴趣
.

一般认为
,

这是

由共振附近的鞍连线的横截相交引起的
.

遗憾的是
,

这一点并未在理论上得到证明(〔1
.

、2 ]
、

〔5~ 6 ]
,

〔8 〕)
.

正象 [1 、 2 〕
,

〔4 〕所指 出的
,

对于显含一个时间尺度的
、

系统
,

当用M el ni k o v 方法检验

鞍连线的横截相交时是失效的
,

因为相应的M el ni k o v 函数是指数无穷小量
,

没有简单零点
.

基于此
,

我们研 究一类显含两时间尺度一个快变量
、

一个慢变量的 (近可积 H a m ilt o n )

系统并得到了一些结果
,

用这些结果可以证明该系统中出现的 随机现象是 S m al e 马蹄 意义

下的混沌
,

我们还用这种方法讨论 了一个具体例子
,

并在其中发现 了一张随机网 (毗 o c h a s
-

tie w e b )
.

一 一 此 准 久
一

、
口
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我 们将研究的H a m ilt o n 系统具 有如下形式
:

H (J
,

0
, t )~ H

。

(J )+ e
H

:

(J
,

0
, t ) + 。忿

H
Z
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,
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。
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r,一了
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其中(J

,

0) 为作用一角变量
,

r , 5 5

(2
.

1 )

厂
, ; ‘皆为整数

,

口和
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仔 十 o(
:
)为H

I

和 H
Z

关于 t 的频率
.

很明显
,

该系统具有两个不同的时间尺度
:

一个为t ,

另

一个为时
.

如果系统(2
.

1
.

)是退化的
,

通过微分同胚变换
,

它可以化成具有下列形式的系 统
:

企二 。
f(x , t )+

。29 (x , e t , t ) (2
.

2 )

其中了和 g 是C
,

(r> 幻函数
,

关于 t 分别以 T
,

和T
Z

为周期
, g 关于et (记为约 以T 为周期

.

细

节可参见〔1] 或本文的第四节
.

如果 g 葬。且T
,

/ T
Z
~ tn /n

,

其中 。 和 n
为整数

,

那么 f 和 g 关于 t 有相同的周 期
, T

,

或

。T : ,

不妨仍记为T
: .

作微分同胚变换 (〔2 〕
,

〔7 ] ):

x = , + “u (夕
, r

)+
。2”

(夕
, r , t ) (2

.

3 )

那么系统 (2
.

1) 可 变成下面的等价系统
:

夕二 。

了(夕) + 。2

[了
:

(夕) + 歹(夕
, :

)〕+ 。s
h(g

, : , t , 。
) (2

.

4 )

其 中 h连续有界且

, (。卜去{丁
’

f (, , ‘)d ‘
,

, (v
, ·

卜
一

子
:

I丁
‘。‘。

,

一 ‘, d ‘
,

,
、

l r几 一
, ,

’ .
、 ’ , 、

“
,

一
,

_
、 ,

_
、

二 _ , 二
、_
_

‘

二 、

_
_

了
;
(“)一 子i-- };

’

D f(“
, ‘)

“
(“

, ‘)“‘为 D f(“
, ‘)u (y

, ‘)

孵
均部分

, u
可从方程a“ / a‘一了(“

, ‘)

中解出
,

这里了(夕
, r)= f(夕

, t)一了(夕)
,

具体细节可参阅仁1、 2〕
、

〔7〕
.

总而言之
,

要研究系统(2
.

1) 和(2
.

2 )的动力学行为
,

只需研究(2
.

4 )的就够了
.

三
、

判 别 方 法

为陈述方便
,

上节系统(2
.

4 )简记如下
:

二 ,
= f(二 )+

e夕(二
, :

) + 。Z h(二
, : , r

/
。 , 。) (5

.

1〕

其中 了和 g 为C
,

(r ) 2) 函数
,

g 关于 : 以 T 为周期
,

x 〔D C R
Z ,

D 为有界 闭 集
, 丫二d 劣 / d

T .

我们感兴趣的是系统(3
.

1 )时动力学行为和下面系统的动力学行为之间的关系
:

夕= f (夕) + 。g (, , e ) (3
.

2 )

假设二(: , t )为(3
.

1 )的以 x (o
, O)= x 。

为初始条件的解
, g (

:
)为(3

.

2 )的以 夕(0 )= g 。为初

始条件的解
.

由 G r o n w al l不等式
,

有

!二(
· , ‘)一 。(

·
) !‘ ,二。一 , 。

! + (L
l
+ ￡L Z

)
):

!X (·
, ·“ )一。(: ) ,‘

·+ 一M
·

、〔}X
。一 , 。

, + :
,

戈笠
:

一 p 〔(L
l + ·L

Z

)
·:

,

其中 L
,

和 L
:

为 f 和 g 关于 y 的 L IP s c hi 垅 常数
,

M为 h 的一个上界
.

因此
,

我们得到

引理3
.

1 对上面定义的 x (
二 , t )和试动

,

如果

{x
。
一 g 。 !二 o (

。2

)
,

那么

}二 (
: , t )一夕(

r
)!二 o (

。2

)
, : = O (1 )

.

建立相应于系统(3
.

1 )和 (3
.

2 )的P o in c a r亡映射 ;

尸 ; : 刃
r。

·

一
万

r . ,



其中

据根

一类近可积H a m 是lto n 系统中随机现象和 S m 时
。
马蹄间的关系

尸
。: 刃

: 。

一
> 万

: 。 ,

刃
: 。

= {(二
, :

)〔D x S 务}: = : 。〔仁。
,
T 〕}

,

S子~ R / T
.

注意到
,

当用尸 :来研究(3
.

扮的 动力学行为时是有误差的
.

因为 h 关干 r 和 t
,

即 丫

有不 卜
l

下的周期
,

当我们在胎面 D x S子上 讨论时
,

h中灼 :
/

:
中的

r 被扭曲了
.

幸而
,

引理3
.

1类似的推导
,

在o(
。“)

,

误篆不会发生作用
。

根据引理 3
.

1
,

我们知道
:

P : x 一 P
o
x 二 o

(
。么) (戈〔D )

.

定理3
.

1 映射尸 :和尸
.

满足如下关系
:

P : = 尸
。

十 。
(
。“

)
.

如果(3
.

2 )具 有S m a le 马蹄意义下的混沌
,

则尸
。

有一不变集刀(〔
‘

~ 3〕)
.

1 9 7 0年
,

5
.

s m al e 证明了
:
尸

。

垦 g 一稳定的
.

因此
,

当 ￡ 充分小时
,

尸; 也有一不变集

刀
z

(〔2、3〕)
.

口一稳定性也使我们知道
,

尸 ;是可以用来研究(3
.

1) 的复杂行为的
.

定理3
.

2 如果 (3
.

2) 有与
￡ 无关的简单零点

,

则(3
.

功有S m al e马蹄意义下的 混沌
.

现在
,

我 们就可以讨论象系统(2
.

1) 或(3
.

1 )
、

(3
.

幻 中的混沌或随机性了
.

四
、

应 用

在这一节
,

我们利用第三节中的结果来研究一个近可积的H a m il七o n 系统
,

发现了一张

随机网
,

它实际上是S m al e马蹄意义下的混沌结构
.

我们研究的系统如下
:

1
。

.

1
。 。

a
_ _ , ,

n
. 、

月 L劣
, 夕 ,

勺 = 万犷 十 。 。
“
x
一

￡ L
一

c o 吕L麟一“r)
乙 石 邢

+ 2 : 2

脚
“s in (2。 一口。 )t

其 中 N 。二 口
,

N 为正整数
.

该系统描述了一类加速器的共振域 附近的运动 (仁9 ] )
.

作变换
:

二 = (ZJ / 。 )
‘/ 名5 in 口

, , = (ZJ。 )
’/ Z e o s口

,

系统(4
.

2 )变为女r工下新的H a m il七o n 系统
:

(4
.

1 )

; (,
,

。
, , ,一

, 一芳艺
‘
·

(
、

阿
一

、
“ 2

卜
。。(

。“一“‘)
、 口J / /

+ 。。2刀J
(z 一 e o s 2 0 )s in (2。 一 g 。 )t (4

.

2 )

其中(J
,

幻为作用
一
角变量

,

J
,

(
·

)为B eS 8e l函数
.

注意到N o )二口
,

取母函数F 二 (N O一口 t )I
,

得新的H a m ilt o n 系统(〔1 1
、

〔5、6 ] )
:

~
_

_ 、

~
, 、 、

aF
“

‘

(l , 卯
,

t )= 月 (J
,
创 , t ) + 一

丽
(4

.

3 )

(I
,

叻为新的作用
一
角变量

.

从前两节的结果
,

我们只需研究相应于系统(3
.

2)的如下系统
;
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I
,
二

一

华J ,

舟

(知)。in 。 + 。
卫旦Z e 。。

口 (
一

邻
一。,

)
一““(p )s‘n 尹

(4
.

4 )

切,
二

N a

口P

J ; (、。)
C 。。、 + 。

丝
。in (嘿一

。:

卜
。。一。)C 。。、

白J \ J V / {
其中 户= (ZN I /。 )”

, : ~ 一。t
.

至于这个系统是如何得到
,

可参见第二节
、

[ 1〕
、

仁5、 6〕
.

我们没有写a( p )和 b( p )的具

体形式
,

因为
,

正象后面 将看锄的
,

他们在计算中并不发生作用
.

系统(4
.

4 )的未摄动系统的H a m ilt o n 量为

。
。
(I

, , )一含
J ,

(知)c o s* ,

其相应的双 曲和椭圆不动点集分别为
:

P
、
= 笼(p

爷 ,

沪 )}J
,
(知

爷
)= o

,

甲爷 = 士二/ 2 }
,

P
。

二诬(p 气甲
朴
)IJ介(知

关
)= o , 甲爷 = 0 , 二 }

.

连接两不动点(p气士二/ 2)的弧状鞍连线的方程为
:

(p (
·

,
, 中(

·
, , 一 (

p一 2

一
‘g

(
‘h

(;
二
))) ((

。一 士署
一

)
〔p 。

)

Na
一

耐一一其 中
a J拭 kp勺

,

诚约 为奇函数
.

很容易计算出相应的M el ni k o v 函数
:

M
,

(
r 。

)=
4 a
刀I

补

{于
。。。, c o s

(粤
一。·

)
d二 C 。““一

显然
,

它有与
已 无关的简单零点

,

因此
,

在 己充分小的情况下
,

所有的弧状鞍连线都横截相

交
。

连接鞍点(p 犷
,

士二/ 2 ) 和 (p 曹
,

士 , / 2 ) 的 直线状鞍连线方程
,

比如图 1中的 A B的方程

为
:

(。(
:
)

, , (
:
))一〔

。‘
(
二
)

,

万、
,

‘ /

很明显
,

J武 kp气叼 )。o ,

卜, 士。
.

。

椭圆不动点 X 双曲不动点

口 1
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计算相应的M时ni k o v 函数
,

得
:

M
Z
(一 ,一I

C尺j

一 C照
誉

J ! (、
·
(
·
))

一

半
。, n

(弄
一。(

· + 一

))
d ·

= l
: e o s g 了。+ 1

2 s in g r 。 .

其中 I: 二 一 J
C丈

口

J·(。
·
(
·
))“‘n

(寿
一 。·

)
d ·

,

l
:

二 一 I几
‘·‘。

·
(
·
))。。S

(舟
一。·

)
d二

由于除了最多可数个 q外
,

l
,

和几不可能同时为零 (以。〕)
,

因此
,

M
:
(

r 。
) 有与

巴
无 关的

简单零点
,

也就是说
,

当 。很小时
,

所有帕勺直线状的鞍连线都横截相交
.

由于B e
韶el 函数有无穷多个零 点

,

我们从而知道系统(4
.

4 )有一张由无穷条横截相交的

分离线构成钓随机网
,

这实际上也是 S m al e马蹄意义下的一种混沌结构(〔2、 3」
、

〔1 1〕)
.

由定理3
.

2
,

系统(4
‘

l) 也有一张随机网
,

并且是一个 S m al e 马蹄意义下的混沌结构
.
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S m a le h o r s e s h o e .
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t im e s e a le , s t o e h a s t ie w e b


