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摘 要

本文用Bi
r k hof f级数正则变换方法求出保守双摆运动方程的近似积分

,

并把近似积分的等值

曲线与数值仿真结果作了比较
.

由此清楚地看出
,

当能级提高时
,

系统由近可积的成为不可积的
,

即其运动情况由规则的转变为混沌的
.

本文还介绍了演示上述性态的一个保守双摆模型
.

关封词 保守双摆 不可积性 混沌 正则变换 数值仿真 Bi rk h o ff级数

一
、

引 言

近年来对混沌性态的研究有很大的兴趣
.

除了映射系统外
,

目前的研究工作主要集中在

简单的常微分方程系统
.

可能表现混沌性态的常微分方程系统至少是三维的
,

实际研究的几

乎只是以下三种模型
.

前两种是耗散系统
,

其一是三维 自治系统
,

以L or e n z 方程为代表
,

它是 B e n a r d 流的一种极度简化的描述
,

另一是单 自由度强迫振子
,

以 D u ffi n g 方程为代

表
.

第三种是二 自由度保守系统 (它的 H a m ilt o n 函数 与时 间无 关的系 统 )
,

以 H ‘n o n -

H ei les 系统为代表
,

它描述了小范围内呈圆形
、

大范围内呈三角形的势阱中粒子 的运动
.

对于H a m il 比n 系统的研究已有很长历史
.

人们本来希望找到其运动方程的积分
,

用分

析形 式给 出运动轨道
.

但
一

长期的努力归于无效
,

人们终于逐渐认识到
,

可积系统只有很少的

几种
,

例如单 自由系统
、

线性系统等
,

绝大部分H a m il t o n 系统都是不可积的
.

不可积系统

中的运动状态究竟有什么规律
,

一直是一个困扰人的问题
.

本世纪六十年代
,

证明了有重大

意义的K A M定理
.

该定理指出
,

在 非共振条件下
,

若可积系统受到小摄动
,

则其中 的大部

分规则轨线仍然保持
,

极少部分成为混乱的
.

摄 动较大时以上局面不再保持
,

大部分轨线混

乱不堪
.

七十年代末期
,

对混沌的研究兴趣 日浓
,

现在一般认为
,

不可积系统中出现的混乱

运动状态便是一种混沌状态
.

为了判别一个H a m in o n 系统是否可积
,

往往采用通过变量的正则变换寻找 积 分 的方

法
.

这种正则变换式常称为B ir k h of f级数
,

若这个级数在某一项趋于无限
,

那么或 者该系

统确实不可积
,

或者需要寻求另一形式的级数
.

但如果得到了无限项级数
,

那么就可 以根据

这个级数是否收敛来判断系统是否可积
.

实际上当然无法求出级数的无限项
,

人们往往 就取

有 限项级数来作为系统的近似积分
.

H e in o n 一H e ile s系统的数值计算结果是 1 9 6 4 年给出的“ ’,

两年后
,

G u s七a v s o n 构造

·
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.
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了求H a m ilt o n 系统积分的一种 B ir k h o ff 级数方法的算法
,

对H e n o n 一H ei le s系统进行了

实际计算
,

并把所得到的等值曲线与数值仿真结果作了比较
.

由这一 比较明显地看出
,

当能

级较低时
,

运动是规则的
,

有限项B ir k h o ff 级数近似给出合理的结果
,

而当能级较高 时
,

运动是混乱的
,

这一近似不再适用
.

在对 H a m ll t o n 系统的混沌研究中
,

H o n o n 一H ei le s 系统这 个例子被广泛地引用
,

几乎

可说它是唯一的例子
.

这个例子虽然很清晰地说明了从近可积系统的规则状态向不可积系统

的混沌性态的转变
,

但力学家和工程师对之总还有点不满足
,

因为这个例子的力学背景不甚

明显
,

也无法用一个简单的力学系统来演示
.

本文的目的是对保守双摆这个典型的力学模型

进行研究
,

演示其中的规则性态和混沌性态
.

我们将先回顾如何通过正则变换求积分
,

然后

叙述一些数值计算的技巧
,

再给出用这些方法对保守双摆得到的结果
,

最后 说明我们制作的

一个保守双摆模型及观察到一些现象
.

二
、

通过Bi r k h of f级数形式的正则变换求积分

本节的内容主要根据文献〔2〕
.

考虑 H a m il 七。n 函数

H (P
, g )二H

‘2 ,
(P

, g ) + H
(3 , (P

, g ) + ⋯ + H
‘. ,
(P

, g ) + ⋯ (2
.

1 )

其中 H
‘’)(P月 )是 s次齐次式

万
‘. ,
(夕

, 口) = 兄
a ‘,夕

‘口‘ (2
一

2 )

设H 在P二O , q 二 O的领域 中收敛
.

对于力学系统
,

H
‘2 ,
(P, 妇 是一个正定二次型

,

容易通过特征值和特征向量分析把它变

换成正则形式
砚

H
‘”‘二

, “,一烈争
‘二 , + ” (。

‘> 0 ) (2
.

3 )

当且仅当成立
r
个线性独立关系 式

乙
a ‘,。‘= o (j二 1 ,

⋯
, r
)

时
,

称系统有
r
重共振

.

这种系统有(
, 一 1) 个积分

. r = 0对应于非共振情况
,

本节的主要 目的就是要求 出这种积分的一个近似表达式
.

其依据是
:

(2
.

4 )

亦即可积情况
.

定义1 称 H a m i七o n 函数H (x
, g )为正则形式

,

若其中H
‘么,
(x

, , )有 (2
.

3 ) 的形 式
,

且

D H (劣
, y )= 0 ,

这 里

D 一

睿
。·

(
二

命
一 , ·

命)
定理 1 设H a m ilt o n 函数H (, , y )中的H

‘: ,
(x

, y )有(2
.

3 )的形式
,

二二占+ 功(君
, 叮)

, , 二粉+ 砂(省
, 粉)

它把H (x
,

妇变换成正则形式N (雪
, 叮)

.

(2
.

5 )

则存在一个形式为

(2
.

6 )

的正则变换
,

定理2 设H a m il七o n 系统为
r
重共振的

,

即(2
.

4 )成立
,

且对 口‘
(i二 i

,

⋯
, n
)

乙
。, ‘口‘二 o (j~ 1 ,

⋯
, r )

成立有

(2
.

7 )

则 (”一 r) 个积分为

I (戈
, 夕)=息号

一

‘“ , 十“” +
. ’ ‘

(2
.

8 )
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事实上
,

对于正则形式N (雪
,

们
,

‘(2 )
(:

, , , 一

户鲁
“ , + 。‘

(2
.

9 )

就是这样的一个积分
.

于是求这种积分的变换过程分为两步
,

第一步是逐步把 H a m fl 切n 函数 化为越来越接

近正则形式
,

即使越来越多的较低阶项满足刀H
‘” (x

,

妇 = o的条件
.

引 入 第 二 类 母 函 数

平
‘. )
(二

, 刀)
,

使得

安=- x +

于是定理 1 中所述的变换成为

0琳“ )(二
, 厅)

a仃
夕, 刀十

O平
‘. )(戈

, 冲)
e义

(2
.

1 0 )

H
(
二 0平

(

, 寸十一一万二
U 汤 )

一 N (
X + - a牙

(B )

a冲
刀) (2

.

1 1 )

把(2
,

1 1) 的两边写成戈和刀的级数展开形 式
,

比较同类项的系数后得到

N “’(‘
, ”’一H

(‘’
(X

, ”, +

(军去
一

t(
8附

‘. )
一

)
’

(曝忍
少)

一

(旦答竺)
’

(旦器兴华)〕
(1《 Ij}《I( 苦

,

l一 jl+ }jl(
s 一 1 )二i

,

l) 2
, s》3

,
‘, 2 , 3

,

⋯ )

实际上
,

当‘< s 时
,

(2
.

1幻 可 以简约为

N “ )
(x

, 泞) , H “ ,
(x

, 刀)

表明低阶项在进一步变换中不受影响
.

当‘= : 时
,

(2
.

12 )可以简约为

D班
‘” (二

, 刀)= N ‘. ,
(x

, 刀)一H ‘a ,
(x

, 刀)

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

这是确定第二类母函数不
‘, , 的方程

,

由此定出的牙
‘”即可用于(2

.

]2 )对高阶项进行变换
.

这

种变换过程可 以示意地用图 1 表示
.

H (x
,

刃二万扩
’十万石

3 , 十H 5’) + ⋯ 十H 石卜盆’十H 么
, , 十 H 犷

牛, ’十⋯

11 今牙忆,咤乡牙
(3 , 今牙

(, 杏牙
《3 , 番牙

‘”,

N 内十N ‘3 , + H 兰
‘, 十⋯ 十H I

忍 一盆’十H f刃 十H f
‘ 十笼’+ ”。

杏平“户 杏
·

沙“, + 分 ‘. 杏平“了

今牙
(a . ’〕今

JV ( , , + N (吕) + 万 ‘,) + ⋯ + N ‘a
一 1 , +

平
‘冲” ) 小砂‘一 1)

H 了‘户
二 .

t
二叮

杏平(.a〕

十H ;二之封十一

杏研(, )

那( , , 十万(, , + 孙“ , +
,
二 + 刃‘a

‘’, + 万‘. , + 万丢:士系{+
,
二

杏苹( , 十’决

N (蚕
, 刀) , N ( 2 、

+ N
‘, , + N ‘4 ; + ⋯ + N ‘, “’, + N (, 户+ N

t . ‘” + ⋯

日 1 把H a m ilto n函橄附化为正期形式

第二步是由
“

正则
”

(睿
,

们坐标系逐步变换 回原来的 (劣
,

妇坐标系
,

(2
.

10 )的方程求逆变换
.

最终得到原坐标系中积分的近似表达式
.

求出这些积分后
,

就可以描绘它的等值线
.

以二 自由度系统为例
,

即根据给定的能量值E 和积分值J
,

由

H (g
: , x , ,

劣:
)= 万

,

I (夕
: , 男 : , 劣 :

)二J

即对一 系 列 形 式 为

考虑 y : = 0 的截面
,

(2
.

1 5 )
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对一系列的二
;

值求出相应的 x Z ,

脚值
,

并在 (x
Z , 夕2

) 平面中画出这 些等值线
.

下节将略述计

算这些等值线的技巧
.

三
、

数 俏 计 算 技 巧

我们编制了用上节的方法求二 自由度 H a m il 七。n 系统运动方程的积分的 程 序
.

除 此之

外
,

本文的数值工作主要有两部分
,

一是计算积分的等值曲线
,

二是用直接数值积分法对运

动方程进行数值仿真
.

本节略述若千值得一提的有关技巧
.

积分的等值曲线是由非线性方程组 (2
.

15 ) 计算的
.

等值曲线的形状是迂迥曲折的
,

也

就是这个方程组通常是多解的
.

为了求出这些解
,

最好的方法是在计算时跟踪这些曲线
.

我

们用拟N ew 七o n 法 (B P G S法 ) 解方程组(2
.

1 5 )
,
以便在不太好的初始猜测下也 能 收 敛到

正确的结果
.

但良好的初始猜测对节约计算时间和避免发散性具有决定性的意 义
,

我们采用

的主要技巧有 (详见〔3]

1
.

自适应最优 多项式插值

由已经求得的等值曲线上的 n 个点
,

可以用 n 阶以下的 L a g ra n g e 多项式插 值推 测第
” + 1点的位 置

.

究竟采用哪一阶多项式
,

则通过比较若干个不同阶次的多项式对于已求得的

第 n
点的外推效果的好坏来确定

.

2
.

适 当变换 自变量

设平面上的等值曲线由关系式y 二 f(幻描写
,

当 !△川 《 }△川 时
,

曲线十分陡 峭
,

显 然

取夕为自变量而计算
戈是方便的

,

反之应取 x 为自变量
.

在计算过程中需适当变换 自变量
,

这

样能顺利地计算转圈的封闭曲线
.

3
.

步长的调节

当等值曲线较平坦
,

即曲率较小时
,

自变量的步长可以取得较大
,

反 之 应 当取得较小
.

一般可以按拟N ew t o n 法需迭代多少次收敛来确定是否需要调整步长
.

进行数值仿真时
,

我们应用的是自动调节步 长R u n g e 一K u 七七a 一F e h lb e r g 方法 (例如

见〔4〕)
,

但辛积分方法可能更好一些
,

例如参看〔6 〕
.

对
n
自由度的H a m il七o n 系统

,

我们有2n

个一阶常微分方程
,

但独立的变量只有2 , 一 1个
,

我们需时时根据 H a m il七。 n 函数取常值的

条件加以校验
.

此外
,

我们需要的是轨线与相空间中某一个截面 (例如 y :

~ 0) 的交 点
,

但

在实际积分过程中只能得到夕
,

(t
:
)< 0和y ,

(t
‘十 ,

)> 。
.

为了确定对应于夕
,
(户)= o的产

,

可采用

H o n o n 的方法〔6 ’,

即把方程改写为以y ,

为自变量
,

以 t‘十 ;

(y
:

)为初始条件反向积分求出 t,
(。)

,

即对应于, :

二 0的户
.

四
、

对保守双摆的结果

保守双摆 (图2 ) 的 H a m ilt o n 函数为

H 一
合(

m ! + m Z
)‘:‘: + m : ‘二‘:‘1‘Z e o : (二

2 一二 1
) +专

m Z‘: , ;

+ 。,夕l: (1 一 c o 。劣 :
) + fn : 夕〔l: (1 一 e o : 二 :

) + l:(1 一 e o o x :
)〕 (4

.

1 )
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一一
—
一一一

一
- -

~ 一 ~ , ~ ~ ~ ~
.

-

一
.

一

一
一

其中 g 为重力加速度
,

其他文字的意义见图2
.

取 m , = 3川: ,

l: = 12 / 2
,

(4
.

1 )成为

1
尸

. 。
二

月 = 不
一

L Z 艾十 C O S (戈
2
一 x ,

)之
一云2 十刹

_

J
‘

+ 2。名(1 一 e o s x ,

) + 。 : (1 一 e o s x Z

) (4
.

2 )

其中 。 {一 g / (21
:
)

.

把(4
.

2 )中的三 角函数展开成 T a y lo r

级数得到

。 1
, , , . ,

月 ~ 万(劣 ; 十 2 ‘多 , 十 男 ;
)+

合
。 ; (2二 : + 义 ,

一奇(
二2

一 ,
“‘!’2 -

矗
。 : (2二 : + 二 , ) + ⋯ (‘

·

3 ,
口 2 保守双樱

首先需把H
‘, ’化为正则形 式

.

对应的线性化系统的固有频率是

1
.

。‘”’艺‘工土口
,

万{)。
。 (4

.

4 )

其特征向量构成模态矩阵

「 1 ]
_

1 1
一

1
l 一j

一 十
‘

一厂
一

厂于
二

一 一 二

一
二

日

! 材 2 可 6 V Z 丫 6 1
A 二 }

几一
_
_

_ _
_
_

)
I一 /多 /卫

_

_

!
七 闷 3 闷 S J

(4
.

5 )

作变换

就可以把(4
.

3) 变换 为

x ~ A 恋 (4
.

6 )

, 1
, ‘

。
.

二 、 。

月 一二
一

( X ; 十 X
,
)

.

艺
、

+

邀
一

(。 , , ‘+ 山至至委)十万 (,) + ⋯ (4
.

7 )

而后 就可以 按第二节所述的方法把它的低阶项 (本例直到 8 阶项 ) 逐步化成正贝哪式
.

再作

出近似积分的等值曲线
.

并与数值仿真的结果作比较
.

图 3 至图 6 给 出了六组计算结果的比较
.

由图 3 和图 4 可以看 出
,

当系统处于较低能级

时
,

系统是近可积的
,

所求得 近似积分的等值曲线与数值仿真结果十分接近
,

具有大量代表

拟周期解的封闭曲线
,

其内部则有代表周期解的离散点
.

而由图 5 和图 6 可以看 出
,

当系统

处于较高能级时
,

系统是不可积的
,

近似积分的等值 曲线与数值仿真结果只有很 少 共 同 之

处
,

数值仿真中貌似随机分布的各点
,

显示系统的运动状态是混沌的
.

其中能级稍低的情况

包含着少最代表拟周期解的封闭曲线和代替周期解的离散点
.

五
、

演 示 模 型

为了演示保守双摆中的规则运动和混沌运动性态
,

我们参考国外资料制造了一个保守双

摆演示模型如图 7
.

两个摆的转轴上都装有滚珠轴承
,

它们的摆动都十分灵活
.

由于空气阻尼

和轴承中的摩擦阻尼
,

这个双摆当然不是真正的保守系统
,

但因其能量耗散甚为缓慢
,

却可

以在相当长的观察时间内表现保守系统的典型性态
.

当初始摆角和初始角速度都较小时
,

圆

盘形的主摆以 及副摆都表现规则的运动性态
.

否则将观察到混沌性态
.

最方便的是让主摆有

较大的初始偏离
,

而后副摆就明显地表现混沌性态
,

例如它会向左转三圈
,

然 后 向 右转五
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2 3

1

—
副摆

,

2

—主摆配重
.

3

—
主摆

日了 双扭橄坦

圈
,

接着在中间摆动几次
,

再向左转

两圈等等
.

当然
,

这个模型只能用作

演 示
,

但可以在此基础上改进以便进

行记录并作进一步的分析
。

联邦德国斯图加特大学力学研究
.

所的W
.

0
.

S o h ie h le n 教授和 E
.

K re u y er 教授提供了有关双 摆模型

的一些资料
,

本系杨长俊
、

周谧如和

何冶奇同志曾在模型制作等方面提供
·

过一些帮助
,

在此一并致谢
.
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