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摘要: � 建立了弹性_幂硬化蠕变性材料� 型界面裂纹准静态扩展的力学模型, 求得了在裂纹表面

自由和裂纹面有摩擦接触两种情况下, 裂纹尖端应力场分离变量形式的渐近解�� 求解结果表明:

� 型界面裂纹问题的应力、应变具有相同的奇异性; � 型界面裂纹尖端场不存在振荡奇异性; 材料

的幂硬化指数 n 和弹性模量比对裂纹尖端应力场幂硬化蠕变性材料区有着显著的影响, 而弹性区

仅受幂硬化指数 n的影响, 当 n很大时, 蠕变变形占主导地位, 应力场趋于稳定, 不随 n 的变化而变

化; 泊松比对裂纹尖端应力场的影响不明显��
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引 � �言

在工程实际中, 存在着这样一类界面: 一面是弹性体, 一面是蠕变材料��如地层中表现出

蠕变性特征的泥岩层与弹性岩层间的界面便属于这种情况��泥岩层与弹性岩层间的准静态剪

切滑动是导致油水井破坏的主要原因之一
[ 1]��因此, 弹性_蠕变材料 �型界面裂纹准静态扩展

问题的研究对于工程实际具有理论的意义��

界面裂纹的研究始于 Williams[ 2] , 他采用级数的渐近展开法, 分析了各向同性弹性双材料

界面裂纹问题, 发现 �型和�型裂纹尖端的应力具有 r
- 1/ 2+ i�的振荡奇异性( 其中 �为振荡指

数) , 从而得出裂纹面互相嵌入的结论��从物理的角度解释这一现象是十分困难的��为了解决

这一问题, 人们又陆续提出了一些新的模型, 如 Comninou[ 3] 和 Erdogan[ 4] 分别提出的接触区模

型和均匀层模型�� Shih 和Asaro[ 5, 6] 首先对于非线性材料界面裂纹尖端场的问题进行分析, 他

们给出不同弹塑性材料界面裂纹问题的数值解��给出的数值解与混合型与分离变量形式的裂

纹尖端解相近, 该场解不具有振荡奇异性��T. C. Wang
[ 7]

通过渐近分析找到了弹塑性界面裂
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纹分离变量形式的HRR 型解��

在高温高压下, 一些地质材料表现出蠕变性特征��对于裂纹稳态扩展问题, C. Y.Hui 和

H. Riedel
[ 8]

得出应变和应力具有相同奇异量级和裂纹尖端场是局部自治的结果��Y. C. Gao
[ 9]

采用弹_粘_塑性本构模型, 研究动态扩展裂纹问题, 指出场的局部自治反应了材料固有的性质

和裂纹动态扩展的特征��对于弹性_幂硬化蠕变性材料界面裂纹问题,M.Taher,A. Saif 和C.Y.

Hui[ 10] 研究了平面应变条件下 �型界面裂纹扩展问题��L.Q.Tang, X. G. Sun 和 Z. Q. Wang[ 11] 研

究了平面应变条件下 �型界面裂纹扩展问题��李永东和唐立强[ 12] 给出了刚性_幂硬化蠕变性

材料 �型界面裂纹尖端场的渐近解��

本文对弹性_幂硬化蠕变性材料�型界面裂纹准静态扩展问题进行了分析, 得到了分离变

量形式的渐近解, 讨论了材料常数对裂纹尖端场的影响��对界面粘接处 ��r 的间断量进行讨

论, 为研究油水井套管损坏问题提供了理论依据[ 13]��

1 �基 本 方 程

1. 1 �力学模型

图 1给出了材料 1 和材料2 之间的界面裂纹沿 X 方向作稳态扩展的模型�� xoy 为原点在

裂纹尖端与裂纹一起运动的随动坐标系�� 材料1为弹性幂硬化蠕变性材料位于区域0 � � �

图 1� 力学模型

�, 材料2为完全弹性材料位于区域- � � �� 0�� 假设 �ij , �ij ,

��ij 和��ij 分别为应力、应变、应力率和应变率张量�� 材料1和材

料2 的弹性模量和泊松比分别为 E+ , �+ 和 E- , �- �� 在本文

中, 当+ 号用作脚标时表示材料 1 的物理量; 当- 号用作脚标

时, 表示材料2 的物理量��公式的书写采用 Einstein 求和约定,

除非特殊说明��

假设�� 是时间微分算子, 对于裂纹稳态扩展, 物质导数为

� � �� =
D �
Dt

= - V
� �
�x = V

sin�
r
�
��- cos�

�
�r
�, ( 1)

其中 �为任意物理量��

1. 2 �基本方程

对于平面应力情况, 弹性幂硬化蠕变材料的本构方程为

� � ���� =
1
E

( 1+ �)����- ���rr ��� +
3B
2
�n- 1

e ���-
�rr���

3
, ( 2)

其中 B 为幂硬化系数, n 为幂硬化指数, ���为Kronecker 符号�� �e 为有效应力, 在平面应力情

况下,

� � �e = ( �2r + �2�+ 3�2r� - �r��)
1/ 2

; ( 3)

几何方程为

� � �r =
�ur

�r
, �� =

ur

r
+

1
r

�u�
��, �r� =

1
2

1
r

�ur

�� +
�u�
�r -

u�
r

; ( 4)

应变协调方程为

� � 1
r
�2

�r 2( r��) +
1

r
2
�2

��2
( �r ) -

1
r
�
�r ( �r ) -

2

r
2
�2

�r��( r �r�) = 0�� ( 5)

引入Airy 应力函数 �, 应力分量用 �表示为
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� � �r =
1
r
��
�r

+
1
r

2
�2 �
��2

, �� =
�2
�
�r 2 , �r� = -

�
�r

1
r
��
�� , ( 6)

则平衡方程便自动满足��

2 �控制方程及其渐近解

2. 1 �应力和应变的奇异性量级分析

设应力具有 r
s
的奇异性, 若在变形中弹性变形和蠕变变形同时处于主导地位, 由( 6) 式和

( 2) 式可以分析得出

� � s = ( 2n - 3) / ( n - 1) , ��� � r
- 1/ ( n- 1)

, ��� � r
- 1/ ( n- 1)

, ( 7)

应力和应变具有相同的奇异性��取应力函数的奇异性主项为

� � � = Ar
s
f ( �) , ( 8)

其中 A 为待定常数, f ( �) 为角分布函数��

应力可表示为

� � ��� = Ar
s- 2����, ( 9)

其中应力角分布函数 ����的分量为

� � ��r = f �+ sf , ��� = ( s - 1) sf , ��r� = ( 1- s) f ��� ( 10)

有效应力可表示为

� � �e = Ar
s- 2��e,

在平面应力情况下

� � ��e = ( ��2r + ��2�+ 3��2
r� - ��r ���) 1/ 2�� ( 11)

应力率可表示为

� � ���� = Ar
s- 2�

�~

��, ( 12)

其中

� � ��
~

�� =
V
r

= sin�
d

d�
- ( s - 2) cos� ������ ( 13)

应变率可表示为

� � ���� = Ar
s- 2�

�~

��( �) , ( 14)

其中

� � ��
~

�� =
1
E

( 1 + �) �
�~

�� - ��
�~

rr��� +
3A

n- 1
B

2r
��n- 1

e ���� -
��rr ���

3
�� ( 15)

2. 2 �控制方程及其渐近解

在 � � � �区域内, 由本构方程( 2) 得

� � ��+��, �� = -
�+
E+
��+rr , �� +

3B
2

( �+e )
n- 1
�

+
��-
�+rr ���

3 , ��
, ( 16)

� � ��+��, �� =
1 - �+

E+
��+��, ��+

B
2

( �+e )
n- 1�+�� , ���� ( 17)

由( 16) 、( 17) 并考虑率协调方程 ��+��, �� - ��+��, �� = 0 , 得出材料 1 的控制方程如下

� � -
1
E
��+��, ��+

3B
2

( �+e )
n- 1
�

+
�� -

2�+rr ���
3 , ��

= 0�� ( 18)

控制方程用应力角函数表示为

� � 4 ( s - 4) K ( �) cos�- K�( �) sin� +
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� � � � ( s - 2) ( ��+e )
n- 1

( 2s + n - 6) ��+� - ( s + 2n - 3) ��+r +

� � � � d
2

d�2
( ��+e )

n- 1
( 2��+r - ��+� ) - 6( s - 2)

d
d�

( ��+e )
n- 1��+r� = 0, ( 19)

其中

� � K ( �) = f
( 4)
+ + 2( s

2
- 2s + 2) f

�
++ s

2
( s - 2)

2
f + �� ( 20)

在- � � � � 0 区域内, 易于求得弹性材料的渐近解为

� � f - = c1cos( s�) + c2sin( s�) + c3cos( ( s - 2) �) + c4sin( ( s - 2) �) , ( 21)

其中 ci ( i = 1, 2, 3, 4) 为待定常数, 由界面交界处的连续条件和裂纹面的边界条件来确定��

3 �连接条件、正则条件及边界条件

3. 1 �界面交界处的应力连续条件

在界面, �: �= 0 处的应力连续条件为

� � �� � = 0 和 �r � � = 0, ( 22)

其中, � � 表示物理量 �在界面 �处的间断值, 用角分布函数分别表示为

� � f + ( 0) = f- ( 0) , f
�
+ ( 0) = f

�
- ( 0)�� ( 23)

3. 2 �界面交界处的位移连续条件

在界面, �: �= 0 处的位移是连续的, 即

� � ur � = 0 和 u� � = 0��

应用位移连续条件, 可得极坐标下的应变连续条件为

� � �r � = 0,
��r
�� �

- 2 �r � � - 2r
��r �
�r �

= 0�� ( 24)

由方程( 1) 和( 15) , 方程( 24) 用角分布函数分别表示为

� � 2( s - 2) ( ��+r - �+ ��+�) - ( ��+e )
n- 1

( 2�R+
r - �R

+
H) =

    2B( s - 2) ( �R
-
r - M- �R

-
H )   ( H= 0) , ( 25)

  2( s - 1) ( s - 3) ( 1+ M+ ) ( 2- s) �R
+
r H +

3
2 ( �R

+
e )

n- 1
�R

+
r H -

    ( s - 2)
d

dH ( 3 - s ) ( �R
+
r - M+ �R

+
H) + ( �R

+
e )

n- 1
�R

+
r -

�R
+
H

2
=

    B( s - 2) ( s - 3)
d

dH
( �R

-
r - M- �R

-
H ) - 2( s - 1) ( 1+ M- ) �R

-
r H   ( H= 0) , ( 26)

其中 B = E+ / E- 是弹性模量比# 

3. 3  正则条件

当 H = 0 , 由方程 ( 19) 得正则条件

  4( s - 4) K ( H) + ( s - 2) ( �R
+
e )

n- 1
( 2s + n - 6) �R

+
H - ( s + 2n - 3) �R

+
r +

    
d

2

d H2 ( �R
+
e )

n- 1
( 2�R

+
r - �R

+
H ) - 6( s - 2)

d
dH

( �R
+
e )

n- 1
�R

+
r H = 0   ( H= 0)# ( 27)

这是含有 f
( 4)

+ ( 0) 的方程,当 f+ ( 0)、f
c
+ ( 0)、f d

+ ( 0) 和 f
Ê
+ ( 0) 已知时, 由方程( 27) , 可求出 f

(4)
+ ( 0)

的值# 

3. 4  裂纹表面的边界条件

若裂纹表面自由, 则

  RH = Rr H = 0   ( H= ? P) , ( 28)
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即   f - (- P) = f+ ( P) = 0, f
c
- (- P) = f

c
+ ( P) = 0# ( 29)

若裂纹表面有摩擦接触# 则

  RH = 0, Rr H = 0   ( H= ? P)# ( 30)

假设 RH和Rr H的关系符合库仑摩擦律, 即 Rr H = - GRH, 其中 G 为摩擦系数# 裂纹面有摩擦接触

的边界条件用角分布函数表示为

  
f- (- P) = f+ ( P) , f

c
- (- P) = f

c
+ ( P) ,

f
c
+ ( P) = Gsf+ ( P) , f

c
- (- P) = Gsf - (- P)# 

( 31)

4  数值计算和结果讨论

对于 Ò 型问题, 若裂纹面自由, 则有 RH | H= 0 = 0, 即 f+ ( 0) = 0, 此时以 f
c
+ ( 0) 作为可调参

数; 若裂纹面有摩擦接触, 则以 f+ ( 0) 和 f
c
+( 0) 作为可调参数# 利用方程( 25) , ( 26) 和( 27) 可

以求出 f
d
+ ( 0)、f

Ê
+( 0) 和 f

(4)
+ ( 0) 的值# ( f+ , f

c
+, f

d
+, f

Ê
+ , f

( 4)
+ ) | H= 0 的值即为五阶微分控制方程

( 19) 的初值# 利用 Runge_Kutta 法可以在材料 1 区域内对控制方程( 19) 进行求解, 从而得到

(f + , f
c
+ , f

d
+ , f

Ê
+ , f

(4)
+ ) 随 H变化的数值解# 由边界条件和连接条件( 23)、( 29) 和( 21) 得到材料

2 区域内的( f- , f
c
- , f

d
-, f

Ê
-) 随 H 变化的数值解# 

   图 2 n = 25, B = 0. 5 时应力的       图 3  n = 5, B = 0. 25, G = 0. 2 时应力的

归一化角分布 归一化角分布

  图 4  n = 5时 �R r 的归一化角分布         图 5  B= 0. 1时 �R r 的归一化角分布

在裂纹面自由的条件下, 图 2给出�RAB及�Re 随 H变化的曲线; 若裂纹面有摩擦接触, 图3给

出 �RAB及�Re 随 H变化的曲线; 图4 给出 n 固定时, �Rr 随B 变化的曲线; 图 5给出 B固定时, �Rr 随

n 变化的曲线# 图 6给出了 �Rr H( 0) 随摩擦系数 G 的变化曲线# 所有的曲线都用( �Re) max = 1

进行了归一化# 
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图 6 n = 15, B = 0. 4 时归一化 | �Rr H(0) | 随

G 的变化曲线

5  结  论

1) 对于平面应力 Ò 型界面裂纹问题, 应力和

应变具有相同的奇异性 r
- 1/ ( n- 1)

, 并且奇异性指

数仅由蠕变材料的蠕变指数 n 决定# 这里的奇异

性指数不具有振荡奇异性# 

2) 在初始条件中含有材料常数 n 和 B, 所以

n 和B 影响材料1 区域内的应力场分布# 计算结

果表明, 泊松比 M+ 和 M- 的取值对应力场的分布

没有明显的影响# 

当 n 值固定时, 在 0b 到90b区域内, 应力场的

幅度随 B 的减小而减小, 而在 90b 到 180b 内, 应力

场的幅度却随 B的减小而增大(见图4中的�Rr)# 当 B固定时, 在材料1区域内的应力场的幅度

随 n 的增大而变小# 

由方程( 21) , 在区域- P [ H [ 0, 应力分布只受 n 而不受B 的影响# 当 n 固定时, 在区

域 0b ~ - 180b, �Rr 呈稳定分布, 并不随 B而变化; 图5中, 在0b ~ - 90b内, 应力场的幅度随 n 的

增大而增大, 而在- 90b ~ - 180b 内, 随 n 的增大而减小# 

3) 图 5 指出, 当 n \ 20 时, 材料 1 内的蠕变变形占主导地位, 此时场趋于稳定, 应力场便

几乎不再随 n有明显的变化# 由图2和5可见, 当 n 增大时, �Rr 和�RH逐渐趋于/对称分布0, �RrH

则逐渐趋于/反称分布0, 对称轴为 H = - 90b 直线# 

4) 在 H= 0b处, �Rr 的间断值随n和B的变化而改变# 由图4和5可见, 当 B= 1时, �Rr H= 0b

= 0, 应力�Rr 是连续# 在 n 值固定时, 随着 B的减小 �Rr H= 0b 逐渐增大# 当 B [ 0. 01, �Rr H= 0b

趋于某个定值# 在 B固定时, �Rr H= 0b 随着n 的增大而增大# 当 n \ 20, �Rr H= 0b 趋于常数# 

5) 当 B y 0 时, 弹性 _粘弹性界面裂纹问题便成为刚性_粘弹性界面裂纹问题# 数值计

算结果表明, 当 B [ 0. 01, 材料 1中的应力场不随 B 的变化而变化, 所得的结果与[ 12] 相同# 

6) 由图6 可见, �RrH( 0) 的幅度随 G 的增大而增大# 如果裂纹面的摩擦系数越大, 维持裂

纹扩展所需的剪应力也越大, 因为裂纹面间的摩擦力对于裂纹的扩展起到了阻碍的作用# 
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Abst ra ct : A mechanical model w as established for modeÒ interfacial cra ck static growing along an e-

lastic_elastic power law cre eping bimaterial interface. For tw o kinds of boundary conditions on crack

fa ces, tr action free and frictional contact, asymptotic so lutions of the stress and strain near tip_crack

were given. Results deriv ed indicate that the stress and strain have the same singularity, there is not

the o scillatory singularity in the field; the cr eep power_hardening index n and the r atio of Young. s

module notably influence the cr ack_tip field in r egion of elastic power law creeping mater ial and n on-

ly influence s distr ibution of str esses and str ains in region of elastic mater ial. When n is bigger, the

creeping deformation is dominant and str ess fields become steady, w hich does no t change with n .

Poisson. s ratio does not affe ct the distributing of the crack_tip field.

Key w ords: elastic_elastic power law creeping material; mode Ò interfacial cr ack; crack_tip field
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