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摘 要

本文考虑一类半线性椭圆型方程的边界层
一

角层现象
,

在适当的条件下
,

我们得到了摄动问题

解的存在性及其一致有效渐近展开式
.

关扭词 边界层 内层 半线性椭圆型方程

一
、

引言及外展开式的建立

关于奇摄动问题的解或其导数在定义域内部的 非一致现象
,

许多学者作了广 泛 的 研 究

(如江福汝
, ‘’,

K
.

W
.

Ch a n g 和 F
.

A
.

H o w e s 〔“, 一 「5 ’及这些文章中的参考文献 )
.

这些结

果主要是讨论常微分方程的问题
.

有关包含转向点的二阶常微分方程的奇摄动问题在文 〔1〕

中已有详细的讨论
.

K
.

W
.

C h a n g 和 F
.

A
.

H o w e 。 则利用微分不等式理论研究了某些

非线性问题
,

对于偏微分方程
,

也得到了许多类似的结果
.

如 E
.

M
.

D ej a g er 处 理了一类

线性椭圆型方程的转向点问题
〔e ’,

又如 F
.

A
.

H o w e s 〔” ,

他的工作是重要的
,

因为它涉及了

非线性问题
.

但他们都没有考虑摄动问题的高阶一致有效渐近展开
.

而且事实上
,

与常微分

方程相比之下
,

这方面的结果要少得多
.

因此可以说
,

关于这方面的研究还处于初始阶段
。

我们对如下的问题感兴趣

干
“△“一人(X

,
g )

、

U = 叫X )

(
.

尤( 口)

(X 〔口口 )

其中口是满足扩十犷< 1的 区域 (X = (二
,

妇 )
,

(1
.

1 )

(1
.

2 )
￡ 是正的小参数

.

我 们用口
十

和口
一

分别表示习中

相应于, > O和 , < O的子区域
,

因此厂= {(x
, O )

; 一 1 < x < 1 }为在口中口
十

和口
一

的分界线
.

而且

甲(X )〔C
‘么+ . , (a口)及D ~ {(x

, y ,

U ); U ( R
,

(二
, , )〔二 }

.

设(1
.

1) 中的h( X
,

U )满足下列条件

i) h(x
, 夕

,

U )对变量x 及U 在D 上充分光滑
,

而对 变量刀则分别在口
十 x R 和口

_ x R 上充

分光滑
。

11) h
。

(劣
,

夕,

U )》 l> 0 ((x
, 夕,

U )〔D )
.

1
.

3 )

1
.

4 )

.

林宗池推荐
。
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当。= 。时
,

方程(1
.

1) 变成h( X
,

U )二 o ,

本文的工作基于这样的假设
,

即退化方程h( X
,

U )= O存在一个解U 。
(X )满足

1) U 0( X )在口上连续
。

ii) u
。

(x )对变量二在奋上充分光滑
,

而对变量y分别在石
+

和口
_

上充分光滑
.

这表明aU 。
/口y在r 上不连续

.

首先
,

我们构造 (1
.

1) 、 (1
.

幻的外解展开式
,

设这个展开式为

刀(二
, 夕, 。

)~ 乙
。。

(二
,

夕)
: ”

((x
, 夕)〔石

*

) (1
.

5 )

厅(x
, 。, 。

)、艺 。。(二
, v )

e ,

((二
,

。)〔打
一

) (1
.

6 )

容 易验证 . ,

满足

h(二
, 夕 , 公。(二

, , ))= o (1
.

7 )

h
。

(劣
,

,
, . 。(劣

, 夕))
·

公,

(二
,

g )二△. 。 _ :
(劣

, , ) + 口
一

(二
,

夕) (1
.

5 )

及龙
.

满足

h(劣
, , , 趁。(二

, 夕))~ o (1
.

9 )

h
。

(二
, 夕 , ; 。(x

, 夕))一(劣
.

9 )二△屁
, _ 1

(二
, 夕) + 口

。

(戈
, 夕)

.

(1
.

1 0 )

其中函数口
,

(劣 刃 )(互
.

(x
, , ))可由诸函数. 。 , 。; ,

⋯
, . , _ :

(订
。 , 在: ,

⋯
, 有” _ :

)加 以确定
.

分别令。。(二
, , )==

“。
(二

, 夕)((二
, , )〔石

+

)及。
。
(二

, , )二
。。
(二

, 夕)((二
, g )〔奋

_

)
.

那么由 (1
.

4 )

可 唯一确定诸函数忍,

及香
.

(
n
> 1)

.

因此我们得到如下形式的外解

U ’卜“
,

一 , 一{篡,,: ,,:}
((劣

, g )〔口
+

)

((x
, , )〔幻

_

)
(1

.

1 1 )

一
_

由巨民耳才的庸青
ee

、 I
一

刁 I J‘、 I卜、‘ / I , 加 M 卜 J 沪口二 ~ 以确

在这一节
,

我们将引入一种内层展开式来描述摄动问题的内层现象
。

令 t= 夕/斌万及内层展开式形如

v (二
, * ,

斌了) 一 习
, .

(二
, t )班

尹(二
, t ,

斌了 )一乙 万
。

(二
, t )

e万

(t> 0 )

(2
.

1 )

(t《0 )

..../甩2、.....、

一一
、,矛

一
.

斌
去‘

劣犷

在新坐标系(二
,

f) 中
,

L a Pl a c e算子
e△可以 改写为

a么 a
艺

。△二宁矛 + e二羊矿 ( , , 、
- 一一 口t

: ’ .
口劣么 、‘

.

‘ z

将 打(二
, 夕 , e

) + 夕(x
, t ,

材万)及厅(二
, 夕 , 。

)+ 厂(二
, t ,

刚万 )代入方程 (1
.

1 )
,

从 (2
.

2 ) 式可

得当t》0时
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al护(二
, i

,

材
一

。
)

日t Z
二h(二

,

t斌了
,

万+ 夕)一 h(二
,

t斌
一

。
。

、

a 名夕
U )一

己 二二一
一 ,

口X
“ (2

.

3 )

以 及 卿黔亘)一、(·
, , 、 二

,

厅+ 声卜 , (·
, ,、、

一
,

厅卜
·

嘿
(‘、。) (2

.

4 )

为使U 外(‘
,

夕 , 。
) + 厂(“

, t
,

丫 。
)在厂上连续可微

,

必须有

{
U (二

, , , 。
)j

, 。。
+ 尸

, ,

v
一

‘)}二
。

= 厅(二
, v , 。

)l
, _ 。+ 厉(二

, t
, 。
) !

. _ 。

日刀 !
.

1
孟

! 十 一于一
d 夕 】, 一 o

V ￡

口U 1
.

1 口夕 i
~

~

飞 一 l 十
,
二宝 一人

了一 l

卜 o a 夕 l , , o
习 ￡ 口 t ! : . 0

(2
.

5 )

(2
.

6 )

丫夕一汁(
a一 |

比较斌
。 同次幂的系数

,

我们得到

忍。(x
, 0 ) + , 。

(二
, o )~ 石。(二

, 0 )+ 云
。

(二
, o )

刀;

(二
, o )= 云

,

(二
, 0 )

. ;
(%川 + 刃:

(x
, o )二 瓦

:
(x

, 0 )+ 石
:
(%

, o )

”3

(二
,

0 )= 云,
(二川 (2

.

7 )

. 。(二
, o ) + 刃2 。

(劣
,
0 )= 屁。

(男
, 0 )+ 万

: 。

(x
, o )

沙2 。 十 :

(戈
,

0 )= 云
2 。 , :

(二
, 0 ) (

, = 0 ,
1

, 2
,

⋯ )

r

奋

!!
、..1百...、

口否。(戈
, 0 )

a t

a云。(x
, 0 )

0 夕

a”2
(x

, 0 )
日t

a云。
(二

, o )
日t

口”1
(%

, 0 )
口t

a石:
(二

, o )
a t

日花。(戈
,

O )
日g

日云
:

(x
, o )

口t

(2
.

8 )
a泣:

(x
, 0 )

a夕

a云
2。

(二
, O)

a t

+ 一
a公:, :

(
x ,

0)
a t

O云
,

(%
, O)

口夕

十

西或‘
月产

))

八U
工 ‘

,劣日
一

日气乙
�一.a

一一

a反。 (二
, o )

a夕

十 ”
, 域今吐

-

O 丁

日森。

(二
, 0 )

a夕
十

a云
: , 十 :

( 、
, 0 )

日t (
n 二 0 , 1 , 2 ,

⋯

声

⋯
了
、

.1!‘.es.....eses、

从 ( 2
.

3 )
,

( 2
.

4 )式
,

我们可知刃。, 公: ,
石2

(云
。 ,
云; ,

云:
)满足如下的微分方程序列

}
韶

。

一、( x , 。 , 。。( 二
, 。卜

。。

卜“(二
,
”

, 。。( 二川 ,

覃
, 一 , (X , 。, 。。(二

,

。卜 万。卜“( ! ,

O
, “。‘二

, 。, ,

令
一K “’”

’

努
一 K “ ’云

‘

( t》0 )

( t( 0 )

( 2
.

9 )

{ ( 2
.

1 0 )
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l姿
一二(二 ), : + “:

(“
, ‘)

l
“ ‘

(争
一K ‘二 ,万

: +
瓦‘一

‘’

(t> 0 )

(2
.

1 1 )

(t簇0 )

一般地
,

当
n
> 3时

,

有

}
a

Z万,

口t忍
二K (二 )”

。 + 口
,

(二
, 考) (t》o )

aZ
云

,

a t么

(2
.

1 2 )

二K (劣 )万
. + G

。

(劣
, 才) (t簇0 )

在厂上
,

. 。(x
,
0 )= 有。(x

,

0 )以及由(2
.

7 )
,

(2
.

8 )式
,

我们取 否. (二
, t )二云

。

(劣
, t)二 0

.

记

K 恤 )== h
。

(工
,
0

, 石。(x
,
o ))= h

。

(x
,

0
, 习。(x

,
o ))

,

则有表达式(2
.

1 0 )~ (2
.

1 2 )
.

满足方程(2
.

功 )及边界条件(2
.

7 )
,

(2
.

8 )的解容易求得
,

它们是

}
·:
(·

, , )=
一

而赫歹俨旦
旦

公
里

业一鱼导吐)一
p
卜 “

而
,
一‘“ “, 。,

方:
(二

, t)二
2斌K (劣 ) (

卫鱼
黔〕一鱼豁吐)exn

〔“

丽
‘〕

(t《0 )

(2
.

1 3 )

由于K (劣)) I> 0
,

故刃:
(二

, t )(t> o )和万
:
(二

, t )(t( o )具有边界层性质
,

即当 t, + oo (t,

一OO )时
, 公:

(X
, 才)(污

:
(二

, t))关于二一致地 按指数形 式趋于零
.

方程(2
.

n )的通解可表为
一

- 一一一
一 1 「口

_
_

”, ‘劣
, ‘)= 刃, (劣 ’”X p L一M K (“ ) ‘J一 2万瓦万歹

一

L}
。 ”x p 〔MK (x ) (

‘一‘)〕

·

“2
(二

, ·
)d

· +

{:
一 e x p 〔、

丽
(,
一 )〕“

:
(X

, ·
)d

·

」 (2
.

1 4 )

污:
(, , t )二云

:
(x )e x p 〔斌天丈又下才〕一

2斌K (二 )而11
e x p 仁斌了

.

丈牙下
一

(于一
,
)〕

·

瓦‘
“ , ·

, d
· +

l〔
_ e x p 〔、双‘)

一

(一
‘)〕反(二

, ·
)d

·

〕 (2
.

1 5 )

容易验 证 口
:
(二

, ‘)= o (,
:
(, )e x p卜斌石可

才〕)(, , + oo
,

关于 二一致地 )以及反(二
,

f)二 O (几(t)e X p [ 斌了石下t〕)(t , 一oo
,

关于二一致地 )
,

其中夕
:
(t )和万

:
(t)均为 t的多项式

.

从 (2
.

1 3 )
,

(2
.

1 4 )式及前面的讨论可知
,

几和云:
均具有边界层的性质

.

为 T 确定。
:
(二)和污

:
(x )

,

从(2
.

7 )
,

(2
.

5 )式可以得到

_ , 、

1
_ _ , _ 、 _

l r0 _

_
”:

(, )= 令〔瓦
:

(x
, 0 )一 , ;

(x
,

o )卜
一 , ;击二、 l

一
e x p [ 斌贾而)

一 : 〕
2 乙

‘

”
一 ‘ 一“ 一 ’ 一 ‘ “ 2“K (幻 J

一 oo 一~ , “俨
7 一 “

·

认(二
, :
)d

:
(2

.

1 6 )

丢2 (戈 )二合
〔。:

(二

’·

口: (劣
,

一 , _ 、
_ 1 (+ 助 _

,

_
_

_一u )一 砚八 戈 , u )」一
石

~

万砂丁万污
‘

1 e x PL 一 材K (另 ) 丁」
‘丫 几 L潇 j J o

约 d r

利用数学归纳 法
,

G
.

(二
, t )二O (歹

-

我们可以证明 J
。

(x
,

t )= O (歹
。

(t )e x p 〔一 心天丈了r t〕)(t ”

(2
.

1 7 )

十 oo ) 及

(t )e x p 〔材天而) t〕)(t、 一 oo )
.

其 中函数笋
。

(才)及夕
”

(矛)均为t的不超过 , 次
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的多项式
。

这使得我们可以求得所有满足方程(2
.

1幻及边值条件 (2
.

7 )
,

达式具有与(2
.

1 4 )和 (2
.

15) 相类似的形式
.

(2
.

8) 的解
,

这些解的表

= ;六臾巨 屁耳才的建台
一

、
户
气‘盆 7 1 , J‘、 , 卜、卜 / , 沪

‘

M 曰 砂尸、占‘ ‘上j

由于我们所构造的外解和内层解均无涉及到摄动问题的边界条件
,

故原问题会出现边界

层现象
.

为了描述这一现 象
,

我们将在区域的边界附近构造边界层函数
.

令 母口 ; ~ a口 门口
十 ,

占二
材 1 一 劣 , 一y

刚云

,

那么算子
e△可以分解为

。△= L。+ 斌万L ; + 君L :

(3
.

1 )

其中
L 。=

1

1 一戈 2

口么

刁歹
,

{
L 1

2劣

= 一又夕了二畜犷
日么

a戈0雪
(3

.

2 )

日么

乙
,

= 叹一
一 口X

设在日口, 附近的边界层 函数形如

艺(二
,

睿
,

斌百 )一习 : 。(x
,

占)班 (3
.

3 )

将打+ 名代入 (1
.

1 )
,

得

1

1 一劣2 ~ h( 劣 ,

斌r二牙恋
一 , 忍。(劣

,

斌了二砂
一
) 十 忍。) (3

.

4 )
忍一‘
��召i
‘
宝护一a沪一a

1

1 一 二 2
= 人

。

( 二
,

材 I 二牙万
, 万。( x ,

澎丁二矛 ) + 乏。( x ,

占) )男
:

一 [ h 。

( x ,

斌 丁二护

一〔h ,
(二

,

材 丁二牙‘

, 。。十 : 。

卜 h
。

( / ,

、 、

二
, 。。)〕
会

·

‘

‘。+ 万。 )一 h , ( % ,

斌 I 二无f , u 。
)〕

·

省一 L声
。

( 3
.

5 )

而当
。
) 2时

,

有
l a : 忍.

1 一劣忿 a占
么 二 h。

(劣
,

材 I二了
一 ,

诬。( 二
,

甲 工二了
十 万。) 乏

。 + 评
,

(劣
,

动 ( 3
.

6 )

其中平
。

(二
,

省) ( n = o
,
1

,
2

,

⋯ )只与男‘( i (
n 一 1 )及万有关

.

基本
、

的要求是打+ 忍要满足原 问题在a口:

的边界条件
,

即

[打( “
, , , e ) + 艺(“

,

睿
,

斌万 )〕。口
, = 甲( ‘

,

材 i二万万 ) = 甲( , )

从 ( 3
.

7 )式可得

( 3
.

7 )

万。‘劣
,

0) = 萝(工 ) 一泣
。( x ,

材
一

1
一

二蕊厄

忍:
(劣

,
0 )二 0

( 3 8 )

男: . _ :
( 另

, 0 )二 0

万: .
(二川二一

。 (二
,

双丁互江 ) (川 = 1
,
2

,

⋯
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根据 (3
.

4 )和 (3
.

8)
,

我们有

i) 若 a (戈 )二萝(二 )一 诬
。

(荡
,

斌了互矛 )) 0
,

则

: 一

{i
‘”

“ 名 0

d 冲

了
2

{:
(卜

二2

)“(x
, ·/ 丁二砂

, “。‘X
,

斌卜‘2
, +

·
, d

· (3
.

9 )

11) 若 a (劣 )二甲(, )一
。
(‘

,

斌飞二了 )( o
,

则

{
’ 。 _ 、

二

一
刀

里
二
-

-

—
‘ ’ ‘”

尸“)石(‘一
’‘

)h (‘
,

斌1 一砂
, “。(‘

,

心飞下瓦
万 ) + r

)“
r

(3
.

1 0 )

111) 若a (劣 )二 0
,

则忿。‘ 0
.

引理 1 若 a( 二 )> o ,

那么方程 (3
.

的 存在唯一的解 乱 (x
,

约
,

满足

o( , 。(二
,

君)簇a (x )e x p [ ‘万i丁石
恋)l省〕

, 一 1 + d ( x 《1 一占
,

其中d > o为常数
.

证明 方程(3
.

9) 解的存在性和唯一性可 由隐函数理论简单地推得
.

从 (a
.

9 )式
,

我们有 lim ”。(二
,

舀)= 0
,

若存在一个点
,

如省
。
〔(o

,

。 )
,

使得忍。在雪
。
处取得

考
一) + ‘卜〕

负的极小值
,

另一方面
O忍另。

a省名

那么

鲁}
; _ : 。一” 且

鲁}
; 一 ;。》 O

·

!
‘

: _ : 。一“一,”‘一 斌

~
, “。‘一、、

了
)+ : 。(·

,

: 。))

~ (1 一 x 么

)h
。

(二
,

材丁二了
, . 。

(,
,

斌 r二万「 ) + 0乏
。

(二
,

占
。

))万
。

(二
,

蜜。)

《 (1 一 x 么

)
·

I
·

召。(x
,

咨
。

)< o (0 < 8( 1 )
.

这个矛盾说明了对于任意的省
,

总有万
。

(劣
,

豹> 0
.

现在
,

我们从 条件(1
.

‘)可知

鲁
、 一 、在二瓦,

一 : 。

(x
,

豹
.

两边乘上 e x p 〔斌 ri百卿了妇
,

则上述不等式成为

备
(。x p〔斌下万尹刃‘」

·

“。“
,

“, , 《“
·

e x p 〔斌仃二硒了占〕
万。(x

,

蜜)一 乏
。

(二
, O)《o ,

忍。(, ,

君)簇忍
。

(“
, o)e x p [ 一斌 (i 一厉

,

)
一

I
一

言卜
a (, )e x p [ 一 斌 (i‘ x 么

)l君]
.

因此
,

函数万。(劣
,

豹关于君具有边界层 函数的性质
.

论
。

假设已经求得函数 乏‘(二
,

豹 (‘= 0
.

1
.

2 ,

⋯
, n 一 1 )

,

我们将进一步求得忍。 (戈
,

豹满足

同理可推得当 a( x) < O 时的相同结

它们均具有边界层函数的性质
,

a名万.

= h
。

(x
,

甲
一

r二及丁
, . 。(二

,

心
一

1二护 )十召
。

(另
,

雪))忍
。
+ 评

。

(x
,

雪)

(”= 2。 一 1)
, 名:

(x
,
o)二 一 泣. (二

,

心 I不尹 ) (
n 二Z m )

那么

(3
.

1 1 )

(雪, 十 oo 时 )

.一

.‘

!活一
同‘00尸

一R�一一今
�
d一.二一

、..产、.户口

�么八U云知

J.人
�
�

.�
卜卜
‘�

�

,J!拍份

艺艺

‘了..扭7、..1、

从以 上的假设可知
,

( 3
.

1 1) 中的函数评
。

(x
,

幻具 有边界层性质
.

若忍。 (劣
,

韵二。
,

那么边

值问题 (a
.

1 1) 退化为一个二阶常微分方程
,

因此容 易求得其解
.

若 召。 (, ,

豹 奔 0 (a( 劝 今 0)
,
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我们令
。 , 。 、

a活
。

{三 ;一 万
、一

r忍丁丁丁
一

一二;二二
一 -

万
-

一二二二互
~ -

一厂二
P 气x , 亏)‘ 一 一万, 牛= J Z LI 一 戈

‘

)龟 n (戈
,

材 1 一 , 名 , 忍。(劣
,

丫 1 一 戈 吕
) + r )d r

u

“
一 J O

(3
.

1 2)

当一 Zm 一 1
,
一 1 + d《二《1 一占时

,

有

: .

(,
,

: )一 , (, ,

: )
}:

, 一(二
,

。)
{:
一 下

·

‘二
, 。,”‘二

, 。, d o d ‘
(3

.

1 3 )

而当”二 2 优
,
一 1 十 d ( , ( 1 一 d时

,

则

:
,

(X
,

; )一 , (二
,

; )
{:

, 一 (二
,

‘)
!;
一 评

·

(二
, 。)”‘/

, 。, d o d ‘

一
。 (二

,

斌 I二石不

这便清楚地描述 了万
。

(戈
,

豹的渐近性质
。

口(,
,

雪)

刀(,
,
o)

(3
.

1 4)

同样
,

我们也必须在a口: 二 a口 n 口
_

附近构造边界层函数

了(
x , 。 ,

、
一

、
一

卜元
;

。

(,
, 。)

;
号 (

。- y + 斌 1 一% ,

以云
(3

.

1 5 )

来描述边界层现象
.

重复上面所采用的步骤就可依次求得诸函数署
。

(”一 0
,
1

,
2

,

⋯)
,

在此不

加详细论述
.

四
、

主 要 结 果

这一节我们将建立摄动间题 (工
.

1) ~ (1
.

幻的渐近解及其精确解的存在唯一性
,

而且我们

将在最大模意义下给精确解和渐近解之误差以适当的估计
.

我们注意到
,

如上构造的各渐近展开 式只在相应边界的附近有定义
,

如内层函数 V (二
,

才,

斌‘
一

)仅当矛很小时才有意义
,

因此
,

我们必须建立适当的渐近展开式使之 在整个区域上一

致有效
。

取P0 为一适当小的正数
,

我们定义光滑函数如下

(
”“《合

。。

)

(
,》

一

号
。
。

)

(
。、:

《清
p 。

)

(今如)

, (t)一

{;
;

, )一

{;

(
一

食
p 。《‘、“

)

(
,、 一

号
, 。

)

(
。、。、
音

, 。

)

(
。》普

p 。

)

,土鹿“�,工n
�

!
/、...、

!
1

趁1..、

一一一一约豹
了.、了.、

甲一功

当 一 1 + 占( 苏( 1 一 占时
,

我们定义摄动问题的渐近解如下

户. ( x , 夕 , e
) 二刀. (二

, y , 。
) + 尹 (*)护

: .
(二

, t ,

心 ￡ )

+ 征(省)艺
: . (二

,

雪
,

斌万 ) ( (二
, y )〔口

十

)

卢
。

(二
, 夕 , 。

) = 厅
。 (4

.

1 )

性
。
) + 厕(*)介

: ,
(x , t ,

材飞
一

)

冲)Z : . ( 二
, ” ,

斌丁 ) ( (劣
, y )〔口

_

)

戈,创自
.

p

!
‘、..、

一一
、.,口

已g苏
了.、

饥
尸



7 4 周
.

哲 彦

其 中 夕。 (二
,
v

, :
)二 E 。二 (二

, 。)
。” ,

百
.
(x

, 。 , 。
)二乙 。。

(二
, 。)

。, ,

护
: .
(二

, , ,

材丁)二艺
。 ,

(二
,

t)挤
,

介
: 。
(二

, i ,

“丁 ) “ 兄
。。 (二

, t)
。

2 价 砚

艺
: 。
(二

,

雪
,

材了 )二乙
名,

(x
,

省)
。 ’

么
: 。

(二
, 。 ,

心万) = 乙 言
。

(二
, , )

。

.

显然
,

上面所定义的函数p . (x
, y ,

动在区域口(一 1 + 占《%《1 一句上连续可微
,

而在口
十

和口
_

上则分别是二 阶连续可微的
.

我们转而考虑摄动问题 (1
.

1) ~ (1
.

2)解的存 在性
.

考虑如下的问题

{
△U = h (劣

, 夕
,

U ) ((二
, 夕)〔口)

U 二 0 ((二
, 夕)〔。口)

(4
.

2 )

其中口c R “是一个边界口习〔c(
“+ “ , 的有界域

,

且设h恤
, 夕 ,

U )满足

i) 人体
, , ,

U )当眨R 固定时属于C ‘a ,
(口)

,

ii) ah /a U 连续且在D 中h/ aU 》l> 。成立
.

我们需要用到如下的不动点原理
.

定理1 (L e r ay 一s e h a u d e r ) 设E 是B a n a e h空间
,

U == T (U
,

吞)是泛函方程且0成 k( 1
.

、、1了
nO

.

心任
J才.、

、...、了....声

又设

i) 对于每一个壳
,

算子T (U
,

旬是E 上的全连续算子
,

在E 的任一个有界集

上
,

T (U
,

k) 对k是一致连续的
.

ii ) 当吞二 0时
,

方程 U 二 T (U
,

0) 存在唯一的解
,

此外
,

算子犷= U 一 T (U
,

0)

为E 上的一对一变换
.

11 1) 方程 U = T (U
,

旬的所有可能的解在空间E 上是一致有界的
.

那么
,

方程U = T (U
,

句对任何奋都是有解的
.

我们有如下的定理

定理2 设条件 (4
.

3) 中的 i) ~ 11 1) 成立
,

那么边值问题 (4
.

2)

C (么+ “ ,
(口)

.

证明 我们首先考虑如下问题

存在唯一的 解 属 于

{
△U 二吞h (劣

, 夕 ,

U )

U l。。== 0
.

(在口内)
(4

.

4 )

其中庵是满足O《益《 1的参数
.

令 E = C‘
a ,
(办)是B a n a e h空间

,

其上的模记为 1卜}I
口 ,

那么
,

对任意的厂 (x
, 夕)〔万

,

如下

的边值问题

{
△U = 舟人(x

, v ,

犷)

U !。。 = 0

(在习内)
(4

.

5)

存在唯一的解u ,
(二

,

功属于c(
名

“ (口)
,

且如下的不等式成立
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}}U }}
: + a

(
e k !!h (二

, 夕,
犷)l!

。

(4
.

6 )

其 中
c > 0是不依赖于寿和厂的常数

.

定义算子T (犷
,

k) 如下

V 犷 (二
, 夕)〔E

,
F (二

, g ) , U * 二 T (F
,
k)

.

令 S (犷)= 拼 (二
, 夕) l犷 (二

, 夕)〔E
,

11犷 (二
,

夕)11
。

《M }及6 *
(U )= {U (x

, 夕) IU (戈
, g )〔C

‘: 十 “ ,

(盯)
,

日犷〔s (厂)。U 二 T (厂
,

k)}
,

那么从 (:
.

6 )式
,

s (
。
)是万中的有界集

,

而S 。(
。
)是C ‘, + ‘ ,

(订)

中的有界集
。

由于 C ‘“+ “ ,
(必)嵌入C (“

“ ,
(肠)是全连续的

,
C ‘, + “ ,

(盯)嵌入 c ‘“ ,
(口)也是全连 续的

,

故

知S 。
(U )是C ‘“ ,

(爱)中的紧集
,

因此算子T (犷
,

k) 是全连续的
.

设U ;
(二

, g )~ T (犷
,

庵
,

)及 U
:

(x
, 夕)二 T (犷

,

k :
)

,

犷〔S (犷)
,
0 ( 吞

, ,
k :
( i ,

则

干
△(U

Z

一U
Z

)一 (掩
1
一左

2

)入(‘
, “ ,
犷)

,

、

(U
;
一 U Z

) 1
。。 = 0

.

根据 S e h a u d e r 估计
,

有

}IU
,
一 U

:

I}
: 十 。

《C Ik
;
一k

Z

! }!h (劣
, 夕 ,
犷) 11

。 .

其中“h恤
, 夕,

犷)}!
。

关于厂是一致有界的
,

这明显地表明T (厂
,

k) 在S (厂)中关于k是一致连续的
.

我们现在考虑定理 1的条件 ii )
,

当k = 0时
,

(4
.

4 )变成

{
△U 二 0

,

U I。。二 0
.

上述问题显然存在唯一解U 二 o
,

因此犷 一T (犷
,

0) 是一个单位算子
,

自然是一对一变换

验证定理2的条件iii )就是对边值问题 (4
.

竹的所有可能的解做先验估计
.

方程 (4
.

引的所有可能的解的最大模是一致有界的
,

即由极
.

值原理可得”U
,

!!
。

《M
。 ,

M
。

是

一个不依赖于k的正数
,

其中卜 }
。

表示C (口)上的范数
.

现在
,

我们估计U 。
对自变量 , 和 , 的一级微 商

.

注 意到若U 。 是 (4
.

4 ) 的一个解
,

则

U 。〔C (2 + “ ,
(觅)

,

巨H (,
, , )= h(

、 , , ,

U
*

(二
, , ))〔C (a ,

(口)
,

那么进一步的由G r e e n 公式
,

有

U ·
(X )一

!
。r

l

(X
,
Y )H (Y )d y +

{
。r :

(X
,
Y )H ‘Y )d y (4

.

7 )

其中 厂
,

(X
,
Y) ~

二 h(Y
,

U , (Y ))
.

六
一

ln !X 一 y }
,

几 (X
,

均
一命

In .‘ , ‘X 一夕}
,

X
,

““
,

H ‘Y)

记 几一

会
一
几一方

,

那么我们有

D ‘U 。(X )一

}
。D ‘r

l

(X
,

Y , H “, d‘ +

{
。D ‘r :

(X
,
‘, H ‘犷, d ‘一 I ! + I :

“
·

8 ,

由于U 。
一致有界

,

故存在正数M
; ,

使得如下关于H (X )的估计成立

鹅H (X ) }}
。二 }}h (X

,

U 。
(X ))沙

。
( M

;

上式对k一致
,

0雀k《 1
.

(4
.

9)

我 们首先看出 !‘
1

,、
命{

。 }D “n ,X 一‘日 }H (Y ) }d ‘

‘
豁{

。
}。

: In !x 一 : 日d :
.



设e 。是一个正数
,

周 哲

口
。。

= 通y l}y 一 X }< 。。}
,

X = (x
, , x :

)
,

y 二 (夕
: , 夕:

)
,

则利用下列不等

D . ln }X 一Y ! =
劣 ‘一夕‘

}X 一Y I
“ (4

.

1 0 )

我们得到
} 1

1

,‘会
。

义
。

}哥
dY

·

料
劣‘一 g -

X 一Y {
‘“y

= 1 + I
。

当y〔口一口
: 。 ,

!矛一Y }
“

) 。孟
,

故

M
,

I(
~

端
}二。一。,

}、y 、

瓷{尸卜 共 (4
.

1 1 )
广

!
‘

�丹二O

。 . 口￡o

令夕
:
二户e o 叨 + 二‘,

夕: = p o i n o + x : ,

立即可推出

, 、

豁厂
d”

{
! I

,

}
。

:

(
。。+

召0

d P二
0

一 二

二、
3 e 言I

e o

M (4
.

1 2 )

(4
.

1 3 )

同理
,

可以对 (4
.

5) 式中的 I :
进行类似的估计

.

根据定理 1
,

边值问题 (4
.

4) 对所有的 k (o ( k( l) 均有解
.

特别地
,

对k二 1
,

我们记这个

解为U (X )
,

则U (X )以
,

由S c h a n d 6r 估计可知U (X )〔a
Z
“ ,

(O )
.

关于解的唯一性则是极

值原 理的简单推论
,

定理3证毕
.

定理 2说明了摄动问题 (1
.

1) ~ (l
.

2 )存在唯一的解U
.

(X )〔c( 名“ ,
(磊 )

.

置z 。 (二
, 。) 二 u 。

(二
,
, ) 一尸

。
(二

, 。)
,

我们要证明当
e
趋于零时

,

2 .
(二

, 。)是 。 (
: “ +

蛋)
,

即

}!2 . (戈
, ; ) 一I

。

= o (
e “ +

士) (。 , o ) (4
‘

1 4 )

定义 设对于边值问题

干“U 一 h (‘
, “,

U ) ( (‘
, “)印 )

、

U 二甲(二
, 夕) ( (二

,
, )〔3日)

存在函数a 恤
, 夕)

,

夕(, , 夕)〔C “ ’
(身 )

,

并且它们满足如下的不等式

(4
.

1 5 )

△
一 a ( x , 。) 二 li m 「,

n f

a a (劣 + T , 夕)
.

Oa (劣 一 T
, y )

一一一- 一下二丁~ 一一一~
.

宁

—
-

一一 不万二 ~ ~ 一 一

O 不 O万

2 T

口a (x , 夕+ T ) aa (劣
, 夕一T )

十 , n

仁 一她一 , 一 业一1》h (二
, 。, 。 (二

, 。”
乙 I J

(二
,
y)〔口 (4

.

1 6 )
a刀(二 + T , , ) a刀(二 一 T , 夕)

。 , 、 , , _ _

「 _
_ _

_ a劣 a戈

。 + P 叹x
, 夕少= 1l ln l 吕u p

—
一
—一

一 万币 一
,

一
- -

—
了‘卜 O

“
,

a刀(二
, , + T ) a刀(二

, v 一T )
+ : u p 一一塑一一衬一里琶

~

一1《、(二
, , ,

刀(, , , ) )
石才 J

(二
,
材) ( 口 叹4

.

1 7 )
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而在
{

口上
,

a (x
, , )( 切 (x

, , )《刀(戈
, , )

,

则分别称a (x
, 梦)和刀你

, , )为边值问题 (4
.

2 5 ) 的下

解和上解
.

、

对于摄动问题 (1
.

]) 、 (1
.

2 )
,

我们定义

刀(二
, 。, e

)= 尸。 (二
, , , 。

) +
e 。‘ +

丢 (4
.

1 5)

其中
c
为常数

,

将在下文中确定
.

因为尸。 (,
, g ,

习分别在口
十

和。
一

上二阶连续可导
,

故在 口
十

或 口
_

上
, e△

十

二 e△
,

不等 式

(4
.

1 7 )变成
。△口一 h(二

, 夕,

刀(戈
, i/ ))( o (4

.

1 9 )

由 (4
.

1) 式及简单的计算可推得 (4
.

1 5) 式所定义的函数刀(二
, 夕 , 。

)当一 ] + 占( 二《 1 一 d 时

分别在口
十

和口
_

上满足不等 式 (4
.

1的
.

而在r 上
,

我们注意 , I尸。 (二
, , , 。

)属于C (2 , (盯
十

)及 C ‘“,
(夏

_

)
,

故有

△
+

p 。
(二

, 。 , 。

卜 ;
’

。△”二 + △矛
. 〕

(4
.

2 0 )

又由于P , 〔C (” (口)
,

故由 (4
.

2 0 )
,

有
e△

十

刀(戈
,

0
, 。
) 一 h (x

,
0

,

刀(二
,
0

, 。
))

瑞
〔·△, 。

(二
, 。, ·

卜“(二
, 0 ,

p 。 ‘二
, ”, ·

卜
。。
二‘)〕

魂
〔·△声

。
(二

, “, ·

卜”(二
, 。,

户
. (X

, 。 , ·

卜一
‘)〕一 卜 , (4

.

2 , )

这里
,

我们正是利用了函数尸. 的性质
,

在厂的附近
,

用L a p la c e算子△来表示算子 △
, .

因此
,

容 易证明
,

只要常数
c
取得充分大

,

(4
.

21) 中的 I《 0及 I ( 0
.

同样的计算可推得不

等式 (4
.

1 6 )当一 1 + 占( 沈《 1 一占时成立
,

其中以 a (二
, 习 ,

e) 代替上述的刀(x
, , ,

目
,

定义为

a (x
, g , 。

)二尸
.
(二

, v , 。
) 一

e 。“ +

去 (4
.

2 2)

其中
c
取得充分大

。

引理 2 (1
.

1 )、 (1
.

2) 的解关于
。是一致有界的

.

证明 利用极值原理
,

我们知道
,

存在常数 m 和M
,

使得 二《U
.

伙
,

功《M
.

进一步的

讨论可得

及 二。 m in {m in {U
。

(二
, 夕) }

,

m in {甲(二
, 夕) }卜

(‘ s , ) C 。 (‘ , , ) ‘ d 。

M = m a x {m a x {U 。
(二

, , )}
,

m a x {甲(劣
,
y )}}

.

(, , , ) ‘ 0 ( . , 一) ‘。。

显然
,

m 和M均与
。
无关

,

这证明了引理
。

取常数N 充分大使得N > m a x 魂I二 !
,

!M }}以及

!U
.

(一 1 + 占
, , ) !《N (一 1 + 占

, v)〔口

}U
.

(z 一占
, v )l《N (z 一 d

, , )〔口

然后定义如下的函数F (,
,

e)

(4
.

2 3 )

(4
.

2 4)

F (二
, 。
)
一 2 ,

(
e x p

!了咨卜
1 + 己一小

e x p

〔
一

之菩
(卜‘一))

〕
,

那么它有如下的性质

引理3 1) F (二
, 。)) 0

,

一 1 + 乙( x 《1 一 d ,
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11) F (x
, e ) 满足微分方程

君
d 名F

d x 名
一 1

.

F = 0 ,

111) F (x
, 。)= O (。

”

)
, e , o

,

一 1 + 2占( 二《 1 一 2乙
,

其中。是一个任意的正数
.

又令

尸(x
, 夕 , 。

) = 夕(二
, , , 。

) + F (二
, 。
) (4

.

2 5 )

云(x
, 夕 , 。

)= a (二
, 夕 , e

) 一F (二
, :
) (4

.

2 6)

则由 (4
.

].6 )式
,

当 一 1 十 d ( 二《1 一 d 时
,

我们有
·△

·

”一”‘二
, , ,

, )、
·

豁 一h
。

(二
, y ,

夕+ 口F )F

、
·

豁
一‘F 一 。 ‘。< , < ‘,

以及 。△
一
云(二

, y , 。
)一 h (二

, 夕 ,

反(二
, 夕, e

))> 0

而在 a口,
(一 1 + d《戈《1 一 d)上

,

有

产(二
, 夕, 。

)= P 。 + 。。“ +

士 + F (二
, 。
)) 甲(, , 甘) == U

.

(二
, g )

及 a (二
, g , 。

)= P一
e e , +

十一 F (二
, 。
)( 甲、劣

, g )二U
.

(, , g )

另外
,

在劣二 一 1 十 d时
,

产(二
, y , 。

)> N > U
.

(x
, 夕)

且 反(x
, 夕 , 。)《一N 《U

.

(x
, 夕)

当。
充分小时

,

不等式 (4
.

3 1 )
,

(4
.

3 2)对二 ~ ] 一 d照样是成立的
.

综上所述
,

根据上
、

下解的定义
,

我们已证明了如下的

(4
.

2 7 )

(4
.

2 8 )

(4
.

2 9)

(4
.

3 0)

(4
.

3 1)

(4
.

3 2 )

引理礴 由 (4
.

2 5 )
,

(4
.

2 6 )式所定义的声(二
, 夕, e

)和‘(x 刀
, e
)

,

当 一 1 + 占( 二《 z 一 d时
,

是摄动问题 (1
.

1) 、 (1
.

2 )在区域刀上的上解和下解
。

我们还需要如下的结果

引理5 如果边值问题

{
△U = h (劣

, 夕 , u
)

U ~ 甲(二
, , )

,

(在口内)

(在a幻上)

存在相应下解 a (二
,

刃和上解刀(二
,

功
,

则边值问题的任一解U (, ,

功满足不等式
a (二

, 梦)《U (、
, 夕)( 刀(x

, g ) (x
, 夕)〔刃

证明 我们只要证明U 恤
, g )《刀恤

, g )
,

若不然
,

U (二
,

, )一刀(二
,

, )在口内的某一点取得

正的极大值
,

设此点为 (x
。 , 夕。)

,

那么在卜
。 , , 。

)处
,

有△
_

(U 恤
, v) 一刀怀

, , ))《 0
,

但另一方面

△
_

(U 一刀)~ △U (x
。 , v 。、一△

十

刀(二
。,
夕。)

》h (二
。 , g 。 ,

U (二
。, , 。

)) 一h (工
。 , g 。 ,

口(x
。 ,
g 。))

二 h
.

(劣
。 , 夕。,

雪)
·

〔U (二
。 , 夕。) 一刀(戈

。 , v 。)〕》l
·

〔U 一刀〕> o
,

矛盾
,

引理得证
。

根据引理5 ,

存在一个充分刁哟正数
e 。,

当。< 。《
。。,

一 1 + d 《劣( 1 一d时
,

有

反你
, , , 。

)《U
.

(二
,
夕)《刀(x

,
g

, 。
)

,

或 }Z 。 (x
, , , 。) j= IU

。

(劣
,
夕)一p .

(二
,
夕

, 。) l《F (劣
, 。
)+

c 。‘ +

+
.

但当一 i + 2占《二《i 一 26时
,

F (二
, 。)为O (。“

+

专)
,

故
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一
呵, ~ 肠

.

- ~

一!2 . (、
, 。 , 。

) !}
。
二 o (

。” ·

% ) ((二
, , )(。

,
一 1 + 2 6《二《i 一 2占) (4

.

3 3)

定理3 如果条件 (1
.

3)
,

(1
.

4 )满足
,

那么当 0 < 。
(

。。时
,

摄动问题 (1
,

1)、 (1
.

2 ) 存在

唯一解U
。

(x
, , )〔C

‘“+ ‘ ’(蔚)
,

并且关于余项z 、
(x

, 梦 , :
)的估计 式 (4

.

5 5 )成立
.
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