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摘 要

本文研究K e lvi n 一St u ar t猫眼流在周期扰动下的动力学行为
,

运 用 M e l成k o v 方法确定出振

动型周期轨产生偶数阶次谐分枝
、

旋转型周期轨产生任意阶次谐分枝的条件
,

并进一步发 现周期

解与浑沌解共存的复杂现象
.

关锐词 浑沌 分枝 横截 异宿环 同宿轨 猫眼流 涡旋

_ 己犷 惶全
、 J . 月二l

在平面流体流场中
,

K el vi n 一S 七u ar t 猫 眼 流 是一类有 趣 的 动 力学模 型“’
.

A
.

L
.

B er 七。2 21 在文〔1〕中指出
,

二维流体流场中
,

已形成的涡旋结构
,

常常可 视 为 具有多条异

宿轨道的平面动力系统
.

并且研究了 K el yi n 一S七u ar t 猫眼流的横截异宿环的存在性
,

即浑

沌解的存在性
,

但对于周期解与浑沌解的共存性未作具体分析
.

本文拟讨论这个重要的
、

有

应用背景的问题
.

K el v in 一S七u a r t猫眼流可用如下的平面向量场来描述
:

分= a s h y / (
a e h v + 斌万落二丁e o s二 )

纱= 斌
一

石〔二r s in 二 / (
a e h夕+ 斌宁二了 e o s二) }

其 中参数
a > 1

.

这是在流体场的剪层流中所发现的一种旋涡的动力学模型
.

小控制
“

眼
”

的形状
,

较大的
a
对应着较宽的

“

眼
” 。

(1
.

1 )

参数 a 的大

二
、

未扰系统的定性分析

显然
,

系统 (1
.

1) 是可积系统
,

并有初积分

H
。
= ln (

a c h夕十斌
一

了二
一

I c o s x)

令 e x P〔H
。

〕二 h
,

则 (2
.

1 ) 可化为

(2
.

1)

,
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a e h夕+ 斌了巧下
e o s %二 h (2

.

2 )

由于 (1
.

1) 的右边关于x 为周期 2二的函数
,

故 (1
.

1)

式定义了二维柱面 S
, x R (S

, 二〔0
, 2二〕)上的一个动力 系统

.

在 戈〔〔O
, 2“〕

,

, 〔(一 OO
, 十 OO )的展开平面上

,

(1
.

1) 的相图

如图 1 所示
.

易知系统 (1
.

1) 的平衡点A (o
,
o)

,

B (2 , ,
o)是相柱面

上粘合而成的双 曲鞍点
,
C (二

,

0) 为中心
.

令 h
,
= a 一斌石〔万

~ ,

h
Z
= a 十斌了二丁

~ ,

我们有h
,
十

h : = Za
,

h : 一 h
工

~ 2斌 了二丁
,

h
l
h

,

一 1
。

当h= h
Z

时
,

(2
.

2 )对应于相柱面上连结A
,

B 粘合点的上
、

下同宿轨道
,

分别记为厂里
.

当h〔(h
: ,

h:
)时

,

(2
.

2 )式对应于包围中心 C(, ,

0) 的一族振动周期轨 道 厂空
, h> h

Z

则 对应于

上
、

下两族旋转周期轨道厂牡
,

r 全
_ .

由 (2
.

2) 式有 “h g == 斌秘‘斌
一

矛二反一
s二)

“
‘矿 /a

,

代入 (l
.

1) 中的第一式得

dt /h ~ dx /斌两二了厌二r而云刃仁矿 (2
.

3〕

据此可确定上述各轨道的参数方程
.

当h二凡
,

设r 呈满足初始条件
: t~ 0 时劣二凡 则 由 (2

.

3) 积分有

f
’

少
_

~ f
,

J
。

h
:

J
,

d x

斌一瓦二砂
二

舀葱二 1
一。6云牙夕二了

1

岁 a

喻
“一 1 )

d x
, 2“in (x / 2 )斌 r干飞7 石乏寸r而)--e 而

万丈蕊7厄)

令 口
。
= 粼

一

矿(矿一 l) /h
2

~ 澎石恋和忿二1 ) 气

则有 口0t

整理可得

1
、 _ 斌 1千(护了二 I万的就

二二二 ~ 1 1 1 _ 二

_
艺 丫1 十 (袱了二I

一

/
a
)5 1

n Z
(x / 2 )一 e o s (二 / 2 )

h 么
(对2 ) + c o s (x / 2 )

d e f

c o sx ~ 1 一 Za h,
/ (c h

“口。t一 h
;

斌
.

了二了 )= f
。

(t)

于是厂里的参数方程为

‘。“’一{
a r c c 0 S f

。

(t )

2“一 a r c c o 吕f
。
(t)

一 OO < t《 O

0 < t< + oo

, 。
(才)== e h

一 ‘无(1 /
a
)〔h

: 一 斌
一

了二1
~
c o s % 。

(t)〕} 一 oo < t( + OO

!
l、

o+厂

x 。(, )一{
2“ 一 a r c c o o f

。

(t)

a r c c o sf
。

(t)

一OO < t《 O

O< t< + oo

当h: < h< h: 时
,

(2
.

3) 积分有

(,
d t

J。 h

令
u = tg (x / 2 )

,

二 (i 一刀
2
)/ (1 + 刀

名
)

.

y 。(t)= 一 c h
一’王(1 /a ) [h

Z 一 斌
一

了二I c o s二 。

(t)〕} 一OO < t< + OO

设厂空满足初始 条 件
: t二 o 时 x = 占= a rc c 。此 (h 一a) /斌

一

了二了〕
,

由

了.,/、、
0.

厂

(
’

一不一
气

导些 书
=

一
、

J 右V L刀一 V 口
‘

一 I C O S 戈 )
-

一 0 -

d x

(2
.

4)

a Z

, (h + h:
)/ (h + h:

)
,

刀
艺

二 (h
: 一 h)/ (h一 h :

)
,

则 初 始 条件 为 c o s占

且 (2
.

4) 化为
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斌 (h + hZ
)(h一 h ;

) t

_ ,

「“ d u

= Z八、 一 1 二于 = 子二= 二二于二= 二鱿= 二气三共二

J夕丫 (a
‘

+ u ‘

)(u
‘

一万
孟

)

~ h材
一

林不万办(万二 h L
)/a 澎

~

石厄二
~

r cn
一 ‘

(刀/u
,

k)

即七g (x / 2 )= 刀/ c n 口t
,

进而有

e o s x ~ 1 一 2刀
2
/ (e n 愉t + 刀

2

) = f(t)

其 中
,

护 ~ a 么

/( 砂 + 刀
“

)
,

口一澎万恋而玄二劝一/h
, c n 及后面将出现的 : n ,

d n 为雅可比椭

圆函数
.

设闭轨厂l的周期为T
,

T 一‘”

{
一‘”

{

则 由对称性有

d x

; 甲 (h一 澎
一

了二 i
一

e o s二 )
2 一 a Z

00 Zd “

(
‘g

令一)

万了丙不瓦灭人
二幻 斌恤

“十矛)秘二刀叮
-

4 一 / 兀 八 4
, ,

,
~

了了厂
火
一
丁

, 佗

少= - 叮
.

八

其 中K 一K (的是模为 吞的第一类完全椭圆积分
.

雪
,

“
,

刀
,

口
,

k的意义同前
。

于是厂 }有如下的参数方程

x l

“, 一弋

夕1

(t)= 士

a r e e o s f(t)

2二 一 a r e e o sf(t)

o《 ltl 《K /口

K 牌< 1引《ZK /口

e h
一 ;

二〔h一 斌
.

了二厄
~

e o s x ,
(t )〕

0《t《 ZK /口 取正号
,

一 ZK / 口《t《O取负号
。

l
、产11、

厂

当h2 < h< + oo 时
,

设r }
, ,

;一{

r 全
_

满足初始条件
:

d x

.

斌(h 一M 石
泛二 r c o s x )

2 一 a Z

一 0 时
, 二= 才 ,

对 (2
.

3) 积分得

(
“一‘g

令)

一斌 (h + h
:

)(h 一 h
:

)

一 2

{
d “

0o
斌 (沪千巧(尹干矿)

-

一斌杯干瓦)邸二万))
a

. _ ,

I a
,

、
L n

‘

l

—
一 。

份, 二
、 “

- 一
,

再=其中
, a Z二 (h + h

;

)/ (h + h :
)

,

刀
2

” (h一 h: )/ (h一 h:
)

,

k孟= (a
Z 一刀

么
)/ a

Z ,

令 口 : = a斌丈万干去刃丈五二瓦) / 2h 一斌石
恋

而 {/ 2h
,

则 上 式 即 为 tg (x / 2 ),

一 a / tn 口: t
.

由此有

tn = 日n / e n
。

a / tn (一口
: t)

C O S戈=
l二鱼旦长兰丝〕_ 1 一 a Z

/ tn
Z
。: t

1 + tg
z

(劣 / 2 ) 一 1 + 了 / tn
z
口: t

1 一
Za Ze n , 口

: r

1 一 (1 一 砂)e n
Z
口 : t

d e f

一 f
Z

(t)

设r 结
, ,

T
:

= h

r 宝
_

的周期为T Z ,

则由 (2
.

a) 有

d x
_ ,

臼
一

井于于一 ~ 一注三二三三二二井 = 二笼 石 二 二 ~ 2 八、

丫 (h 一 材 a 么一 1 c o s劣 )
‘

一 a ‘

J o

d x

斌(人一刚石兀丁
e o s劣)

“
一 a 名

一 2“

{
Zd u

万丽弃丽杯二不歹
,

万了舀两不万丽拜奋了 (
。一‘g

韵
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2

~
一

面
于是厂全

, ,

F
(今

,
“2

卜
2

口 2 K (k
:
) (K (k

:
)二K )

r }
一

有如下的参数方程
:

x :

(, )一{
a r c c o sf

Z

(t)

2“ 一 a r c c o sf
:

(t)

一 K /口
2

成 t( O

O< t成K /口
2

夕2

(t)= c h
一 ‘{(1 /

a
)〔h一 斌五〔I c 0 “, :

(t)〕} }t {《K / 口2

x Z
(, )一{

2 ‘一 a r c c o s f
:
(t)

a r c c 0 S f
Z

(矛)

一 K / 口
:
( 宕《0

O< 才( K / 口
2

y :
(t)~ 一 c h

一 ‘{(1 /
a
)〔h一 双

a Z二 i
一

e o s x :
(t)〕} It !成K /马

‘
尹
、l-.了.了、三、

.

⋯
十�厂厂

若令 h , h
Z ,

则 气、 1 ,

口
2

, 口
。, T :

* + oo
,

且 e n 口
Zr二 e n (口

: t ,

棍) , e n (口
。t ,

1 ) =
“e c h口0f

,

故通过取极限可以再次得到作为 厂扎之极限轨道的 厂里的 轨 道 方程
。

同 样
,

由

厂空的方程取极限 ( 先变换成满足初始条件
: t= o时x ,

( 0) 二二的形 式 ) 亦可得到 r 里的轨道方

程
.

三
、

次 谐 波 分 枝

、、声月主
吸

八舀了几
、

、,口

!
、.

1
了y

本节讨论扰动系统的分枝问题
.

a s h y

二
, 。。h夕十以了二工

c而 x

文〔1 〕给出了扰动系统
:

。b ( t ) s h 夕e o s ‘

一澎石泛二丁 (d乙h歹千万石乏二了亡
。。x ) ‘

-

研 a Z 一 1 8 1 n 万

犷~ a e h夕+ V 了二l e o s劣

。b (t ) c h 梦s i n 二

创
一

云葱二互
-

(
a c h 夕+ 斌五〔丁

C o 。戈 )
“

。
为小参数

,

b ( t )是以 2二为周期的函数
,

并设 b (t )可展为F o u ri er 级数

b ( t ) = 乞 (
a , : i n 夕t + b , e o s夕t ) 二 习 b

,

( t )

对P = 0,

, 一 D

⋯每个谐波b ,
( t) 的扰动作用形成独立的扰动系统

:

0

,

‘O‘

a s hy

ac h夕+ 斌 了‘ 1
一
c o sx

a Z -

斌

一 1 8 1 n X

a e h夕+ a Z一 1 c o s 劣

。b
,

( t ) s h 夕e o s x

一万石〔了厕而干了石
沈

万
已b

。

( t、C h u s i ll x

十
, 一

二一
_一 ,

jf
.

几 、一
J

‘

刚 压‘二立
一

(a c h 夕十斌 矿二 1

~
一

)
}

c o ”‘ ) ‘ {
我们有如下结果

:

定理 1 设 。< 。《 1
,

对 P一 1 ,
2

,

3
,

⋯
,

若 心 十 鱿今 。
,

则系统 ( 3
.

1) ,
由 未扰 系统

( 1
.

1) 的振动 型周期共振轨道分枝出任意偶数 Zm (。 = 1 , 2 ,

⋯ )阶次谐波周 期解
.

证 系统 ( 1
.

1) 的振动型周期轨道厂全的周期

T = 4K /口= 4h K /澎
一

砚矿二
一

万
一

= 4K 甲石斌万要二丁护二 h到岁丁刃夕二万
由此易知

, T 随 k 单调增加
,

进而随 h 单调增
.

共振条件为
, T = m T , ,

即4n K /口= Z m 二 /P
,

其中。与, 互质
,

则由厂l确定的 M el ni k o v

函数为
:
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。
, ·

(t
。

卜{:
,

!
一

、

、
(
默瓮黔咒、

1
)
3

-

+
俪h

疚攀念竿孚琶g乌
二 、

)
3一

〕
“

,

(才+ , 。)d ,

一、砂
二

参功 !:
, s h v ! “‘n 二 !“

·

“+ ‘。, “‘

一
、层二

一

{:
, 一

晶
‘。。“二

!
, “

,
(‘+ ‘。, d ‘

一、命长
了一{:

, c 。。二 1

‘
,
(‘+ ‘

。

)“‘

一 , 。、愁
:
一、

一

{:
,

(卜二、洪。
一

)
〔一。。。, “+ ‘。

卜“, 。‘n , (, + , 。)〕d ,

一橇分公碧芥
一

芡
少 一、
写毫乳

t

(权, 一

命
< ‘

)
记右端积分为J (m

, n ,

P)
,

并注意共振条件
: Zn PK ~ 口m 二 ,

则有

J (脚
,

一 p , 一
{:

’ e o sP td 才

1 一 A
Z s n “

口 t (日t二约

= _ l
_

(
‘“ K

甜 J
。

1

1 一 A
Z s n Z r

阴兀 r
C O 吕

~

节万万
.

云户 -
a 公

乙月』、

据文〔

1

2 〕公 式 1
.

1
.

2有

1 一 A
2 8 n 2 了

1
_

了
_ _

_

1
_

2 \ 1 + A s n r

l
十一二一 一 」

丁
_ 一

1 一 “任吕I I T )
一

一

工丝丝七句
_

一 尤

姓兀
军

巴
十 护

一

千污士一
吮污寸专二二矿

“
下砍 )

-

八 V 又1 一刀
“

) L刁
“

一 佗一

) 夕二

sh j
s h j
研
牙

o

C o 。

理
艺

C O S 巡2兀

其 中
,

牙
。
= 二K

‘

,/2 K
,

K
‘
二K (剐 )

,

澎 一心 1二 庵活
,

万 (A
么 ,

k) 为模 k 的 第三类完全椭圆积

分
,

牙= 二‘/ ZK
,

u0 满足 d n (
“。 ,

k, )一 k/ A
,

0 < 叽< K
/ .

于是可得 J (m
, n ,

p )= o , 。
> 2 或 , = 1且。为奇数

,

J (。
, ” ,

P)=
(一 1)

“ZA 二 : h (Zq研 )
。创

一

扭
~

二l 叮(矛确勺
s h Zq 附

。 (g 一 1
, 2 ,

⋯ ; 。 = Zq , ”= 1)

进而有

M
Zq , ‘

(才
。

)~
(一 1 )

“+ ‘4P刀
2
A

8 二s h (2口牙)
。ah 刚飞矿几 )扭二刁叹矛二护 )

一

“h Zq 牙
。 (

a , e o sP云
。一 b

, s in P才。)

d e f

二M (P)(
a , e o 8 Pt。一 b , s in P t。)

显然
,

对p = 1 , 2 ,

一
,

M (p )今 。
,

故当。
孟+ 鲜年 o时

,

M aq’
‘
(t

。

)有简单零点
.

据文〔4〕

的理论
,

系统 (3
.

1 )
,

有由系统 (1
.

功 的振劝型共振周期轨道分枝出的任意 偶 数阶次谐波周

期解
.

证毕
.

定理 2 设。火。《 1
,

对P二 1
,

2
,

3 ,

⋯
,

着心 十鱿斗 。
,

则系统(3
.

1 )
,
由未扰 系统(1

.

1)

的旋转型共振周期轨道分枝出任意阶次谐波周期解
.

一 证 系统 (1
.

1 ) 的旋转型周期轨道的周期为
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T
Z
二 ZK /口

: = K 材刃百弃
,

死示7 二万/ 岁 了而
2
一 1)

由此易知T : 随k
Z

单调增加
,

随h单调下降
.

共振条件为
n T : == m T

, ,

即Zn K /口: = 2。二 /P
,

其中 。 与 n 互质
.

则 由厂全
,

与厂卜确定的

M e ln ik o v 函数为
:

M’
‘”

(‘
。

, 一
{
” , 2

t
a s h v : e h 夕

Z s in 劣
z

斌 了二丁 (
a eh 夕: + 斌 石

活二丁C o s x Z

)
”

+ 丁
一

犷丝平丛哩些纱
互

一16
.

(, + ,
。

、dt
LQ C fl 夕么十丫 a ‘

一 1 C O S 义2
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