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摘 要

本文在非阿基米德 M e ng e r

概率赋范空间中引入了概率收缩 偶 的 概 念
,

研究了非阿基米德

M
“ :

ge r 概率赋范空间中具概率收缩偶的非线性方程组的解的存在性与唯一性
.

发 展 和 改 进了引

文【1、5 1的相应结果
.

关锐词 非阿基米德M e o g er 概率赋范空间 概率收缩偶 选择映象 非线性方程组

一
、

引言与预备知识

1 9 7 7年
,

A ltm a n 〔‘’在 B a n a e h空间中所建立的收缩理论对研究B a n a e h 空间中非线性

算子方程解的存在性和唯一性起着重要的作用
,

因此引起许多作者的极大兴趣
.

作为〔1 〕的

发展
,

L e e和P a d g et 七〔
“一 ‘’
建立了随机收缩理论

,

为进一步研究随机算子和随机方程开辟 了

新的道路
.

继而
,

〔5 〕在概率赋范空间中引入了概率收缩的概念
,

研究 了具概率收缩的非线

性算子方程的解的存在性与唯一性
.

作为〔5 〕的继续
,

本文 在 N
.

A
.

M e n g e r P N 一
空间

中引入了概率收缩偶的概念
,

研究了具概率收缩偶的非线性方程组的解的存在性和唯一性
,

并讨论了N
.

A
.

M e n g e r P N 一空间中映象对的公共不动点问题
,

发展和改进了引文 [1 ~ 5〕

的相应结果
.

舀、‘
,

,
笋.

本文以下记 R 二 (一 oo
, 十 oo )

,

R
干
二〔o

, 十 oo )
,

少 表一切左 连 续的分 布函数的集合
.

H
:
R , 〔o

, 1〕表一特殊的分布函数
,

其定义为

H (‘, 一{
(t> 0 )

(t( 0 )

国家自然科学基金资助课题
.
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共元姐 (E
,

了
,

刁 )称为 非阿基米德M e n g e r 概率赋范空间(简称 N
.

A
.

M e n g e r P N -

空间)
,

如果E 是一实线性空间
,

了
:

E , 夕 (以后 记 了(二 )= F
: ,

而 F
:

(t) 表分布函数F
.

在

掩 R 处的值 )
,

刀是一卜范数
,

且满足条件
:

(P N 一 1 ) F
二

(o )= 0

(P N 一2 ) F
:

(t)二 H (t) ( V t) 0当且仅 当二二 0 )

(P N 一 3 )

(P N 一 4 )

F 二(‘, 一F
·

(1公。)
‘V ‘R

,
a 钾 ”)

F
: 十 ,

(m a x {t
, , t :

} )》刁(F
:

(t
,
)

,

F
,

(t
:

))

(丫二
,

夕〔E
,

t ; ,

t :〔R
+

)

如果 (E
,

了
,

刁) 是一 N
.

A
.

M e n g e r P N 一空间
,

J 满足条件
:

s u P刁(t
, 了)= 1

O ( 要《 1
(1

.

1 )

则 (E
,

了
,

刁) 是由邻域系

{U ,
(
。 ,
几)

,

夕〔E
, 。> 0

,

几> o }

导出的拓扑
: 的可度量化的H a u o d o rf f线性拓 扑空间

,

其中

U ,
(
。 ,

几)~ 凌二〔E
; F

二 _ ,
(
。
)> 1 一几}

按照这一拓扑
: ,

笼戈
”

卜c E 称为 r 一收敛于 x 〔E
,

如果

想
F ‘

一(‘)一H (‘) (“) “)

(1
.

2)

{x
,

卜C E 称为 : 一C a u c h y 列
,

如果

1im F 、 ,
一 二,

(t)= H (i) (V t) o)
气 m 一》 aO

E 称为: 一完各的
,

如果E 中的每一 : 一C a u c h y 列都士一收敛于E 中的某一点
.

定义 1 设 (X
,

了
,

刀 )
,

(Y
,

劳
,

刀) 是二 N
.

A
.

M e n g e r P N 一空间
,

J 满足条件

(1
.

1)
.

而 : ,

阳 : 2

分别是 (X
,

了
,

J ) 和 (Y
,

犷
,

刁)
_

仁由 (1
.

2 )型的邻域系所导出的拓

扑
.

映象p
:
D (p )c x 、 y 称为 : 一闭为

,

如果对 任 意 的 序 列 {二
。

}c D (p )
,

当 x , 一2 呻 x 。,

夕x广二与。
。

时
,

就有 x

eD (夕)
,

且夕x 。
= , 。.

定义2 函数 甲 : 〔o
, 十 oo )”〔o

, 十 oo ) 称为满足条件 (中)
,

如果它 是 严 格 增的
, 切(0)

O ,
_

且

1im 甲叹t)二 + oo (V 一> 0 )
补 一) O0

(1
.

3 )

注 由【6 1中引理 9
.

3
.

5知
,

如果甲满足条件(中 )
,

则叫约> t (V t> 0)
.

定义3 设r : Y , X
,

称厂为奇算子
,

如果

I’ (一 v)= 一厂 (夕) ( V , E 犷)

我们记S (Y
,

X )为Y 、X 的一切奇算子的集合
.

二
、

概率收缩偶与非线性集值映射方程组

定义 4 设尸 : 刀C= X , 2r 是一集值映象
,

P ; D C X , Y称为尸的选择映象
,

如果P(幻C
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尸(二 )
,

V 二〔D
.

定义 5 设 (X
,

了
,

J )
,

S (y
,

X )
,

i= 1
,

2
.

设P
,

Q
:

(Y
,

尹
,

刁)是二
.

N
.

A
.

M e n g e r P N 一空间
.

设厂‘: X 、

D 仁X 令2r
,

P
,

g :

D 今Y

厂刃称为集值映射尸
,

Q的概率收缩偶
,

如果存在满足条件

十 oo )
,

使得对一切 t> 0
,
劣〔D 和夕〔Y有

夕, 心、+ r :
(x )。)一、(x卜

。
(t)

> m in {户
,

(甲(r))
,

户, (x + r 、(, )。)(中(t))
,

户夕(、+ r :
(
二
)。)一、(x )(中(t))

,

户。。, ) 、 ,

(甲(

户户(, + r ,
(
二
)。)一 。(甲(t ))}

户q(
% + 厂 2

(
:
)。)一 p (

二
)一 。(t)

分别为 P
,

Q 的选择映象
.

(厂
; ,

(中) 的函数 切:

〔O
,

十 oo ), 〔0
,

、...‘....月址
l
、

/盆

1
..尹

户
。 (二 )

(甲(t) )
,

t ))
,

(2
.

1 )

> m in {户
,

(甲(r))
,

户。(、 + r Z
(, )。)(甲(t))

,

户, 。二 )
(甲(t))

,

户。(二 + r z
(, )。)一 , (

二
)(尹(t))

,

户
, 了, ) , ,

(甲(t))
,

户。(二 + r Z
(x )。)一。(甲(t))}

定义6 设尸
,

O
:

D c X 、 2 丫
,

对于给定的y0 〔Y
,

着存在一个x . 〔D
,

使

, 。。p (X *
) 下

夕。〔Q (劣,
)

产

则称非线性集值映射方程组 (2
.

2 ) 有解
.

(2
.

2)

定理 1 设(X
,

了
,

刁 )
,

(Y
,

劳
,

J ) 均为
: 一完备的 N

.

A
.

M e n g e r P N 一空 间
,

刀

二 m in
.

设尸
,

Q
:

D c X 、Zr
.

设 p
,

q 分别是 尸
,

O 的选 择 映 象
,

且是 卜闭 的
.

r . :

X

、S (Y
,

X ) (‘一 1 ,

2)
,

若下列条件被满足
:

( i ) x + 厂‘
(二 )夕〔D

,

V 二〔D
, 夕〔Y

.

(ii ) (厂
1 ,

厂 :
)是尸

,

O的概率收缩偶
.

(11 1) 存在非负)‘格增函数夕(t )
,

且g (o)== 0
,

使得对一切二〔D
, , 〔Y

,

有

F r ‘〔二 ) ,
(t)> 户

r
(g (t)) (v t> o) (2

.

3 )

则对任给的功〔Y
,

非线性集值映射方程组

y 。
〔P (

y 。
〔Q(

(2
.

4 )
、.rJ

、,
产
、,产

劣X

在D 中有解
.

且对任给的与〔D
,

迭代序列

X Z · · 1

- X Z

一r
l

(X
Z ·

)(q (‘
2 ·

)一 “
。

) 下
二 : , 十 :

= x Z 。千 ,
一厂

2

(二
2 , + ;

)(P(二
2 。 十 ;

)一 , 。

)
户

(2
.

5 )

: 一收敛于 (2
.

4 ) 之一解
.

证明 不失一般性
,

可 设 夕。一 。
,

事 实 上
,

若 夕。斗 。
,

则令 尸
,

(x) ~ {u 一y 。

}眨尸(劝卜

Q
,

(二 )~ {“一夕
。

}
u〔Q(x )}

,

则P
;

(x ) ~ P (x )一夕
。,

q 工(x ) = g (x )一夕
。 ,

D (P
:
)” D (Q

;

)~ D
,

且尸
; ,

Q
,

也满足定理中的所有条件
,

故可转化为对方程

{
0〔P , (二)

0〔Q
:

(二)

的讨论
。

由条件( i圾 (2
.

5 ) 对每一
”= o

,

1
, , 二 , x 。

〔D
,

有
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户, (二
2 , + ,

)(f)= 户, (x
Z。 + r ,

(, 2,

)(一。(、
2 。

)))一。(, 2 :

)一 (一。(二 : ,

))(t)

》m in {户、(二
2 。

)(尹(f))
,

户夕(二
2 , 、:

)(甲(t ))
,

户q (二
2 。

)(甲(t))
,

户户(, 2 , + :
z一。(

二 2 。

)(中(t))
,

户、(
二 2 ,

)一。(, 2 。

)(甲(t))
,

户, (二
2 。、 ,

) + 。(
二2 ,

) (甲(t))}

一 m in {户。(二
2 ,

)(甲(r))
,

户, (
、 2 , + ,

)(切(r))
,

户, (, 2 。+ ,
)一、(

、 2 ,

) (甲(t))
,

户, (
二 2 , ,

) + 。(, 2 ,

)(切(r))}

> m in {户。(、
2 :

)(甲(t))
,

户, (x
Z , + :

z(切(t))
,

户乡(, 2 ”+ ,
)(甲(t))

,

夕q(x
Z。

)(甲(l))}

二户。(二
2 :

)(甲(t))

户q (二
2 ,

)(甲(t))= 户q (、
2卜 , + r Z

(、
2卜 :

)(一户(、
2 , _ ,

)))一 p (二
2卜 ,

)一 (一p (二 :卜:
))(切(t))

> m in {户, (二
2 , _ 1

)(尹
“

(t))
,

户。(
二2 。

)(甲
“

(t))
,

户, (、
2卜;

)(甲
2

(t))
,

户。(, 2 。

)一p (
二2卜 :

)(甲
2

(‘))
,

夕p (x
Z卜:

)一 p (二
2卜:

) (甲
‘

(t))
,

户q(二
2.

)一 p (二
2卜:

)(甲
么

(t))}

》 m in {户p (x
Z ,
一 1

)(甲
2
(t))

,

户。(x
Z。

)(甲
么

(t))}

一 户p (、
2卜1

) (中
么

(t))

由归纳法
,

一 般可得

户夕(x
Z, + :

) (i)》户, (、) (卿
“”

(t)) (V t》 0 , n ~ 0 , 1 , 2 ,

⋯ ) (2
.

6 )

同理可证

户。(
二 2 :

)(t)> 户。(
x 。) (甲

2 ”

(t)) (v ,》 o , n = i
, 2 ,

⋯ ) (2
.

7 )

由条件(111)及 (2
.

6 )
,

(2
.

7 )
,

当 n
为奇数时可得

F 寿
、 : 一 、”

(t)一F r Z
(, 。

)p (, 。

) (i)

》夕户(
x ,

)(夕(‘))> 户, (二
:
)(中

, 一 ‘
(g (‘))) (V 了> o)

当 n
为偶数时可得

F 、。 + : 一x 。

(t)二F 厂 ,
(x ,

)。(介) (才)

李户。(, :

)(g (t))》户。(
, 。
)(甲

,

(g (t))) (v t> o)

于是对一切正整数 m
, n ; m > n

(为叙述方便
,

不妨设 n
为奇数

, m 为偶数
,

对其余 倩况完

全可以类似地证 明)
,

由 (P N 一约 有

F , 。一 、。

(才)》m in {F x 。一气
_ :

(t)
,

F 二。 _ : 一 、。

(t)}

) m in {F 二二一与
_ ,

(t)
,

F 场
_ : 一 x 。_ ,

(t)
,

⋯
,

F 二 : 。 : 一 , :

(t )}

) m in {户p (二
1
)(甲

“ 一 “

(g (t)))
,

户。(二
。
)(甲

, 一 “

(g (t)))
,

⋯
,

户。(二
。
) (甲

“ + ’
(g (, )))

,

户, (二
,
)(甲

, 一 ‘
(g (t)))} (v t> o )

因甲(t)满足条件(中)
,

故有甲(t)> t ,

V t > o ,

所以

F 、一 、(t)> m in {户。(, 。
)(中

, + ‘
(g (t)))

,

户户(, ,
)(甲一

’
(夕(t)))} (V 矛> o )

又由(小)
,

当n 、OO 时
, 甲ft

(g (t))” o ( V t> o )故

lim F 二, 一 、。

(t)一H (t) ( V t> o )
. , 仍 ~ 卜 叻

即
,

{二
。

}是X 中的 : , 一c a u c h y 列
,

因尤是
: 一完 备的

,

设二。

‘与 x , .

于是在 (2
.

6 )
,

(2
.

7 )中

取n , OO
,

由 (中) 得

lim 护夕(
二 : , , ,

)(t)= H (才) ( V r> o)
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二瑰户。‘二
2 ·

, (‘)一H (‘) (v ’》 ”)

因而夕(二
2 , 、 :

)一二
卜。

,

。(
、 2 , 十 2

)一全峥。

由P
,

g 的 : 一闭性知 x , 〔D
,

且P (x 刃 二 O ,

武二们 ~ o ,

即有

{
o〔P (x

,
)

O〔Q (二
,
)

故二 ,
是 (2

.

4) 当夕
。
= o时的解

,

而且迭代序列 (2
.

5 ) (其 中夕
。
= 0 )

: , 一收敛于 x , .

证毕
.

三
、

概率收缩偶与非线性算子方程组

定义了 设 (X
,

了
,

J )
,

(Y
,

尹
,

刁 )是 二 N
.

A
.

M e n g er P N 一空 间
,

设 厂‘: X

、 S (y
,

X )
,

设尸
,

Q
:

D 〔X 、y 是 两个单值映象
.

(厂
1 ,
厂 2

)称 为 尸
,

Q 的概率收缩偶
,

如

果存在 满足条件 (中) 的 函数中
:
〔。

,

+ co )。 [ 。
, 一

卜co )使得对一切 x 〔D 和夕〔y
,

有

”少

璧

琪赚侧
:;
·

念洲
)

,

{
‘

瞥燕
黑二

(

招一 l
(3

.

1 、

定理 2 设 (X
,

了
,

万 )
,

(犷
,

尹
,

J ) 均为
: 一
完备的 N

.

A
.

M e n g e r P N 一空 间
,

J

二 m in
.

设尸
,

Q : D 仁X , Y是
: 一闭算子

.

厂
‘: X , S (犷

,

X ) (‘== 1
,

2)
.

若下 列 条件被满

足 :

( i ) 二 + 厂、
(
二
), 〔D

,

V 二贬D
,

g ( y
.

(ii ) (厂
; ,
厂 2

)是尸
,

Q的概率收缩偶
.

(iii ) 存在 非负严格增函数或O
,

且 g (0) = o
,

使得对一切二〔D
, , (Y

,

有

F r ‘。二 ) ,

(t)> 户
,
(g (t)) ( V t》 o ) (3

.

2 )

则对任给的 , 丧犷非线性算子方程组

宁
一 “

。

}
叼劣二 y o

(3
.

3 )

在D 中有解
,

而且对任给的 x0 〔D
,

迭代序列

一
‘2

一‘
’ !

:x/z
·

,‘。

{{丫
“。’

_

、

}
x Z 件 + 之~ x Z 。 + : 一 1 2 气x 么件 + 一)气厂 x : 。 + 生一 召。)

(3
.

4 )

几一收敛于方程组 (3
.

3 ) 之一解
.

特别
,

若存在某一勇〔X
,

使得厂
飞

(幻
,

厂
:

(幻之一是Y , X 的满映象
,

则方程 组 (3
.

3 )

对给定的夕。〔y 在D 中有唯一解
.

证明 定理的前半部分
,

作为定理 1 的特例是成立的
.
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现设存在某一无〔D
,

使厂
‘
(幻 (‘= 1 , 2 )之一是满映象

.

不妨设 厂 :
(幻是 满 映象

.

下证

方程组 (3
.

3 ) 解的唯一性
.

设 x , ,
x 二 ,
是方程组 (3

.

3 ) 的两个解
,

则由厂
:

(幻的满射性
,

日 , 〔Y
,

使得
戈 , , 一 x , = 厂 ,

(牙)夕

所以

户
,

(t)一 户了
、 , , 一 s二 , 一 。 (t)

一 户丁(、
. + r ,

(* )。)一 s 、 , 一 。 (t)

> m in {户T、
,

(切(t ))
,

户s x ,

(沪(r))
,

户,
(切(f))

,

户r x , 。一 ‘二 ,

(甲(t))
,

户s 、 , + 。 (甲(t))
,

户犷, . , 一 。(甲(t))}

= 户,
(甲(矛))

> ⋯ > 户
,

(甲
”

(t)) (
n 二 1 ,

2
,

⋯ ; V t> o )

令
n 、 oo

,

即得户
,
(宕)= H (t ) ( V t》 o)

故夕= 0
,

即 x , = x , 二 .

证毕
.

四
、

N
.

A
.

M e n g e r PN
一

空间映象对的公共不动点定理

定理3 设 (X
,

了
,

刀) 是
r 一完备的 N

.

A
.

M e n g er P N 一空 间
,

刁二m in
.

设S,

T : x 、X 满足条件
:

F , 二 _ 。 ,
(r)》 m in 玉F

二 一 ,
(甲(t))

,

F
二 一 : :

(甲(t))
,

F
, 一 。 ,

(甲(t))
,

F
, 一 。 ,

(甲(t ))
,

F 卜 , 二

(甲(t ))
,

F ‘, 一 : : ) _ ‘, 一 。 , )
(沪(t))} ( V t) o ) (‘

.

1 )

其中甲
:

〔O
, 十 OO ), 〔O

, 十 co )满足条件 (中)
.

则S
,

T 在X 中存在唯一公共不动点
,

而且对任

一x0 〔X
,

迭代序列
:

x Z ” 十 :
二 S (二

2 ,

)
(4

.

2 )
二: . + :

= T (劣
2 , 十 ,

)
}

二一收敛于该不动点
。

证明 令P (二)= x 一S (x )
,

Q (二 )二 二 一 T (x )
,

V x 〔X 并取厂
‘
(二)签I

, %〔尤 (i二 1
,

2)

(I 为恒等映象)

下证尸 ; O
,

厂
1 ,

r : 满足定理2的所有条件
.

事实上
,

条件( i )
,

(iii )成立是显 然的 而对 V x , 夕〔X
,

及任意的t) 。,

由 (4
.

1) 有

F 尸(二 + r ,
(、)。)一。(, )一。(t)二 F p (二 + , ) _ 。。二 ) _ ,

(t)

二 F
: 十 , _ 。 、: 十 , ) _ : 二 : , _ ,

(i)二F , , _ , 。: 十 , )
(t)

》 m in 王F
: _ (二 + , )

(甲(t))
,

F
, _ , :

(甲(r))
,

F (二 + , )一 。。: + , )
(甲(t))

,

F
: _ 。(: , , )

(甲(t))
,

F
: 十 , 一 , :

(甲(t))
,

F
: 一 , : 一 。(: , , 》一 。。, , , 》)

(甲(t))}

= m in {F ,
(尹(t ))

,

卢
’

。(二 》
(甲(r))

,

F , 。: 十 , )
(切(f))

,
F , 。

, 十 , ) 一 ,
(沪(t))

,

F 。‘
二 ) + ,

(中(r))
,

F , 。: 十 , ) 一 。、
, )
(中(t))}

F Q(、+ r Z
(, )。)一尸(、)一。(t)二F

: 十 , _ , (二 + , ) _ , 十 厅二一 ,
(t)

= F , (, , , 》一 , .

(t )

》m i n {F
: 十 , _ :

(甲(才))
,

F 。: 十 , 、_ , (二十 , )
(甲(t))

,

F
: 一 : :

(甲(t))
,

F
. 十 , _ , :

(沪(t))
,

F
, _ , 《: 十 , )(中(t ))

,

F
, 千 , _ : 、: + , ) 一 。, _ , , ,

(甲(t)) }
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二 m in {F ,
(甲(t))

,

F 。‘
二十 , )

(中(t))
,

F , (: )(甲(t))
,

F , (: ) + ,
(甲(t))

,

F 。(: 十 , ) _ ,
(切(t))

,

F 。‘
二 + , ) 一 , ( , )

(甲(t))}

即条件 (ii ) 满足
.

又厂 ,
(二)~ 厂

:

(x )“I
,

满映象
,

故由定理 2知迭代序列
:

x Z。 十 , = 二2 。 一厂 ,
(二

2 ”

)(Q二
: .

)= S x : ”

x Z 。 十 2
= 二2 。 十 , 一厂

2

(二
: 。 十 ,

)(P 二
2 。 十 ,

)= T 二 : , 十 ,

: 一收敛于方程组

97 1

{
尸(二 )~ O

Q (x )= O

的唯一解x , 〔X
,

即有

劣朴 ~ S x 朴 , x 釜~ T x 补

因而戈.
是S

,

T 在X 中的唯一不动点
.
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Ab str a c t

T h e p u r p o s e o f th is p a p e r 1 5 t o in tr o d u e e th e e o n e e p t o f p r o b a b ilis t ie

e o u p le i n n o n 一A r e h im e d e a n p r o b a b ilis t i e n o r m e d s p a c e s a n d t o s t u d y

C o n t r a C -

t e n e e a n d u n iq u e n e ss o f s o lu t io n s fo r a s y s t e m o f n o n li n e a r o p e r a t o r e q u a t io n s

e X I S ·

w it五

p r o b a b ilis t ie e o n t r a e to r e o u p le s in n o n 一 A r e h im e d e a n p r o b a b ili s tie n o r m e d

T五e r e s u lts p r e s e n t e d in th is p a p e r im p r o v e a n d e x t e n d th e e o r r e s p o n d in g

in [ 1、5 ]
.

sPa c e s
.

r e s u lts

Key w o rd s n o n 一A r e h im e d e a n

e o u Ple
. s e le c tio n

p ro b a b ilis t ie n o r m e d s p a e e ,

p r o b a b ilis tie c o n t r a e t o r

fu n e tio n s y s t e m o f n o n lin e a r e q u a tio n s
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