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摘 要

本文讨论具有抛物边界层的半线性抛物型方程奇异摄动问题的数值解法
,

在非均匀网格上构

造了两层非线性差分格式
,

证明了差分格式是一致收敛的
,

给出了一些数值例子
。

关健词 半线性抛物型方程 奇异摄动 差分方法 一致收敛性
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本文讨论下面的高阶导数项含小参数
巴
的半线性抛物型方程第一边值问题

:
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: 中(o)= 切(l)= o (1
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4 ) 函数b (x
, t )

, e
(二

, 矛, “)
, 甲恤)具有一定的光滑度

.

对于这个问题
,

T re n o gi n 「‘’
构造过解的渐近展开式

,

讨论了解的渐近性质
.

本文讨论

用差分方法求这个问题的数值解
.

这个问题的特点是在戈= 0和 x 二 l附近出现抛物边界层
,

而

在 t二O 附近不出现边界层
,

因此在网格划分上我们采取的方法是在 t 方向作均匀 划分
,

在二

方向上作非均匀划分
,

在出现边界层的 二 ~ 0
, 二~ l附近进行网格加密

.

我们在 非均匀网格

上构造了原问题的差分格式
,

并且证明了这一差分格 式关于小参数
。
是一致收敛的

.

在下面的各节中
,

我们用M表示不依赖于h
, r
和

。
的正的常数

.
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二
、

摄动问题解的性质

在讨论差分格式解的收敛性时
,

我们需要利用解的渐近性质
,

所以我们首先列出摄动问

题解的部分渐近性质
,

其证明参见〔1〕
.
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.
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.
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,
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.
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.

3 )存在唯一解
“
(
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)
,

它在Q内连续并有含于方程(1
.
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.

2 ) 类似的方程和 定 解 条 件
.
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。
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这 里的“
。
(x

,

t) 是退化问题的解
,

川 (戈
, t , 。

)是边界层型函数
,

它是由抛物型方程初边值问题

确定的
.

函数 u 。,

川有下面的估计(参见〔1〕)
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。的正常数

.

函数川(x , t , 。
)亦有类似的估计

.

现在我们对问题 (1
.

1) ~ (1
.

3)的解及其导数进行估计
.

引理 2 设。‘,

婉是定义在Q上的两个连续可微函数
.

若在区域Q上有La “:
》La “2 ,

而在边

界r “长。《二《 I
, t= o }U王二 == o

, o镇t《T 卜U {二二I, o《t共T }上
, “‘> “: ,

则在整个区域Q上



半线性抛物型方程奇异摄动问题的数值解

有
u , ) u 2 .

证明 反设在Q上的有些点有 “:
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.
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.
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.
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,
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,

使 }
u
】( M ((x

, 才)

〔Q )
.

证明 考虑线性算子

L0z
二

爵
一

帅
, , )
分

+ ga (二
, , )

·

其中 g
·

(劣
, ‘)一

{;
二(X

, ‘,

二(/ , ‘))d
·、· , ·

(X , ‘)是(‘
.

‘)一(‘
.

3 ) 的解
.

显然 L
。

也 有极值原

理
,

同引理 2
.

因为

L
。

(士
。
)= 干

c
(二

, t , o )

且存在常数M
; > o ,

使 }
e
(二

, t ,
o )1《M

;
((劣

, t)〔Q )
.

取

好 = m a x

万1
一

m a x l。(二
.

,
,

0 )一
,

气 v (: , ‘) 〔。
’

n la X
D ‘ 留 ‘忍

}, (x )}}
,

则我们有

L
。

(士
u
)( L

o

M ((二
, t )〔Q )

,

士u ( M ((x
, t)〔厂 )

.

由L 。的极值原理得士
u ( M

,

即 lul ( M
,

(x , t )〔Q
.

定理 1 证毕
.
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.
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.

3 )的解
,
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,

则有
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.

证明 根据对于问题(1
.

1) 一(]
.

.

3 )的解的渐近性质的分析
‘” ,

知道解在劣 = 0和 x = l附近

出现边界层
,
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,
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。一 2 次

,
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,

容
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n ,

结论也是成立的
.

定理 2 证毕
。
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三
、

差 分 格 式

我们对区域O进行划分
,

在 x 方向上作 非均匀划分
,

在 t 方向作均匀划分
,

得到O石二 毛(x
. ,
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,
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,
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。
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,
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.

令
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.

3 )

参 见 〔2〕
,
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,
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.
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,
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确定
.

可以证明尽< q
.

对于几(s) 的定义域〔0
, 1〕进行N 等分

.

令 : 。 = 习N 和 x * ~ 兄(
s ,
)

,

则形成了对区间〔O
,

门的

非均匀剖分
,

可以证明这样均造的 非均匀网格满足条件(3
.

3 )

对于差分算子刀有离散极值原理
.

引理 3 设毗
,

叫是定义在 O工上的两个网格函数
,

在Q瓦上有 刀“二> 刀时
,

在Q燕的边界
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,
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⋯
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I}上

, u 二> 口二
,
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有“二》
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。

证明 类似于引理 2的证明
.

引理 3证毕
.

引理 4 设“是
,
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,

阴鑫~ 川 一 叭
, r 孟~ 刀暇 一刀列
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m a x l, 孟I《A
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。 .
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r
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, 。功二+ e 。
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.
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,
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,
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}
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2
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)一咨(

。 : )门
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~
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一

+ 下L『‘’
“

乡艺

L 一一
一

下
一
一 - 一一刁
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, 。(叨孟)
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令
1

_ :
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‘
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则
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显然刀
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V 一
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,

取
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, 二!)

名+ A ;
,
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孟
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,
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,
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念
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弓,理 ‘证 毕
·

由差分问题 (3
.

2 )
,

我们得到一系列非线性代数方程组
,

可以采用适当的迭代法 进行求

解
.

例如可采用普通的N e w 切n 迭代法
,

也可采用〔4〕中所提出的迭代法
,

略加修改后进行

求解
.

四
、

差分格式的误差分析

利用关于问题(1
.

1) ~ (1
.

3 )的解及其导数的估计
,

我们有下面的古典估计
.
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定理 3 设 u
是问题(1

.

1) 一(1
.

3 )的解
,

叫 是差分问题 (3
.

1) ~ (3
.

2 )的解
,

则有下面的

估计

其中

项
,

M(
: 十

一

于
、

一

、
、 e / 2 /

, 二
2

.

现
a X }h

, · ,
一 h“ 1

.

*
·
、

片尹.口,声、
.

!
、

簇封
一戈“

(二
. , t‘)〔Q二

.

证明 刀。(x 。 , t‘)一刀
u 孟= 刀u

(x 。 , t‘)一 L
。u
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。 ,

t‘)
u
(二
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) 一“
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“(二
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“)〔“
, ; 。

(二
, ,
“, 一

“一(x 一‘
。
, 〕

.

利用T a y lo r 公式
,

关于二分别展开到三阶导数项和四阶导数项
,

关于 t 展开到二阶导数

根据定理 2 的结论得

1“

一{
, ,

l h 、

2姓 t r 十 一下万 ,
,

\ 6
‘

/ 2 /
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, _

, 典a X }h
, + : 一 h ,

l ;
: \

似【了 +
-

一
一

-
-

一万

一
—

十 一 l
,

\ 己
一
/ 月 己 I

因为在边界厂孟
, “应~ u(x

, , t‘)
,

所以根据引理4 ,

其中A
。
= o ,

得对于(x
, , t。)〔Q二

,

有

}。(二
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u
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“
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l
、
(
:

逻典沂竺 h么\
十 一了 ,

己 I

定理 3 证毕
.

借助于解的渐近性质
,

我们来讨论差分格式误差的非古典估计
.

由于在二二 l附近的情况

与在劣‘ O附近的情况类似
,

故下面只讨论〔0
,
I/ 2〕中的情况

.

定理 4 设“
是( 1

.

1 )一(1
.

3 )的解
, 。孟是(5

.

2 )~ (3
.

2 )的解
,
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.

,
.
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.
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(
、

一
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.
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.

3 )
.
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鲁) ((x
, ,

“, “Q‘, (4
.

2 )

由于我们只考虑〔o
,

l/ 2〕中的情况
,

所以 . 中的叫(x
,

t) 在此可略去不考虑
.

因为刁
“二~ O ,

所以

刁公(二
, , t‘)一刁

u鑫二刀 . (x
, , t‘)

= 占, 公二一 。b(二
, , t‘)占

: ; 公; +
c
(二

, , t‘, 云孟)

= 占, (
u 。
)孟一

eb(x
, , t. )占

, 。
(
。。
)孟+ 占, (刀 ; )孟一

。b(x 。 , t‘)占
, 。(。2袱

+ c (戈
. , t‘,

(“
.
)二+ (”孟)孟)

.
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利用T a y lo r 公式和(2
.

1 )
,

(2
.

2 )
,

有

A 公(二
。 , t‘)一刀

u 是二 A , + A
:
+ A

:

(4
’.

3 )

君1 0

其中
,

;

一认令介
一

抓
一

势
一

) r 一 e b (劣。
, t‘)d : ; (“

。

)孟

A
Z
= 一 c (% 。 , t‘ ,

(“
。

)几)一 e (0
, t : , u 。(0 , t‘) + (刀且) ; )

+ C (0
, t‘, u 。(0

, t‘)) + e (戈* , t‘ ,

(“
。

)毛+ (”且)二)
,

/ 口2 ”旦 \‘

A
3
二b (0

,

t‘)e
( 二飞

o

、一
。b (￡。

,

t‘)d , * (” g)轰
.

“
。 - -

一
,

,

一 \ 。劣芯 2
。

利用 T ay , 。r 公式以及
令

,

掣
和

豁
的有界性

,

易得

!A
:

}簇M (: + 。h )
.

(4
.

4 )

而

A
Z
一

{沙
二 (“1

1 , ‘。,

‘一 , ‘+ ·‘·呈, ‘, X
·‘·“, ‘“·

+

{;
考虑到雪

: : ,

占
1 2
的有界性

有界性
,

利用 (2
.

5) 得

e 。。(o
, t‘,

省; : + s (刀吕沁 )((u
。

)是一 “。(o
, t‘)) (”君月d s

.

同时(u 。)是一 u 。(“
。

(o
, t‘)一 (u 。)

:

(省;
: , t‘)戈。

,

以及雪: :
, “。 , 。合

,

(“。)
,

的

!A
:
!( M !二

, (。l)孟,( M x , e x p (一 2 。一‘八 x 。)( M 材
。

(4
.

5 )
因为

, , 。
}、

}
·6(二·

, , , )
((裂);

一“二‘
·“, ;

)}
+

卜
(。(。

, , ‘卜。(一
, , ‘))

(裂);1
利用 (2

.

5) 同上得

,

: (。、。
, , ‘, 一。(二* , , ‘))

(掣):卜
M 、一

·。(X 。 ,

, ‘)

((掣)卜
。· ; (· : ) :

)1
、M ‘一 /

, e x p ‘一 2一
’
‘
Z X 告, ”一

+ 。一‘八 e x P (一 2。
一 ,
八 x 。 _ : )h . )

.

根据网格划分的性质(3
.

3 )
,

取 m 。= 2得

!
·。(一

, : ‘)
((掣)于

“￡
簇M h (4

.

6 )

甲...‘蕊....口且

、声、
矛

..1吕、产O0
V

.

哎
龟

全

故

IA
。
}簇M (h + 材下 )

将(4
.

4 )
,

(4
.

5 )
,

(4
.

7 )代入(4
.

3 )得
(4

.

7 )

1刀公(x
。 ,

t‘)一 刀u 是1《M (h + : + 斌万
一

) ((戈 * , 才‘)〔Q百)
(4

.

8 )

因为在边界厂二上叫 ~ “
(x

。 , t‘)
,

所以利用 (2
.

4 )对于 (x * , t‘)〔厂夏得
_ _

,
, ,

1 、

}”(x , ,

“)一“妻l簇似气
了 + “+ 心

.

“ ‘n 若)
(4

.

9 )
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应用引理 4 ,

取 A
。

= M斌 了In (z /
e
)

,

对于(二。
, t‘)〔Q夏也有(4

.

9 )
.

合并(4
.

2 )
,

(4
.

9) 得非古典 估计 (4
.

1 )
.

定理 4 证毕
。

有了定理3和定理 4
,

我们就得到下面的一致收敛性定理
.

定理5 设 u是间题 (1
.

1 )一 (1
.

3 )的解
, u 孟是差分问题(3

.

1 )~ (3
.

2 )的解
,

则我们有

I
。
(二

* , t‘)一 u 孟!( M (二 + 几‘
, 4

) ((劣。
, t‘)〔Q夏)

,

其中M 是与
巴 无关的常数

。

证明 当h(
。时利用定理 3

,

h(
。时利用定理 4即可

.

定理 5证毕
.

附注 经过进一步仔细分析
,

参见〔a]
,

可知定理4的结论可改进为

; .

一 , ,

/
.

, 。
,

,

一
,

1 、
, , , 、 ‘

~
_ 、

‘“L工“
, “ ) 一 “足l气 ‘Vj

气
丁 + ” ‘

+ 护 “ ‘”万
一

) ‘Lx k ,

“ , ”叼二)
·

因而定理5的结论也相应改进为

}。(二。
,

t; )一 。飞!《M (
二 + 人,

/
,

) ((, 。,
才, )(Q工)

.

五
、

数 值 例 子

我们用前面建立的差分格 式来计算下面一些问题
.

a“ 日2“

万二 一 e o 二二2
一

十 艺“十 e X P (一才) 十 6 X P (一卜犷
‘
/ a

) = 0 ,

甘奋 tI 泥

(0( %( 1
,
0《t( 0

.

1 )
,

“(x
, O)= e X p (一 e一‘八戈 ) + e x P(一 e 一 ,

八 (1 一 戈 ))一 1 一 e x P(一 e 一 ,
八 ) (o《劣‘ 1 )

,

u (O
, t) = u (1

, t )二 0 (0簇 t( 0
.

1 )
.

了..,/、

l曰!J翎口探U

这个问题的精确解是
u (劣

, 才)二 e x P(一f一 。一 ,
/
: x ) + e x P(一 t一 e 一‘

/
:

(1 一 劣 ))一 e x P(一 t )

一 e x P(一 t一 君一‘八 )
。

我们取
。
分别为 1 0 一“ , 1 0 ““ .

在二方向取N ~ 1 0 ,

在 t 方向取 I二 1 0
。

下面表中吞是结点标号
,

x 。是结点坐标
,

h。是步 长
,

暇是差分格 式的解
,

u( 二。 , t‘)是精确

解在结点处的值
.

注意到 二 。
一 。

,
二 , 。

二 1
.

裹 1 已二 0
.

0 1
,

t
:

= 0
.

1

⋯一一创
。。
(x 为

. t‘)))

一一 0
。

2 2 6 222

一一 0
.

4 5 2444

一一 0
.

6 7 8 555

一一 0
.

8 6 1 333

一一 0
.

8 9 2 6
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裹 2

m a x l
u 孟一 u (二 , , t‘) }~ 0

.

0 0 4 1 3 9
。

8 二 10
一 6 f‘二 0

.

1

kkkkk 翔翔 h‘‘ 。
生生

u
(劣。

,

t、)))

11111 0
.

2 8 7 7 X 1 0一 333 0
.

2 8 77 X 10 一iii 一 0
.

2 2 8 000 一 0
.

22 6 222

22222 0
.

6 9 3 1 X 10 一333 0
.

4 0 55 X 10 一 ,, 一 0
.

4 5 6 555 一 0
.

4 52 444

33333 0
.

13 8 6 X 10一 二二 0
.

6 9 3 l X 1 0一333 一 0
。

6 9 2 999 一 0
.

6 7 8 666

44444 0
.

8 5 8 4 X 10一一 0
.

7 19 7 X 1 0 一气气 一 0
.

9 0 5 111 一 0
.

9 0 4 777

555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555 00000
.

5 0 0 000 0 4 9 1444 一 0
.

9 0 5 333 一 0
.

9 0 4 888

66666 0
.

9 9 1444 0
.

4 9 1444 一 0
.

9 0 5 111

77777 0
.

9 9 8 66666 一 0
.

6 9 2 999

88888 0
.

9 9 9 33333 一 0
.

4 5 6 555

99999 0
.

9 99 77777 一 0
.

2 2 8 000

m a x [“二一u (二 , , t‘) I= 0
.

0 0 1 4 3 0
.

豁
一 “‘, “+ ‘’日

Zu

日, 么
+ Zu + 5 111 “自 0 (0( 劣《1

,

0( 才( 0
.

1)

“(戈
,
0 ) = 劣 (1 一戈 )

u (0
, t )二“(1

, t )二 0

(0《劣《1 )

(0( t《0
.

1 )

取。分别为1 0
~ “和 1 0

~ 。 ,

在 t 方向上取I二 1 0
.

袱 (N )表示在二方向按非均匀网格公式划分

为万部分后差分问题(3
.

1) ~ (3
.

2) 的解
.

令 E : = m a x }
“
盖

, (ZN )一“二(N ) }
,

l《 介 ( N 一 1

E : ~ n la X
1叹 西‘ N 一 1

!“二
。(4N )一 “

盔
, (ZN ) I

,

r a te 二 (In E , 一 In E : )/ (In Z )
.

衰 3 e二 0
.

0 1
.

N 二 6
,

才二 0
.

1
, r a t e 二 2

.

18 3 裹 4 。二 10
.

气 N 二 6
,

t ,二 0
.

1
, r a t e 二 2

.

3 2 2

NUkkkkk 翔翔
“一(N )))

lllll 0
.

5 3 9 0 X 10悦悦 0
.

36 6 4 X 1 0 一111

22222 0
.

17 9 222 0 10 8 000

33333 0
.

5 0 0 000 0
.

18 4 333

44444 0
.

8 2 0222 0
.

1 0 7 000

55555 0
.

94 6 111 0
,

3 5 8 0 X 1 0 一且且

_

} 介

0
.

5 39 0火 10 一3 0
.

4 0 0 7 X 10 一3

0
.

1 7 9 2 X 1 0一目 0
.

1 3 3 l X 10 一名

0
.

4 9 9 9 0
_

18 6 2

0
.

9 9 8 2 0 1 3 3 1 X 1 0 一月

0
.

9 9 9 5 0
.

4 0 0 6 X 10 一3

计算结果确认了定理5中的理论分析
.
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