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,
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摘 婆

水文在阶梯折算法和精确解析法的基础 上
,

提出构造有限元的新方法—精确元法
.

该 方 法

不用变分原理
,

可适用于任意变系数正定和非正定偏微分方程
.

利用该方法
,

得到 R ei ss ne r 板弯

曲的一个非协调单元
,

它具有十五个自由度
.

由于节点位移参数仅含有挠度和转角
,

因此处理任意

边界条件非常容易
.

文中给出证明
,

位移和内力均收敛于精确解
.

由精确元法所得到的单元不仅能

用于厚板
,

也可用于薄板
.

文末给出四个算例
.

算例表明
,

利用本文的方法
,

可获得满意 的 结果
,

并有较高的数值精度
.

关健饲 精确元法 厚板 非协调元

一
、

引 言

计入横向剪切变形的厚板和薄板在工程 中应用很广泛
.

对 R ei s s n er 板弯 曲的分析在

工程中是非常重要的
.

用有限元法求解 R ei s s n e r 板弯 曲时
,

遇到厚薄板统一问 题
.

当是

厚板时
,

转角和挠度应保持为独立变量
; 而当是 薄 板 时

,

应 满 足 K ir c h h o ff 假 定
,

在

〔1一 3〕中采用节减积分的方法解决这一问题
.

在〔4一5」中
,

使 板 厚 h , O 时剪切刚度趋于。

的方法处理 了 R ei s s n e r 板
.

在〔6」中用离散 K ir c h h o ff 约束的方法获得一个九自 由度

杂交单元
,

可用于薄板
.

一般地
,

为解决厚薄板统一问题
,

单元内的挠度 , 至少为三 次式
,

并且 当板厚h , o 时应

满足 K ir c h h o ff 假定
; 与 证 无关的转角至少为一次式

.

用常规的方法
, _

七述条件很难满

足
.

即使满足
,

所得到的单元位移参数将包含功的导数价
’,

在边界上很难确定
,

使用起来不

方便
.

本文在阶梯折算法
〔“, 和精确解析法

〔。’的基础上提出精确元法
,

成功地解 决 了 这一问

题
.

该方法不用变分原理
,

直接从偏微分方程出发推导单元的刚度矩阵
,

适用于一切变系数

正定和非正定偏微分方程
.

利用这个方法
,

我们得到 了一个十五自由度的三 角形 R ei 朋 n er

板单元
.

它的节点位移参数仅为挠度和转角
,

边界条件容易处理
,

并可用于薄板和厚板
.

该

方法与一般有限元法相比
,

给出单刚矩阵时
,

不需要在单元上进行面积分
,

位移和 内力在单

元节点上具有较好的数值精度
.

文末给出算例
,

算例表明利用本文的方法
,

内力和位移均可获得满意的结果
.

.

叶开沉推荐
,
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,

弹性模量为E (x , 夕)
,

泊松 比为 ,
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,
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.
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利用精确元法
,

我们构造一个三 角形单元
,

它的节点位置
,

节点位移和内力参数如图1所

示
.

每边上的三个节点均位于高斯积分点 上
.

口 1 三角形 R e is s n e r 板单元
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我们不难得到满足于方程(2
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,

当内节点的位移和 内力参数

在单元之间连续
,
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,
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一

伴随算子逆定理
,

当 刀给定的边界条件有逆算子刀
一 ’
存在时

,

边界条件下也有逆
,

特别地

刀
肠
男~ 妙一必

时
,

有唯一解甲〔研五
‘,
(口)

,

使M言
,

M育
,

和Q育在单元之间连续
,

因此我们 肖

(3
.

4 )

刀朴
在零共 扼

(3
.

5 )

孔曳 {
Q

(‘一 , ’
Z
d“一” (3

.

6 )

在子空间口一口
。

中
,

利用 (3
.

6 )
,

连续条件
,

边界已知条件及未知边界条件对应的零共辘边

界条件可得

{
。一。 (,

,

’妙 一勇”“一澳瓜
。

〔田·(吼一“
·

卜 , : (M一卿
一劝竺(M

。 ,

一卫
, ,

)一Q誉(w 一 。 ) + 万言(功
, 一沂

。

) + M誉
。

(沪
,

一研
,

)〕J
s = o (3

.

7 )

这里
。是口中任意的一个元素

.

由田气 袱
,

此
,

M 育
,

M 曹
二

和O誉的任意性
,

从 (3
.

7 )我们可以

得到

lim
丫 - 卜 CO

1im
入 - ) 湘乃

功 ~ 。
,

1im 研
,

= 叻
” ,

lim 硕
s
= 劝

a

夕
,

~ M
, ,

1im M
。 , , h m o

,
= O

,

(在单元的节点
_

!今 (3
.

8 )

至此
,

收敛性 已被证明
。

算 例

一�虱
四

算例1 一个边长为
a 在均布载荷 q作用下的简支方板

,

如图 2所示
.

由于对称
,

我们取 1 /s

4 、 4
!
Z x
毛

均布趁掩作

用下的方板

板进行计算
.

网格划分取 2 x Z和 4 X 4
.

各种不同厚跨比板的 中心挠度

计算结果列于 表 1
,

并和精确解 与其它有限元解作了比较
.

算例 2 一个边长为
a 在均布载荷 q 作用下的固支方板

.

网格划

分和算例 1相同
.

随占= 刀/Ca
名
不 同板的中心挠度计算结果列于表2 ,

并

和解析解作了比较
.

算例 3 一个在固支边界条件下受均布载荷 q 作用的圆板
.

圆板

的厚度为h
,

半径为
a ,

泊松比v = 0
.

3
.

由于对称
,

仅计算 1/ 8板
.

网

格划分如图 3 所示
.

表 3给出不同厚度时中心挠度的计算结果
.

表 4给

简支方板均布魏掩作用下的中心嫌度系致? 。

1即扣

0
.

0 4 4 19

0
.

0 4 4 8 7

0
.

0 4 6 6 9

0
.

0 4 9 32

0
.

0 5 2 5 5

0
.

0 5 6 3 2

6 X 6

一一{
。4 ; 6 。

{
0 4 6 , 2

}

:::;: ⋯
}

0 0 4 4 8 3

0
.

0 4 6 2 了

0
.

0 4 8 6 6

0
.

0 5 2 0 !

0
.

0 56 3 1

2 X 2

理理 论 解解 本 文 解解 U H 汤 {{{
!!! R a o 〔s 〕等等

hhh / 荡荡 (
一

彝 )))))
P ryo r仁‘〕等等等

___

_
_ _ _

_

_
1 _

薄 竺 ) 星坪
L

竺土
_ _ _______________________________________________________________________________

00000
.

04 4 8 61 0
.

04 4 3 777 0
.

04 2 75 { 0
.

0 4 4 2 777 ! 。
.

0 连4 1。 }}} 0
.

0 4 4 6 999 0 0 4 4 8 333

00000
.

0 4 6 3 20
.

0 4 4 3 777 0 04 4 4 7 0
.

0 4 4 8 444 一 0
·

0 4 4 8 7 111 0
.

0 4 6 1 222 0
.

0 4 6 2 了了

00000
.

0 4 8 7 6“
·

“4 4 3 7

⋯
“

·

“4 6 3 222 0
.

0 4 7 6 3 0
.

0 46 4 222 0
.

0 4 6 6 9 }}} 0
.

0 4 8 5222 0
.

0 4 8 6 666

00000
.

0 52 !5 7“刃峨4“ }
”

·

0 4 8 ‘666 0
.

0 4 9 5 9 . 0
.

0 4 8 7 777 0
_

0 4 9 32 {{{ 0
.

0 5 1 8666 0
.

0 5 2 0 !!!

00000
.

0 56 5 6! “
.

0 52 ; 777 。
.

。5 27 ,
{

。
.

。52 , 。。 0
.

0 5 2 5 555 0 0 5 6 1 777 0
.

0 56 3 111

00000
.

2 5 1 0
.

0 4 4 3 777 ”
·

“5 7 0 2
}

“
·

0 56 5 777 0
.

0 5 6 3 222 6 X 666 2 X 222

网网格 ( 1 / 4板 ))) 2 义 2 { 4 x 444 6 X 6
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固支方板均布载荷作用下的中心烧度系教下
。

(?
。= w 二。D / q a’

, , = 。
,

3 )

1 0 0 3

衰 2

巨
_

于
“00 。‘ 0

.

00 5 0
.

0 1 0
.

0 3 0
.

0 5

套卜
一竺兰

肝 } 4 X 4

0
.

0 0 0 9 0 1 0
_

0 0 17 2 4 0
.

0 02 0 4 5 0
_

0 03 5 17 0
.

0 0 50 10

0
_

0 0 1 2 5 2 0
.

0 0 1 6 5 9 0 0 0 2 0 4 3 0
.

0 0 3 5 4 3 0
.

0 05 0 2 4

解析解 [ 13 〕 (经典解)0
.

00 12 6 0 0 0 16 8 0 0 0 2 0 7 0
.

0 0 3 5 7 0
.

0 05 0 6

出当h/
a 二 0

.

2时
,

位移和内力的计算结果
.

表中功
, ,

M
, ,

和M
, 。

分别是圆板的径 向转角
,

径

向弯矩和周向弯矩
.

表 3 固支翻板在均布载荷作用下的中心挠度系数v 。
(?

。= 6 4D 功二
。工

/ qa 气 , = 0
.

3 )

h/a 0
.

0 02 O 2 0
_

3 0
.

4 0
。

5

035一045

o一l

一本 文 解

精确解
二
川

02 6 17 5 4 16 7 54 2
.

1 9 0

一r⋯
.

而州
-

18 3 4 1 1 7 3 1 2
.

1 4 2一一

裹 4 均布载掩作用下的固支日板(h/a 二 0
.

2
, , = 。

.

3 )

:到市
一

⋯口一⋯寸上立全
算例 4 一个受扭的方板

,

边长为2a
,

它的精确解为
t ‘4]

,
:

一

找
2

歌需
~

一、)
,

八 - - 二
,

? 一”

M

一
”(‘一 ,(艺会{套一

1

) Q
:

~
、

一
。(, 一 ,

)、
一

之沈

1
.

川

ll

M
二 ,

二M
, , = Q

,
= 0

利用对称性
,

取 1 / 4板计算
,

网格划分如图4所示
.

它的边界条件为

, “吵
.

= M
。
= o (在二 = 0上 )

功二卿
,

砂
,

二 。
,

M
。

~ 0 (在x 二 。上 )

, “砂
.

= M
.

二 o (在夕二 o上 )

M
。
= M

, :

二Q
。
二 o (在, = a 上 )

我们取厚跨比 h/ Z
a 二 l

,

泊松比v 二 0
.

3
.

计算的位移和 内力列于表5
.

以上四个算例表明
,

利用本文的方法
,

无 论是薄板还是厚板
,

均

可得到满意 的 计 算 结果
,

收敛于精确解
,

并有较 高的数值精度
.

表

明了本文理论的正确性
.

卜
-

日 4 方板的离傲化
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衰 5 受扭方板 (h/ Za = 1
,

0
.

3 )

义娜

叻
,

(g )/功
二

(
a
) M

二夕(夕)/ M , (o ) Q
二

(夕)/ Q
二

(
a
)

g /a

:
.

;;

精 确 解

0

一 0
.

2 92 6

一 0
.

3 87 3

一 0
.

0 5 5 3

1
.

0 0 0

本 文 解

0

一 0
.

2 8 72

一 0
.

3 8 59

一 0
.

05 3 1

1
.

0 0 5

精 确 解

1
.

0 0 0

0
.

9 4 8 4

0
.

7 8 5 1

0
.

4 8 5 1

0
.

0 0 0

本 文 解

1
.

0 0 2

0
.

9 4 3 9

0
.

7 8 6 7

0
.

4 8 6 2

0
.

0 0 0

精 确 解 本 文 解

0
.

1 74 2 0
.

17 4 8

01合0八�自勺一匀

⋯
n00

0
,

6 3 7 9 0
.

6 3 8 4
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