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摘 要

本文给出了广义H 一空间的完备性特征性质和紧性特征性质
,

同时也研究了这一空间的度量化

定理
.

作为这些理论的应用
.

我们得到了 M e n g e r 概率度量空间的完备性特征和紧性特征
.

给出

了该空间的度量化函数的具体形式
.

关锐词 一致空间 H 一空间 概率度量空间 度量化
.

一
、

引 言

本文中
,

以 R 表示一切实数的集合
,

即 R = (一OO
,

十 oo )
,

R
十

表示一切 非负实数的集

合
,

即R
小

~ 〔0
,

+ oo )
,

牙表示一切分布函数的集合(〔3〕)
,

并令

H (‘, 一

{
(t> 0 )

;

(t簇 0 )
.

设 E 是一非空的抽象集合
,

映射F : E x E 、少称为是 E 上的对称伪概 率 度 量 (简 称

为 S PM
,

记F (x
,

夕)一F
, , , ,

而F
, , ,

(t) 表示分布函数在 才〔R 处的值)
,

如果满 足 下 列 条

件
:

(S PM 一1)

(S PM 一2 )

F
: , ,

(o)= o
,

当二= v时
,

F
. , ,

(t)~ H (t) ( V I〔R ; V 戈 , 夕(E )
,

F
二 , , = F

, , .

(V x , 夕〔万 )

设 I 是一指标集
,

令

了= 王F
“

}F
“

是E 上的 S PM
, a 〔I }

.

本文以下处处假定了满足以下三个条件
:

(U F I) V x , 夕〔E
,

若二斗 y ,

则存在F呢了
,

使得F ;
, , 斧H

;

(U F Z) V F
a ,

F 夕〔了
,

存在F y〔了
,

使得 V t〔R
,

V 二
, g 〔E

,

成立

F 二
, ,

(t)《m i n {F 二
, ,
(t)

,

F 婆
, ,
(t )}

;

(U F 3 ) V F
“
〔了

,

V 。> o
,

日占> o
,

F 夕〔了
,

使得 V 二 , , , : 〔E
,

当

F 三
, ,
(占)> 1 一己

,

F 弓
, :

(占)) 1 一 d

时成立F ;
, :

(
。
)> 1 一 。 .
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定义 1
.

1 设E 是一非空的集合
,

了是满足 (U F I) ~ (U P 3 )的E 上的S PM 族
,

称二元讨

(E
,

了) 为广义H 一空间
.

依定义不难直接验证以下命题成立
:

命题 1
.

1 设E 是一非空的抽象集合
,

P二 笼尸
。

}尸
。

是E 上的伪度量 (〔6〕)
,

a 〔I }
,

且 满足

以下条件
:

(U P i) V P a , ,

P
a :
〔P

,

m a x 畏P a , ,

P
a :

}〔P ;

(U P Z ) V 二 , 夕〔E
,

若、 今夕
,

则存在尸
口

〔P
,

使得尸
。

(x
, g )> 0

.

则(E
,

、夕是广义 H 一空间
,

其中

夕二 {户
a

}户二
, ,

(一)= H (t一P
。

(二
, , ))

,

‘〔R }
.

命题 1
.

2 若 (E
,

P
,

刁 )是一几乎概率度量空间(〔2
,

定义 1
,

2〕)
,

则 (E
,

尸) 是广义

H 一空间
.

注1
.

1 广义H 一空间的概念统一和发展了文献〔2
,

s] 中相应的概念
.

注1
.

2 如果尸是一个H 一概率度量(【1 1)
,

由命题 1
.

2可知 (E
,

F ) 是广义H 一空间
。

二
、

广义H
一

空间上的拓扑及其性质

设 (E
,

定理2
.

1

了) 是一广义H 一空间
,

对任意的
。> O

,

只> O
,

F飞犷
,

定义

U (
。 ,

几; F
a

)~ { (x
, 夕)〔E x E }F ;

, r
(
。
)) 1 一久} (2

.

1〕

牙二 {U (
。,
几; F

a

) 1
。> o

,
只> o ,

F
a
〔了 } (2

.

2 )

设 (E
,

了) 是广义 H 一空间
,

毋是 由 (2
.

2) 式定义的集族
,

则以下 结论成

兄 :

(B U I ) V 厂、
,

厂
2

〔毋
,

日犷〔多
,

使得犷c 犷:
门犷

2 ;

(B U Z) V 厂〔多
,

〕万〔毋
,

使得 2才C F ,

(B U 3 ) 门毋= {(二
, x ) lx 〔E }自刁

.

证明 (B U I) 设厂
;
二 U (

。, ,

之
, ; F

口 :

)
,

犷
:

~ U (
。: ,

(U F Z )知存在F 尹〔了
,

使得 V r〔R
,

V 劣 , 夕〔E
,

成立

F里
, ,
(‘)《m in {F穿{

,
(t )

,
F 梦{

,

(t)}

令
。~ m in {。

1 , 。2

}
,

几二 m in {几
: ,

几
2

}
,

厂二U (
e ,

之; F 尹)

V (二
, 夕)〔犷

,

成立

F 要
, ,

(
。
)> i 一几

.

由(2
.

3)知

兔: , F
口 ,
)

,

其中F
“ , ,

F
‘ :〔了

,

由

(2
.

3 )

则犷〔毋且犷C 犷
:
n 犷

: ,

事实上
,

F了:
,
(
“,

)) F荆
,

(
“
)> F宾

, ,

(
“
)> 1 一之) l一只

, ;

衅)
,

(
“:

)》 F黔
,

(e) 》尸粼
,

帕 > 1一 又》 1 一礼
.

以上两式表明 (x
,

妇 〔厂
,

门犷
2 .

故 (B U I) 成立
.

(B U Z) V 犷〔毋
,

设 V 二 U (
。 ,

几, F
a

)
,

其中 F
a

〔了
, 。> o挤> 0

.

令
。。二 m in {。

,

之}
,

因 e。> o ,

故 由 (U F 3 ) 知存在己> o
,

F 声〔多
,

使得 V % , 夕 , : 〔E
,

当

F 二
, ,
(占)> i 一 J

,

F 尝
, :

(占)> z 一咨

时成立
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F二
, :

(
。。

)> 1 一 。。

(2
.

4 )

取才= U (d
,

d ; F 勺
,

则牙〔男
.

对任意的(二
,

z) 〔2牙
,

依 2研的定义 (〔6
,

P5 2 2 」) 知存在

, 〔百
,

使得 (x
,

夕)〔研
,

(夕
, 二

)〔附
,

故

F 买
, ;

(占)> 1 一 d
,

F ;
, :

(占)> 1 一占
.

由(2
.

4 )式知

F 共
, :

(
。。

)> 1一 。。

故

F 共
, :

(
e
)) F 盆

, ,
(
e。
)> 1 一 : 。) 1 一还

所以(,
, z

)〔U (
。 ,

只; F
“

)
,

因此 2不仁厂
.

(B U 3 ) 由 (S P M 一l) 及男的定义易知刀已 口了
,

另一方面
,

V (戈
,

妇〔n多知 V F 梦

〔了
,

V 。> o ,

元> o
,

都有 (二
,

g )〔U (
。 ,

几、 F
“

)
,

故万
’

二
, ,
(
。
)> 1 一久

.

令只。 o得F ;
, ,

(
。
)》 1

.

推得F 二
, , = H

.

由(U P I) 知二二夕
.

故(二
,

夕)~ (
二 ,

、 )〔J
.

综上可知万= 门多成立
.

证毕
.

令 岁一 {A 二E x E }日犷〔,
,

使得厂 c 刀 } (2
.

5 )

夕 二 {G 〔E IV 二〔G
,

丑犷(男
,

使得 B (二
,

犷 )C召 } (2
.

6)

其中 B (二
,

犷 )二义, 〔E }(二
,

夕)〔犷 }
.

由定理2
.

1以及文献仁6
,

命题8
.

1
.

4
。

命题 8
.

1
.

1
,

命题 8
.

1
.

2叼可知以下定理成立
:

定理2
.

2 设 (E
,

了) 是广义H 一空间
,

则

( i) 由(2
.

5 )式定义的集族罗是E 上的一致结构
,

且该一致结构的基为多
.

(i 1) V F 屹了
,

F
“

关于穿是一致的 (即 V : > o
,

之> O
,

日犷〔犷
,

使得 当(戈
,

功〔犷时
,

F ;
, , (。)> 1一 几)

.

(i ii ) (2
.

6) 式定义的集族夕是E 上的拓扑
,

且拓扑空间 (E
,

沙 ) 是 T y c h o n o ff 空

间
.

注 2
.

1 由命题 1
.

2可知文献LZ
,

定理1
.

1] 是定理 2
.

2的特例
.

注 2
.

2 若 (E
.

F ;
刁) 是具连续卜范数的M

e

ng e x 概率度量空间
,

在定理 2
.

2 中
.

取尹= {F 蚤
,

可知

定理2
.

2的结论 (iii )包含文献18
,

定理7
,

2 }为特例
.

本文以下均假定广义 H 一空间 (E
,

了 ) 上的一致结构 与拓扑结构分别由(2
.

5 )
,

(2
.

6) 式

所定义
,

因此
,

一致空间
,

拓扑空间上的有关概念
,

结论当然可 以在 (E
,

了 )上建立
.

但考

虑到该空间的特殊结构
,

我们可 以建立一些更为有用的结论
.

为叙述方便起见
,

我们引入完

备一致空间的概念
:

定义 2
.

1(仁6〕) 设 (X
,

刃 )是一 个一致空间
,

了是X 的一个子集族
,

如果 V 厂〔公
,

3 A

〔了
,

使得A X A C 犷
,

则 称了含有一个任意小的集合
.

一致空间 (X
,

刃 )称为完备的
,

如果X 的任一由一致结构刃导出的 拓扑所产生的闭集族

L
,

若L具有有限交性质且含有一个任意小的集 合
,

则 n L 专小
.

依定 义及 (2
.

的 式可推知 以下结论成立
:

命题 2
.

1 设 (E
,

买 )是广义H 一空间
,

则E 的子集族了
一

含有一个任意小的集合的充分必

要条件是
:
丫F

a

〔了
,

V 。> 。
,

元> o
,

3 A 〔了
,

使得 丫 x , 夕〔月
,

成立F 共
, ,
(: )> l一只

.

为了进一步寻求集族了 含有任意小集合的特征性质
,

我们引入
:

定义 2
.

2 设(E
,

了 )是广义H 一空间
,

V A c E
,

V F
a

〔了
,

称
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D 二(t) ~ s u p i n f F 丁
, 。(: )

, t〔R
a < ‘ 矛 , q 泛 通

(2
.

7 )

为由F
“

诱导出的集A 的伪概率直径
.

若 丫 a 〔I
,

S U P
t ) 0

D 二(t) = 1
,

则称A是慨率有界集
.

依定义易知
:

A 是概率有界集的充分必要条件是 V a 〔I
,

s u P in f F ;
, ;

(r)二 1
.

口 0 : , 夕七
一

A

命题 2
.

2 设(E
,

了 )是广义H 一空间
,

了是E 的一个子集族
,

则了含有一个任意小的集

合的充分必要条件是
:

V 。> o ,

久> o , a 〔I
,

存在A 〔了
,

使得D 二(。)> l一兄
.

证 充分性 由命题 2
.

1及伪概率直径的定义立得所证
.

必要性
:

V 。> o
,

之> 。
,

F
a

〔了
,

因了含有一个任意小的集合
,

故存在A 〔了
,

使得

V 劣
, y〔A

,

成立

F :
, ,

(
一

复)
> ‘

当然

票
F :

, ,

(是)
》‘ 一

普

兄

2
.

.

所 以
,

D 二(e )> in f
留 , 梦 A

。
_

/ ￡ 、_ .

久
_ . , 、

_
,

、

厂 补 ,

戈
一

牙少多
工一玄

一

户 主一 人 ·

址毕
·

由命题2
.

2可知 以下事实成立
:

定理2
.

3 广义H 一空间是完备的一致空间的充分必要条件是
:

对E 的任一 由 (2
.

6) 式所

定义的E 上的拓扑夕所产生的闭集族L
,

如果L具有有限交性质
,

而且对任意的
。> 0

,

几> 。
,

a
曰

,

存在
e (L

,

使得D : (。)> 1 一兄
,

则 n L 铸小
.

推论2
.

1 设 (E
,

F ; 刁)是 M e n g er 概率度量空间
,

J 是连续的 卜范数
,

则一玫空间

(E
,

F ; J )完备的充分必要条件是
: 对E 的任一闭集族L

,

如果L 具有有限交性质
,

而且对

任意的
。> o ,

凡> o
,

存在
c 〔L

,

使得 D
。

(。)> 1 一几
,

则 n L 专小
.

其中D
。

(了) = s u p in f F , , 。(s )
.

a <‘ , , 叮任 o

由推论2
.

1及文献〔6
,

定理8
.

3
.

2叼可得
:

推论 2
.

2 在推论2
.

1的条件下
,

若对E 的任一闭集族L
,

如果L具有有 限交性质且 V e >

o ,

兄> 0 ,
〕‘〔L

,

使得当D
。

(。 )> 1 一几时推出 自L 斗中
,

则 (E
,

F ; 刁 )是完备的
.

由〔6
,

定理 8
.

3
.

20
,

定理 8
.

3
.

16 〕又可得下列事实
:

定理 2
.

4 广义H 一空间 (E
,

了)是紧空间的充分必要条件是
:

( 1) V e > o ,

几> o ,

F飞少
,

存在一个有限集A C= E
,

使得 V 戈〔E
,

存在
。〔A

,
F 二

, 。

(。)

> 1一久;

(i i) (E
,

了 )中的每一柯西网收敛于E 中的点
.

推论 2
.

3 具有连续卜范数刀的M e n g er 概率度量空间(E
,

F 、 刁 ) 是紧空间的充分必要

条件是 (E
,

F ; J )是全有界且完备的
.

注 2
.

3 因为H 一空间
,

几乎概率度量空间都是广义H 一空间的特例
,

由定理2
.

3
,

定理2
.

4 我们又可以得

到这两类空间上的完备性
、

紧性特征
,

限于篇幅
,

不再赘述
.

三
、

度量化定理及M e n ger 空间上的度量函数的具体形式

定理 3
.

1 设(E
,

了 )是广义H 一
空间

,

则 v F呢了
,

存在犷宝
,

⋯
,

犷七
,

⋯〔扩
,

满足
.
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3犷 : 一C 厂 : 门U

愉
,

*黔 Fa) (”~ l
,
2

,

⋯ ) (3
.

1)

证 取犷空二U (1 / 4
,

1/ 4 ; F
“
)

,

因 V 掩犷
,

故存在不币扩
,

使得 2平
:
c= 犷宝

.

对牙币犷
,

存在命
,
〔扩

,

使得 2命
,

c w
; .

注意到评
I

c 2评
1 ,

故有

3评
I
c= 牙

; + 牙
;

c Z研
:
c V 笠

.

取犷宝二评
: ,

则

_ , , .

_
, , 八 , ,

1 1 1

梦 ; 二厂 ! } l曰气丁
’ 一

丁

注意到犷笠门U (i / 2
3 ,

1 / 2
3 ; F

a

)〔犷
,

心同理可证存在犷呈〔扩
,

使得

F
·

)
一犷‘

·

在以上的证明过程 中以 犷 ; n U (1/ 2 ” , 1 / 2
” ; F

“

)代替

3犷雪C 犷
n U

(矗
,

井
; F

。

)

归纳假定已定义了欢
,

犷宝
,

一
,

犷笠〔犷
,

满足条件

3 : :
+ :
c= : : 。可赤

F
·

)
“一‘

, 2 ,

一
n 一 ‘,

·

因厂 : n U (1 / 2
” 斗 ‘,

1/ 2 ” + ‘ ; F
“

)〔澎
,

仿 上可知存在犷 :
十 ,
〔扩

,

使得

3 : :
十 ;

c : : 。 U
(

1

2 . + 1 ’

1 0
.

\

恋石‘
一

’ 厂 一

少
·

如此继续下去即知 (E
,

了)上存在满足 (3
.

]) 式的集序列拼 : } :
. : .

证毕
.

推论 3
.

1 设 (E
,

了 )是广义H 一空间
,

了~ {F ‘}乳
:

是一可数族
,

则存在犷孟
,

一
,

厂孟

⋯〔澎
,

使得 以下结论成立
:

。
十 1
二犷‘且尸‘

,

,(声
一

)>
‘一

声
(, 一 1

, 2 ,

⋯ )

设 (E
,

了)是一广义H 一空间
,

V a 〔I
,

犷宝
,

犷 ;
,

⋯犷 :
,

一为满足(3
.

1) 式条件的集序

列
,

令欢 = E X E
,

V (劣
,

功 〔E x E
,

定义

o ,

(劣
, 夕) 〔 门犷 :

(3
.

2 )

Z ff ’

n = m a x {m }(二
, 夕)〔犷二一 犷二

+ ; }

J

r.I..ee
.!、.....、

一一
、,产

yX
‘

f、

口

护

产
.

。
·

‘一。)一 ‘·f
{鑫

‘
·

‘

一
, ,·

。 , ·、,

一“
, ·。-

一
。

}

P (x
, 夕)= s u P 笼P

。

(x
, 夕)}

口 〔 I

(3
.

3 )

(3
.

4 )

注意到

: :
十 :
c 3 : :

+ :
c= : : 。U

(
1

2 . + 1 ’

1

矛落1
一

’
F

·

)C=
厂

(3
.

5 )

因此 (3
.

2 )式定义的函数是合理的
,

且由文献〔6
,

定理 8
.

1
.

10 〕及其该定理的证明过程可知
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八是E 上的伪度量且成立
:

1
, , 、

一
, 、

, , , 、

一 ‘

万 J
a

Lx
,

夕)气P a 气x , g )气J
。
气x , 夕)飞 1

乙
(3

.

6 )

综合以上的讨论可得以下命题
:

定理3
.

2 广义H 一空间(E
,

了 )上存在一伪度量族 P = {p
。

}
,

使得对每一自然数
n ,

V a

〔I
,

成立
:

, , .

_ f
、 , ,

_ 1 、 _
, , _

厂 二匕布又x
,

g ) IP
。

戈x
,

夕)乓丽 卜〔厂 ;
一 l

、 ‘ 夕

(3
.

7 )

其中犷忿二E 火 E
,

厂了
,

⋯
,

厂言为满足 (3
.

1) 式条件的E 中的集序列
,

犷 :〔犷 (n 一 1 , 2 ,

⋯ )
.

定理 3
.

3 设 (E
,

了 )是广义H 一空间
,

则由(3
.

4 )式定义的二元函数是E 上的度量函数
,

且 由该度量函数诱导出的E 上的拓扑粗于一致结构犷诱导的E 上的拓扑
.

证 由定理 3
.

3可知P是E 上的伪度量
.

只须证 V x
,

, 〔E
,

若P (%
,

妇 二 0
,

则 戈一夕
.

为

此先证等式

厂
彻n护刁 =

。

见 (3
.

8 )

事实上
,

对任意的 (x
,

妇〔 n n 犷言
,

可 知 V a 〔I
,

任意的自然数 n ,

都有 (劣
,

功〔犷 :
,

利
口 之 I 月 . 1

用 (3
.

5) 式可得F 二
, , (1 / 2

”
)> 1 一 1 /2

” .

由a 及。的任意性及条件 (U F I) 推知 x 二夕
.

故(x
,

妇〔

刁
.

所以 门 自 犷 :C 刀
,

而且相反的包含关系是显然的
.

因此(3
.

8) 式成立
.

口 七 1 n . 1

因P (x
,

梦)二 O

(x
,

度量

夕) 班门 犷 :
·

,

故 V a 〔I
,

p
a

(x , 夕)~ o
,

假若 二今夕
,

由 (3
.

5 ) 式可知存在 a ‘,

使得

,

故f
a ,

(x
, 夕)> 0 ,

由(3
.

6 )式知p a ‘(x
,

夕)今 0
.

矛盾
.

所以p 是 E 上的

由P扛
, 刀)之定义可得以下等 式

:

干(
二

,

。)。二 x 二
: 。(二

,

。) ( 点下= n 干(
二 , 。) },

。

(二
, 。)《六下

气 ‘ 声 口 〔I 、 ‘ J

因此由(3
.

7 )式又可推知以下关系成立
:

r
、

一 。
_ _

。
. , 、 _

1 、_ 八

呢又x
, 夕)七乃 X 乙 IP又戈 , y )乓 石而 之匕 1 1 厂 ;

一 ; 。

气 ‘ 少 a 交 I

所以 日」(3
.

4 )式定义的度量函数诱导的拓扑粗于一致结构犷诱导的拓扑
.

证毕
.

令 ,
士

一
{可;

一 ,
一

奋。 )
,一

‘, 2 ,

⋯
,

Fa 。 }
澎

,
= 夏A〔E x E I三犷〔多

, ,

使 得A。犷 }
.

类似于定理 2
.

1的证明过程可以证明集族梦
,

满足条件(B U I一 B U 3 )
.

因此一致结构岁
:

诱导

出E 上的一个拓扑
,

不难看出
,

该拓扑与 (2
.

6 )
,

大定义的拓扑等价
.

故利用 文献 郎
,

定理

8
.

1
.

2 1刁可知以 下命题成
「

从 :

定理3
.

4 广义H 一空间 (E
,

了) 是可以度量化的充分必要条件是族了是可数的
.

注 3
.

1 由注1
,

1和注1
.

2可知定理3
.

4统一和发展了文献【11 和〔10 1中的结果
.
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特别地
,

对H 一空间(E
,

F )
,

我们可在E x E 中取一集序列厂
; ,

犷2 ,

满足 条件

1 0 2 1

⋯
,

犷
, ,

⋯ ( 犷
,

:
。 、 ,
二 3 :

。 十 :

二 :
。

n U
(尹

; r , 2
马二 )

, ”一 “
, ‘, ”

’

(3
.

9 )

其中 :
。

一E 、 E
,

U

(
〔E x E

,

定义

声
,

2
么

一

)
一

{(
二

,

。

、
、 “ }尸

二 , ;

(拼净> ‘一

声
一

}
,

V (二
, 夕)

} o

f( x, 妇 ~ )主
、

Z
,’

(二一夕)
;

(
n = m a x {。 !(x

, 夕)〔厂
fn 一 犷。

+ : })

“(一 。, 一 ‘·‘
{户

‘(

一
)}·

。 ,

一
〔E

, ·。-

一
。

} (3
.

1 0 )

推论 3
.

2 设 (E
,

F )是H 一空间
,

d 为由(3
.

10 ) 定义的E 上的二元函数
,

则以下结论成

立

( i ) d是 E 上的度量函数且 V 劣 , y〔E 成立

喜, (二
, 。)簇、(二

,

。)簇 , (二
, 。)

;

‘

(11) 丫t> 0
,

丫二
,

夕〔E
,

若d (x , 刀)< i
,

则F
: , ,

(2了)> 1 一 Zf ;

(iii ) 由度量d 诱导出的E 上的拓扑与H 一空间(E
,

F )上原来的拓扑等价
.

证 (i) 和 (ii 幼是定理3
.

3和定理3
.

2的推论
.

下证 (ii )也成立
.

不妨设劣姜 夕
,

设 f(x
,

刃

= 1 / 2
” ,

对 t> o ,

若d (x , 夕)< t ,

由(i)知 t> f(x
, 夕) / 2 == z / 2

” 十 ‘,

依f(x
, , ) 的定义和 (3

.

9 )

式可知F
二 , ,

(1 / 2
”

)> 1 一 1 / 2
” ,

所 以F
, , ,

(Zt)> F
: , ,

(1 / 2
”

)> 1 一 1 / 2
.

> 1 一 Zt
.

证毕
。

推论 3
.

3 设(E
,

F
,

刁)是M e n g e r 概率度量空间
,

J 连续
,

d 为 由(3
.

10 )定义的 E 上

的二元函数
,

则推论3
.

2的结论仍然成立
.

注3
.

2 推论3
.

2和推论 3
.

3在更一般的情况下给出了该空间上度量函数的具体形式且讨论了该度量函数

与概率度量函数的关系
,

利用这种关系
,

我们可以进一步地讨论H 一空间
,

M e n ge r 概率度量空间上一些更

为深入的性质
,

限于篇幅
,

不再赘述
.

类似的研究请有兴趣的读者参阅文献L1 2、13 ]
.
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