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摘 要

本文对一类四阶椭圆型方程奇异摄动问题建立了指数型拟合差分格式
,

并且证明了这种格式

在能量范数意义下关于小参数 e 的一致收敛性
.

最后
,

我们给出了数值结果
.

关. 词 椭圆型 奇异摄动 能量范数 数值解
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引 言

在文〔1〕中我们曾经考虑过四阶椭圆型方程奇异摄动问题
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其中 n 表示内法线
,

厂表示区域的边界
,

并且假设所有的系数满足一定的相容性

条件以保证解价在包含r 的一个开区域 内光滑
.

现在我们来讨论这一问题的差分解法
.
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预 备 知 识
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功
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。
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:
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万 _ 1 盆 一 1

《e : : 人乙 E [ (a ,
v

:

甲
二

功
‘,

)
, + (a Z v ,

甲
,

功
‘,

)
么+ a ,

(万
二

功
‘,

)
2

+ 几(甲
,
功
‘, )

‘+ 功: , 〕

协一 O J一 0

N ~ 1 万 一 1

+ e : 尤m a x (
。,

h
, r

) + C
3 : h兄 习 f于

, (2
.

2 9 )
必

‘一 0 J . 0

现讨论(2
.

2 1) 左端的二
、

三两项
,

经过简单运算有下面等式成立

万 _ 1 卫 ~ 1

: h名 E (
a ‘, 。 :

v
,

甲
:

价
‘, + b

‘, 。 :
v ,
万

,
功
‘, )M

“ , ’

功
‘,

4 一 0 夕一 0

万 ~ 1 万
一 1

二 : h习 名 (
a , , a {(v

,

甲
二

价
‘,

)
2 + b , , a 孟(v

,

甲
,

功
‘,

)
2

)
弓. O J一 0
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万 一 1 盆 ~ !

+ : h乙 乙 (
a ‘, a :几 + b‘, 。 ,

几)v
二

甲
二

功
. ,

·

v ,
甲

,
功
‘,

(2
.

3 0 )
‘一 O J一 0

令价I二(
a ‘, 十b ‘, )al 几

.

我们来估计上式右端的最后一个和式

‘~ 1 盆 一 1

: 人艺 乙 x ‘, v
:

甲
:

功
‘,

·

v ,
甲

,
功
‘,

‘. 0 了 . 0

万 _ 1
‘一 万 万 百 ~ l

= :

E x ‘,
甲

:

功
‘, ·

v ,
甲

,
功
‘,

了一 0

一分
x ‘,
甲

:

“,
·

v ,
甲

,
“,

l

‘一 0

一 : h E 兄 [ 甲
,

(v ,
甲

,
功
‘, ·

X ‘, )〕
·

甲
.

功
‘,

‘一 1 1 . 0

‘一 万
N 卫 一 l

‘一0

一 r h E E (甲
: x ‘,

)甲
,

功
. ,

·

v ,
甲

,
功
‘,

‘一 1 了一 0

万 盆 一 1

一二h乙 E x ‘一 , , , v
二

甲
:

甲
,
功
‘,

·

甲
,

价
‘,

(2
.

3 1)
{ 一 1 了一 0

由边界条件(2
.

1 1)
,

上式右端的第一项可改写为

脚 . 1
‘一万

,

艺 x ‘,
甲

:

功
‘,

·

v ,
甲

,
价
‘,

夕一 0 ‘一 0

万 ~ 1

= k :

乙 笼x ‘,
功
。,

J一 0

盆 , l

·

v ,
甲

,
功

.

川 :了一
:

名 {X ‘, 夕‘,
·

v一
专

,
功
‘, 卜尝:扩

了一0

一‘“X ‘,
,
‘,甲

,
“

, ‘, : 矛!
, . 盆

对

了
一 0

一 k ,

乙 {(甲
,
功
‘, )

·

甲
,
(x ‘,
功
‘, )}:: 犷

夕. 1

+ 、x ‘, 。‘,
·

甲
,
诱
‘, }:: 犷{

’
“

对

J一 0

+ :

E {甲
,
(x ‘, g ‘, )甲

,
功
‘, }l:犷

I 一 1

二{ {kX ‘,
·

功
; , k功

‘, }; : 犷玛:梦一 魂{舟x ‘,叻
, , g ‘, };:犷玛: 舒

万

一 k :

E {(甲
,
功
‘, )

·

甲
,
(x ‘,价

‘, )}l: 扩
, . 1

盆

一 {{x ‘, 夕‘, ·

(k价
‘,

·

夕‘,
)}季: 了}l: 犷+ :

兄 {甲
,
(X ‘, g ‘, )甲

,
功
‘

川 : 矛 (2
.

3 2 )
夕一 1

现对上式右端的项作出估计
,

先讨论第三项
.

因为

盆

掩:

E 王(甲
,
功
‘, )甲

,
(X ‘,砂

. , )}l: 犷
J一 1

,

万 盆

= k ,

习 {(甲
, x ‘,

)必
‘,

·

甲
,
功
‘, }J: 扩+ kr

E {x ‘, , 一 ;
(甲

,

功
. , )

“}:: 矛
才一 1 了一 1

所以
,

盆 百

k r

E {(甲
,
功
‘, )

·

甲
,
(X ‘,必

‘, )}:: 扩一k ,
乙 {X ‘, , 一 :

(甲
,
功

. , )
“}: : 犷

了一 1 , . 1
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g

二吞:

名魂(甲
, x . ,

)功
. ,

·

甲
,
功

. , }; :矛
夕一 1

!
习,-1

碱
一

户等煞
)

, {价考, }: : 犷+ 二 : :

{x ‘, , _ :
(甲

,
功
‘, )

里}l:扩 (2
.

3 3 )

由引理2
,

我们知

(甲
,
x , ,

)
2

/ x . , , _ ;
《C : 口 :

(j)

故由(2
.

3 3 )不难得

万 盆

k r

艺 笼(甲
,
功
‘,

)甲
,
(X ‘,价

‘,
)}:: 犷一k r

E {x ‘, , 一 ,
(甲

,
功
‘, )

, }: : 犷
夕一 1

《

夕. 1

里
_ 一

: 盆 M

田1
乙 c : a , {诱:

, }: :舒+ 。 : :

E 玉X ‘,
, 一 :

(甲
,
功

. , )
, }委: 犷

夕一 1 J . 1

适当地选取‘
, ,

并利用引理 1
,

得

盆

吞:

E { (甲
,
功
‘

小
夕一 1

甲
,
(x ‘,价

. ,
)}; : 犷+ C : :

名
j一 1

{x ‘, , _ ;

(甲
,
功

. ,
)
‘}: : 犷

盆 万 盆

( C 。:

艺
。,

玉价蓄
, }; : 犷《C 4 : hE E 〔a :

(甲
,

功
‘,

)
, + 功: , 〕

夕一 I 畜一 1 1 一 1

从而有

万 万

k r

E 王(甲
,
功
‘,

)
·

甲
,
(x . ,
功
‘, )}: : 犷+ C , :

E 王x ‘, , 一 :
(甲

,

功
。, )

‘}: :了
护一 1 J 一 1

万 万

《C
‘, h 乙 艺 (a :

(甲
.

诱
‘,

)
, + 娇了

,
) (2

.

3 4 )
‘一 1 J . l

由不等式(2
.

的知(2
.

32 )右端的最后 两项满足不等式

对

王毛x . , 夕‘,
·

(k毋
‘, + g ‘, )卜: :了}; : 舒一

,

E {甲
,
(x ‘, g ‘,

)甲
,
价

. , }: :舒
I 一 1

《C : {{x 。,必 , 卜l:扩}; : 舒+ q 笼镇川
, }:: 犷}; : 舒

(2
.

3 5 )
护

+ c 。:

E 笼x ‘, (甲
,
价
‘, )

,

}: :犷+ c ‘:

云 {g :
, + (甲

, g ‘, )
,
}毛:誉

夕一 1 才一 1

由不等式 lu 。 !《。
:
1
。

}
“+ (1 / 。

;

)}
。

!
“
得到 (2

.

3 2 )右端第二项估计

1笼{k X ‘,
协
‘, 夕。, }l: 犷}; : 梦1

《。 :

该{夕:
, }{: 犷}; : 扩+ (1/ w :

川(x , z功
, ,

)
’

}l: 空}; : 梦

其中切
: 是任意正常数

.

(2
.

3 6 )

将(2
.

3 4 )
,

(2
.

3 5 )和(2
.

3 6 )代入(2
.

3 2 )
,

得
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皿

以间一 :

乙 x ‘,甲
.

沪
‘, ·

v ,
甲

,
功
‘,

‘一 万

了一 0 ‘一 0

+ e 、{ {x ‘,娇考, }: :犷}; :尹+ c : r

习王x . , , 一 :
(甲

,
价

. , )
,
》

了一 1

万 万

簇 c
: : h云 E (a ,

(甲
,

必
‘, )

“+ 功{
,
) + C

‘

了 (2
.

3 7 )
公。 I J一 1

这里及以后记

衬 万

了 = :

乙 {g 考, + (甲
, g : ,

)
“

}l: 舒+ h乙天g {
, + (甲

:

g : ,
)
么

}杏: 李
J一 口 ‘一 0

利用分部求和法
,

(2
.

3 1) 右端的第三项可改写为

万 ~ 1 对 一 1 万 万 _ 1

: h名 E X ‘一 , , ,
甲

,

v ,
甲

,
庐
‘,

·

甲
:

必
‘, = : h乙 乙 X ‘一 : , , v ,

(甲
二

甲
,
价
‘,

)甲
.

功
‘z

J 一 0 侣 . 1 J . 0

万 万 万

乙 X ‘一 ; , ,甲
.

甲
,
价
‘,

·

甲
,

功
‘,

J . 万
一 : h乙 乙 甲

,

甲
,
功
‘, ·

甲
,
(x ‘一 : , ,甲

,

咖
,
)

0,九卜一一

感一 1
了一 0

了一 1 ‘. 1

万 N 盆

= h云 X ‘一 , ,
, 甲

,

甲
,
咖,

·

甲
,

咖,
了一 万

一 二h乙 E 〔甲
, x ‘一 : , , )甲

.

咖,
·

甲
.

甲
,
咖,

‘一 1
j . o

‘一 1 了一 1

万 万

一 : h习 习 X ‘一 : , , 一 :
(甲

,

甲
,
功

. , )
,

(2
.

3 8 )
‘一 I J一 1

由边界条件(2
.

1 1)
,

我们将上式右端的第一项写为

h乙 x 。一 : ,
, 甲

:

甲
,
沪
‘,

·

甲
.

价
‘, ‘仁誉= h 天x “ , , ,甲

:

(吞娇
‘, 一 a‘, )甲

:

诱
. , }; : 梦

!

Ef-l

万 万

= kh兄 {x ‘一 ; , , (甲
‘

必
‘, )

,

}二: 犷一 h 乙 {x
‘一 ; , ,甲

:

必
。,

·

甲
,

功 , }; :舒
f 一 l ‘一 1

从而有

万 万~ 1 万

, h习 习 x ‘一 : , , 甲
,

v ,
甲

,
功
‘,

·

甲
,

功
‘, 一吞h兄 玉x ‘一 : , , (甲

:

价
‘,

)
,

}; :笋
‘一 1 了. 0 ‘一 1

万 万

+ : h习 名 x ‘一 ; , , 一 1

(甲
,

甲
,
功
‘, )

,

t . 1 了一 1

万 片 万

= 一 h E {X
‘一 : , ,甲

:

咖
, ·

甲
二

功, }; : 群一
: h E E (甲

, x ‘一工, ,
)甲

.

功
‘,

·

甲
.

甲
,
咖

, 、

‘. 1 ‘一 I J 一 飞

万 万 万

《 C , h 乙 王x ‘,
(甲

,

协
‘,

)
, }; :尹+ C : : h E 乙 x ‘, (甲

,

甲
,
必
‘,

)
艺

‘一 1 ‘一 1 了一 1

万 盆 万

+ c : : hE 乙 x ‘,
(甲

,

砂
‘,

)
, + C 一h乙 {(甲

.

9 ‘, ), }; : 梦
‘一 1 矛一 1 ‘一 l
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适当地选取C , ,

C : ,

得

刀 盆 _ 1

二h艺艺 x ‘一 : , ,甲
.

v ,
甲

,
价
‘,

·

甲
.

功
‘,

‘一 生 I一 0

万 对

+ e
。
八E {x ‘,

(甲
二

功
‘,

)
2

}; : 舒+ C
。: h乙 万 x ‘,

(甲
二

甲
,
必
‘, )

2

‘. 1 J . l

( C
: : h乙 乙 。 ;

(甲
二

功
‘,

)
’ + C

‘
h乙 {(甲

:

g ‘, )
2

}; : 尹 (2
.

3 9 )
‘一 I J一 1

利用分部求和及边界条件(2
.

11) 将(2
.

3 1) 式的第二项改写为

N 盆 _ 1

; h E E (甲
, x ‘, )甲

,

协
‘,

·

v ,
甲

,
功
‘,

感一 I J 一 D

万 卫

= h艺 (甲
,

泊小 甲
.

咖
,

·

甲汕
,

水梦一
: h艺 艺甲冲

‘, ·

甲
,
(甲

.

为 ,
·

甲
.

咖, )
t 一 1 了. 1

万 卫

一h乙 甲
:

x ‘,
·

甲
.

功
。,

(k价
‘, 一 g ‘,

)I; : 舒一
: h 乙 乙 (甲

,

甲
, x ‘, )甲

一

价
. ,甲

,
价
‘s

‘一 1 J . 1

一 了h 乙 E (甲
二

x ‘, , 一 ,
)甲

,
咖,甲

,

甲
,
咖

,

(2
.

4 0 )
‘一 上 夕. 1

所以 由(2
.

3 1)
,

(2
.

3 7 )
,

(2
.

3 9 )和 (2
.

4 0 )
,

我们有

万一 1 万 一 1 万 盆

一 ‘h 乙 公 x ‘, v
,

甲
,

功
‘,

·

v ,
甲

,
必
‘, + : hE 名 x ‘一 : , , 一 ;

(甲
,

甲
,
功
‘, )

,

‘一O J一 0 月一 1 了一 1

+ C , 玉天功李, }牛: 犷}; : 尹+ c : ,
E 王。:

(甲
,
价
‘, )

,

}l: 扩+ c 。人乙 毛。
:
(甲

.

协
. , )

,

卜; : 护

万 盆

( C 一r h E 乙〔a :
(甲

,

功
. , )

么+ 。 :
(甲

,
功
‘, )

, + 必{
, 〕+ C

7

叉 (2
.

4 1)
‘一 1

由(2
.

2 2 )
, ·

(2
.

2 9 )
,

(2
.

3 0 )
,

(2
.

5 7 )和(2
.

4 1)
,

得

万_ i 万 万 一 1 盆
: h E 乙 a :

(
。
甲

,

M
“ , ,

功
‘, )

“+ : h乙 乙 。2
(
。
甲

,
M 一 ’

价
‘,

)
,

J一 0 ‘. 1 ‘一 O J一 1

万 _ 1 盆 ~ i

+ C : : h乙 兄 〔a 全(v
二

甲
.

价
‘, )

“+ 。委(v ,
甲

,
功
‘, )

’〕

‘一 O J ‘ 0

, 一 1 盆一 1

( 1一 : h乙 乙 (
c ‘, a 全/

,

甲
,

功
‘, + d ‘,功

‘, 一 f
,

小 M
几 , ’

功
‘,

‘一 O J一 0
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万~ 1 盆 _ l

+ K m a x (
e ,
人

, :
)+ C : r h E 名〔a 孟(v

:

甲
:

价
‘, )

忿+ a ; (v ,
甲

,
价
‘, )

,

口一0 夕. 0

+ a ,
(甲

:

价
‘, )

“+ 。2

(甲
,

功
。, )

,
+ 功: , 〕

利用C Z
的任意性

,

即得

盆 一 I N 万一 l 对
: hE 乙

。 ;
(
。
甲

.

M
“ , ’

功
‘, )

,
+ : h乙乙

a :
(e甲

,
M

几, ,

价
‘,

)
,

J 一 0 ‘一 1 召一 0 沙. 1

刀 一 t 万 一 1

+ C
: : hE 云〔a 全(v

二

甲
,

协
‘, )

’+ a 孟(v ,
甲

,
价
‘,

)
么

〕

‘一 0 夕一 0

H _ l 盆 一 l 刀 一 1 盆 一 1

《c 一: h云 万 [ a :

(甲
,

功
‘,

)
’+ 几(甲

,
功

, , )
2

+ 功考
, ] + r h乙云 j l, + K m a x (h

, : , 。)
娜一 0 1 一 0

于是引理 5 得证
.

现在对差分问题(2
.

万一 1 盆 ~ 1

4 一 0 J . 0

10)
,

(2
.

11) 和 (2
.

12 )的解作出先验估计
.

将方程(2
.

10 )的两端同乘

以咖, ,

并求和
: h E E

,

我们有
‘一 0 了一 0

N ~ 1 对 _ 1

: ; E 乙卜
。,

(对
‘ , ·

)
,

功
‘, + a 。, a : v刀

:

功
‘, + b ‘, “

:
v刀

,
价
‘,

f一 O J 一 0

万一 1 盆~ 1

+ c ‘, a 牛八甲
.

价
‘, + d . ,价

‘, 〕价
‘, 二 : h 乙 名 f

‘,功
‘,

(2
.

4 2 )
侣. 0 , . 0

上式左端的第一项可改写为

万一 1 盆 一 i

: h兄 乙〔(M
“ , ’

)
,
功
‘, 〕功

‘,

了一 0

万 ~ 1 盆一 立 N 一 1 万 一 1

: 。E 云
。: v

.

甲
.

材
, , ,

功
. , ·

功
‘, + : h习 艺几v ,

甲
,

M
, , ’

功
. ,

·

功
‘,

(2
.

4 3 )

,-一一

‘一 D 了一 0 4一 0 了一 0

利用分部求和及边界条件(2
.

12 )
,

得到

万 ~ 1 皿 ~ 1

~ L 又 , 、, , 。 甲, X l 再
_

, 谈 孟
r n 之曰 之山口: V

。 V .

似 ”
’

p ‘,
·

p ‘,

‘一 0 1 一 0

对 一 1 万

二丫

乙 。 :
甲

.

M
‘,

场
‘,

·

咖
, 一 : h 艺 。:

甲
,

M
“ , ’

功
. ,

·

甲
:

如
,

夕一 0 t 一 1

盆 一 1 盆一 1

二 :

乞
a ,

甲
,

M
“,

丫
, , ·

咖, }l: 扩一
:

E 氏M
. , !

功
‘,

·

甲
:

功
‘, 比: 犷

才一 O 才一 O

刀一 1 盆 一 1 笙~ 1

+ : h乙乙 al M
‘ ,

喻
, ·

v
.

甲
,

咖, = :

乙 。 :
甲

:

M
“, ’

如
·

咖,
l:= 犷

弃一 0 了一 0 夕. 0
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, 一 1

一 ,
艺 。 ,

爪,
·

J一 0

万 ~ 1 万 一 1

甲
,

协
‘, !; :犷+ : h艺 习M

称, ,

沪
‘,

·

a : v
.

甲
.

功
. ,

(2
.

4 4 )
‘一 0 才一0

同理
,

片 一 1 万 . 1 万 _ 1

: h艺 习
a : v ,

甲
,
M

’, ,

娇
‘,

·

功
‘, 二 h乙

a :

苹
,
M

’ , ’

功
‘,

·

砂
‘, }; :尹

t 一 O J一 0 心一 0

N ~ 1 万一 I万 一 1

一人E h‘, 甲
,
功
‘,

}二: 舒+ : h E 习M
几 , ‘

功
. , a : v ,

甲
,
功
‘,

(2
.

4 5 )
咨一 0 ‘一 0 1 一 o

因此
,

万 _ 1 留 ~ 1 卫 _ 1

r h艺 名
。么[ (M

“, ’

)
2

价
‘, 〕功

‘, = 。么:

兄
。:
甲

,

M
“, ‘

功
. ,

·

功
‘, 11: 舒

‘一 0 1 一 0 J一 0

万 一 1 盆 _ 1

一 e ,
h E

a :
甲

,
M

“ , ,

功
‘,

·

功
‘, 一。, :

乙 a : h‘,甲
.

功
‘, }l: 舒

‘. 0 夕一 0

万 _ 1 万 ~ 1 盆 ~ 1

一 e Z
h E

a : h . ,甲
,
功
‘, I;

感一 0

: 犷+ : h E 习
。,

(M
“, ’

必
‘,

)
2

‘. “

I
J . ”

(2
.

现对上式右端的第一
、

二项作出估计
,

利用 (2
.

9) 及引理 l有

,一
翼
一万

·

M一,
。,

·

,
‘, . : : 犷}、 C

[
·

井
{(一 ,

·

M一“,

“, ,
’
‘,:矛〕

+

、C

{。
L + ‘, “

·
万 万 _ 1

: h兄 习〔a : 。, v
,

甲
.

M
’, ,

功
. ,

·

功
. , + 口 : 。‘

甲
.

M :
,

价
. ,

·

甲冲
. , 1,

‘一 l j一 O

片 _ i 万 ~ 1
·

‘h万 乙(a : 。t甲
.

M 一’

价
. ,

‘. 。 , . 。 圣牟
, , 刁困麟

功
‘, ,

’

}
+

卫, 正
,

抓

、c !
((L + 1 )‘)+ 二

嘻翼
〔C :

(一
v

·

,
·

M
。一“, ,

: +

专‘, ,

+ C : a !
(。

!
,

·

M
“, ·

“, ,
: +

廿
。 1

(,
,

“, ,
’

+ e !

(去)+
二”

茸萦(
c ‘

(一 ,
,

M一‘
。, , : +

七
‘

我们选择C. = 1 /
。 ,

利用引理 5 和(2
.

2 6 )
,

得

尝,

f
)

万 一 1 万一 玉盆 , 1

le , ,

E 。:
甲

,

M气
,

功
‘,

·

毋
‘, l: : 犷I( C : r h兄艺 〔。 :

(甲
.

功
. , )

’

了. 0 ‘一 O 了一 0

+ a :

(甲
,
功
‘,

)
1 + 功李, 〕+ K m a x (h

, 。)

这里C :是任意正常数
.

同理
,

(2
.
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X _ 1 份 一 l 盆~ 生

e , h艺
a :
甲

,
M气

’

功
‘,

·

功
‘, l; : 了I《C , : h乙 艺〔。,

(甲
,

功
‘, )

,

‘一0 ‘一 0 1 一 0

+ 几(甲
,
必
‘, )

2
+ 毋l, 〕+ K m a x (

r , 。
)

由(2
.

4 6 )
,

(2
.

4 7 )
,

并利用引理5 ,

得

(2
.

‘7 b )

万 _ 1 对 一 1 万 _ 1 卫~ 1

一 : h E 乙
。2

(M
为 , ’

)
,

功
‘,功

‘, + : h 乙 习
e ,

(M
“, ’

必
‘, )

2

咨一 O J 一O ‘一 O J 一 0

万 _ 1 卫一 1

《e 、, h E 兄 [ a :
(甲

:

功
‘, )

, + 。2

(甲
,
功
‘,

)
么+ 必: , 〕+ K m a X (h

, T , “
)

‘一 0 了. 0

万 _ l 对 一 生

+ I
。么h 乙 h‘,。 :

甲
,
功
‘, l; : 梦I+ l

。么丫

乙 h ‘, 。:
甲

,

功
‘,

11:犷l
‘. 0 J . 0

万一 ! 对 ~ i

《C : : h艺兄 (a l

(甲
:

价
‘,

)
’

+ a :

(甲
,
功
‘,

)
么+ 功{, + m a x (h

, r , 。
)K )

‘一 0 J . 0

N ~ 1 盆 一 1

+ 。“r h乙 乙 (。
,
(万

:

必
‘, )

“
+ (a : v

.

甲
.

必
‘, )

盔

)
‘一 0 了一 0

万一 1 盆 一 1

+ 。么 r h乙 乙 (口
:
(甲

,
功
‘,

)
么+ (a Z

v ,
甲

,
功
‘, )

么

) + 。么K

‘一0 了一 0

万 一 1 盆 一 1

《C : : h乙 习 (a :
(甲

.

协
‘, )

’
+ 。2

(甲
,
功
。, )

’+ 娇l,
)+ m a X (‘

,
h

, ‘
)K

‘一 0 夕. 0

1
.

e
.

万 ~ 1 盆 一 1 万 一 盆盆 ~ 1

一 , hE 兄
。恶

(M
‘ , ’

)
么
价
‘,功

‘, + : h乙 兄
。么

(M
奋, ’

功
‘,

)
’

‘一 0 夕一 0 ‘一 0 了一 0

N 卫

《C , : hE 习〔a :
(甲

,

功
‘, )

么 + 。:
(甲

,
娇
‘,

)
2 + 功: , 〕+ K m a X (h

, ‘ , 8
) (2

.

4 8 )
‘一 I J 一 1

此外
,

(2
.

4 2 )中的其余项

,
N _ 1 盆 ~ 1

一 r h乙 乙 (
a ‘, 。: v

,

甲
,

必
‘, + b ‘, 叽v ,

万
,
必
‘, + e ‘, a l户甲

,

必
‘, + d . ,必

‘,
)价

‘,

‘一 0 夕一 0

万 _ 1 万 盆 ~ 1

二二二

一 了 乙
a ‘, a ;

万
,

功
‘,

·

功
。,

11:犷+ : h乙 艺 a :
(甲

:

必
‘

小 甲
,

(
a , ,价

‘, )
了一 0 弓一 ! 了一 0

万 _ 1 万 一 1 盆

一 h乙 b . ,。 :
甲

,
价
‘,

·

功
‘, l圣:舒+ : h乙 乙

。:
(甲

,
功
‘

小 甲
,
(b ‘,价

‘, )
‘一 0 ‘, O J一 1
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万_ 1 盆 一 1 刀 ~ 1 盆 . 1

一 : hE 艺
c ‘,
时 ‘,

甲
,

功
‘, ·

咖
, 一动 E 艺 d., 次

,

‘一0 夕一 0 ‘. 0 夕 口 0

万 对 _ 1 N ~ 1 盆一 1

二 : h E E
a ‘一 ; , , 。,

(甲
二

功
‘,

)
“

+ : h乙 艺 b
‘, , 一 , a Z

(甲
,
功
‘,

)
2

公一 I J 一 0 ‘一 O J一 0

万 ~ ! 卫 一 1 N 一 1 万 _ l

十 : h习 习 (甲
: 。‘,

)a
:

甲
:

功
, ,

·

功
‘, 一 : h乙 乞

。‘
刃圣/ ,

甲
,

咖,
·

咖,

‘一 O J 一 0 ‘. 0 了. Q

万 一 1 皿 盆 ~ 1

+ r h E E (甲
,
b‘,

)a :
功
‘,
甲

,
功
‘, 一 r

E
a ‘, a :

甲
二

必
‘,

·

功
‘,

{; : 犷
弓. 0 夕一 1 , 口 O

N 一 1

一 h习 b ‘, 。2

甲
,
功
‘,

·

功
‘,

I; : 舒
‘一 0

利用引理 l 及不等式(2
.

9 )
,

我们有

万 一 1 盆一 1

二几E 艺 (
a ‘, 。:

v
。

甲
,

砂
‘, + b ‘, a Z

v
,

甲
,
诱
‘, + e ‘, 。} ”甲

一

诱
‘, + d ‘,功

‘,
)毋

. ,

t 一仑 J 一 0

N 盆 _ 1 万 _ 1 盆 万 _ 1 皿 , l

+ r h习 E
a ‘一 ; , , , ;

(甲
,

功
‘,

)
2
+ : hE 名 b ‘, , 一 ,

(甲
,
价
‘,

)
, + : h乞 习价: ,

‘. 1 夕一 0 ‘一 0 了一 1 ‘一 0 夕一 0

盆 一 ! 万 _ 1

《 C , 二

乞 {夕: , } :: 了+ C : h兄 {g : , } ; : 群《C 3叉 (2
.

4 9 )
J . l 弓一 0

因此
,

综合 (2
.

4 2 )
,

(2
.

4 8 )
,

(2
.

4 9 )
,

我们得

N _ 1 盆 _ 1 N 盆 _ 1

: h乙 乙
。2

(M
几, ’

必
‘,

)
’ + : h乙习 a ,

(万
,

功
‘,

)
’

‘一 0 了一 0 ‘一 I J一 0

万 _ l 盆 万 一 1 万 一 1

十 r hE 兄几(甲
,
咖

,
)

2 + : h E E 拟
,

‘一 0 1 , 1 ‘一 0 了一 0

万 一 1 汀一 1

《C
: : h兄 习 f : , + C

Z

K + K m a x (h
Z , T 么, 。,

) (2
.

5 0 )
‘一 0 了一 0

定理1 设必
‘, 是差分 问题(2

.

1 0) ~ (2
.

1 2 )的解
,

则有能量估计式(2
.

50 )成立
.

甲

三
、

误 差 估 计

为了讨论误差估计
,

我们首先给出拟合因子 a , ,

几的性质

}a ,

一 1 !《CP :

0 ( a ,

( M

(
s = 1

,

2 )

(
: 二 1

,

2 )

(i)

(11)

这里M是与h
, : , 。无关的正常数

.

la 毒/ ,
一 1 1( CP

。

(
: , 1

,

2 ) (111 )
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}a :几 一 1 1二 }[ (口
; 一 1 )(a :

+ 1 ) + (a : + 1)(a : 一 1 )〕/ 2 }《 C(p 贾+ p 孟) (iv )

这些性质由口
: 和几的表达式很容易证明

.

下面我们来估计误差
.

令
e ‘, = 功

‘, 一叔二 , , 夕,
)

,

则有

乙尝
, , e ‘, = 一 。“

(a ; v
,

甲
.

+ a : v ,
甲

,
)
“

(功
‘, 一功(劣

‘, 。,
))+ a ‘,口 ,

v
:

甲
,

(功
‘, 一功(劣

‘, , , ))

+ b‘, a : V ,
甲

,
(功

‘, 一娇(x ‘, , , ))+ e ‘, a 老” (功
‘, 一功(二

‘ , , , ))+ d . , (功
‘, 一协(x , ,

夕, ))

= 〔一 。么

(a : v
,

甲
, + a Zv ,

甲
,
)
‘+ a 。, a : v

:

甲
: + b ‘, J : v ,

甲
, + c ‘, a 盒l,

寸
, + d ‘, 〕价

‘,

一〔一 。“
(a : v

二

甲
. + 几v ,

甲
,
)+ 。‘, a : v

,

甲
:

+ b。, v ,
甲

, + c ‘, a 翌l ,

甲
,

+ d ‘, 」毋(二
‘, , , )

二 f
‘

厂卜
。“

(a :
v

:

甲
:

+ a :
v .
甲

,
)

2
价(二

。, 夕,
)+ a . , a : v

,

甲
二

必(x ‘,
, ,

)

+ b‘, a : v ,
甲

,
功(二

‘, , ,
)+ c ‘, a 老八甲

,

必(x 。,
夕,

)+ d ‘,功(x ‘, g ,
)〕

= 一。,

(。
2

/ ax “+ 。“/ a , 么)
’

功(x ‘, 夕,
)+ e ,

(a : v
:

甲
‘

+ a : v ,
甲

,
)

2

功(x ‘,
夕, )

+ 。。, aZ
价(二

‘, 夕, )/ ax 么一 a ‘, a : V
.

甲
.

功(二
‘,
夕,

)+ b‘,。么功(二
‘, 夕,

)/ a, 2

一 b‘, 。: v ,
甲

,
功(二

‘ , 夕, ) + c ‘, a功(二
‘ , 夕,

)/ a二 一c ‘, a ; ‘
,

甲
:

功(二
‘ , 夕, ) (3

.

1)

由解的渐近展开式〔”我们知道

Ia
‘
必/ a二‘l《C :

(1 + 。一‘+ 2

)
,

Ia ,功/ a夕, I( C ;
(1 + 。一 , + 么

)
’

(
一

)

现在利用(叼进行古典估计
:

由(3
.

1 )知

乙全
, , 。‘, 二 一。‘(。

2

/ 。二
, + 。么/ a夕2

)
“

功(x 。, , ,
)+ e Z

(v
,

甲
,

+ v ,
甲

,
)

2

功(二
‘,

, , )

一 e Z

(v
.

甲
,

+ v ,
甲

,
)
‘

价(二
‘ , , , )+ e z

(a Lv
,

甲
二

+ a : v ,
甲

,
)
么
价(二

。 , , ,
)

+ 。‘, (a场(x . , , , )/ ax 么一 v
:

甲
:

功(x ‘, 夕, ))+ a ‘, (l一 a :
)v

.

甲
二

价(x . ,

v ,
)

+ 6 ‘,
(a Z
价(劣

。, 夕,
)/ 日v‘一 v ,

甲
,
价(x ‘, v ,

))+ b‘,
(z 一叽 ).v

,
甲

,

功(二
‘,
夕, )

+ 。‘,
(a诱(二

‘, v ,
)/ a x 一甲

.

功(x ‘, 夕,
)) + e ‘, (I一口11 / ,

)甲
:

功(x ‘, 夕,
) (3

.

2 )

我们先来考虑(3
.

2 )的前面四项
,

一 。‘

(a
Z

/ a二
‘+ 。

“

/ a夕
“

)
‘
功(x 。, v, ) + 。‘

(v
:

甲
:

+ v ,
甲

,
)
‘

功(二
‘, 夕,

)

一 。名
(v

:

甲
,

+ v ,
甲

,
)功(二

‘,
夕,

)+ 。‘
(a ,

v
,

甲
: + 口Z

v ,
甲

,
)
“

价(x ‘, 夕, )

_
_ : L 么 a 。

磷(舀
, g ,

)
, _ : _ :

口
6

功(x ‘, 刀)
, 。 : _ : : : a s

赶雪
、, 灯、)

二二‘ 心 “ —
一

~

, 孟
,

一面一
一

—
气广 C ‘ 一

.

一一又 诵一一一一
~

勺~ 。 ‘ “ —
, 孟 内 l 一o 戈

一 o y
一

o x
’

o 夕
-

+ 。2
(a : 一 l)(v

,

甲
.

)
,
价(x ‘ , 夕,

)+ 。名
(口

: 一 1 )(v ,
甲

,

)
2

功(二
‘, g , )

+ 2 e 2

(a :几一 l)v
:

甲
,

v ,
甲

,
价(二

. , , ,
)

二。:
。么

舆髻边之
+ 。: : :

O X
’

旦箕匀
2

处 十。
: : :。

:

o y
-

。8

功(舀
, , 叮;

)
口x ‘口夕‘

十 。么(a , 一 1 )
.

单黔困
十 。:

(。一 ; )

缨洲夕+ : 。2
(。

: 。 2 一 ; )
U 人 甘 沙

一

四(颤喧
a劣恶a夕

因此
,

由(劝及。, ,

几的性质
,

得

卜
。2

(。
么/ a二’+ 日

么

/ a夕2
)

:
功(二

‘, 夕, )+ 。2
(v

:

甲
:

+ v ,
甲

,
)丫(x 。, 夕,

)

一。名(v
,

甲
.

+ v ,
甲

,
)丫(二

. ,
, , )+ e Z

(a : v
:

甲
.

+ 口 : v ,
甲

,
)
么
价(x . , , , )}

, 竺二丝二丝竺、竺土丝一 n (星土丝
_

、
些

2

、
‘ 0 0 0 、 ‘ C ,

(3
.

3 )

(3
.

2 )式后面几项的估计也不难得到
:

l
a ‘, (a ’

功(二
‘, 。,

)/ a二 ‘一 v
,

甲
,

价(x . , ; ,
))+ a ‘,

(1一 a :
)v

:

甲
,

必(
x ‘, 。,

)

+ b‘I(a :
必(二

‘,
夕, )/ a, 盆一 V ,

甲
,
协(二

‘,
夕, )) + b‘, (1一 a :

)v ,
可

,
功(二

‘,
夕,

)



四阶椭圃型方程奇异摄动问题的数值解

(3
.

4 )

(3
.

5 )

6a6b6c6d
nJ几0OU几O了.、J‘

、了.了、.、

+ c ‘J(a功(二
‘,

y , )/ a二 一甲
.

功(二
‘ , y , ))+ e ‘, (z一 口尹八)甲

,

协(劣
, ,
夕, )l

== O ((h
Z + : 2

)/ e Z + h + r
)

因此
,

由(3
.

3 )
,

(3
.

4 )得到

L亡
, , e ‘, = O (h + : + (h

Z + : 2

)/ e至+ h
盆: 2 / 。

4

)

下面我们来考虑边界条件的逼近

B ;
。, 。‘, = 甲

, e 。, + 吞e 。, 二夕
。, 一(功(x 。, 夕,

)一功(x _ ; , 夕,
))/ h一秃价(x 。 , v, )

= 。必(二
。 , 夕,

)/ 。x 一(功(x 。 , 夕,
)一功(二

一 ; , v ,
))/ h + k沪(二

。, 夕,
)一娜(x 。 ,

夕, )

二 haZ
功(雪

, , , )/ a二 2

所 以
,

由(幻式得

IB 全
”, 。‘,

}= O (h )
同理

,

}B 奋
。, e ‘,

I== O (h)

}B 奋
”, e ‘, I, O(

二
)

tB 万
“, 。‘, }二 O (

:
)

另外
,

B ‘”。‘, 二a ; v
二

甲
, 。‘, + a : v ,

甲
, 。‘, = h‘, 一(口

, v
二

甲
,

+ 吼v ,
甲

,
)功(劣

. ,
, , )

一(z 一 口
;

)v
,

甲
:

功(二
‘, 夕,

) + (1 一几)v ,
甲

,
功(x 。, 夕, )

+ a ,
h

Z
日‘协(占

, 夕,
)/ ax ‘+ 。 : : Z a‘诱(二

‘, 刀)/ 日夕
‘

所以
,

由(
,

)式及 a , ,

几的性质
,

我们有

IB (‘’。‘,
1~ h

么

/ 。
2 + r 艺

/ 。2

由能量不等式(2
.

5 0)
,

得

。I
,

二
I h

Z + r Z \
么

1
.

h4 r 3
.

hs r ‘ \

汗
‘ , 甘= 口吸n 十 r 十 几-

- 万- 一 ,
.

了下 一 十
一 一 、
一十 一了

一 .
\ \ 君一 I 月 + T B ’ 己一 I

(3
.

7 )

现在我们转向非古典估计
,

考虑
乙卜

,

(。 ;
‘ , + 。

舌夕
, + 。J” + 。

奋
‘,

)= 〔一 。Za 全(v
.

甲
,

)
‘+ a ‘, a : v

,

甲
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下面的两个表格分别给出了能量范数意义下的整体误差和部分网格点上的绝对误差
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