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非线性球形薄膜的膨胀失稳
’

尚 新 春

(兰州大学力学系
,

1 9 9。年9月22 日收至的

摘 要

本文应用分支理论研究了非线性球形薄膜在轴对称大变形膨胀过程中的失稳问题
.

证明了所论

非线性边值问题的奇点只能是单重极限点
,

并讨论了载荷和材料两个参数对球形薄膜平衡 状态及

其稳定性的影响
.

关妞词 超弹性 分支理论 多参数影响

一 己l 言、 砂 . 早一」

早在50 年代初 A d ki n : 和 R iv lin
【‘’就曾研究过超弹性球形薄膜的膨胀大变形问题

.

后来
,

G r e e n 和 A d ki n s[ “, ,

E ri n g e n t 3 ’等进一步 指出球形薄膜在大变形膨 胀过程中会

发生失稳
.

S m it h 仁略’ 和 A le x a n d e r 【”’ 还进行过实验研究
.

有关这一课题
,

S e w e llt。, 用

突变理论
,

H a u g h to n 和 O g d e n[
7 ’ 用增量方程分别作 了深入的讨论

.

本文研究了球形薄膜在大变形膨胀过程中由于材料的物理 非线性所 引起的极 限型失稳问

题
.

首先
,

从 超弹性薄膜的有 限变形理论出发
,

将问题在数学上归 结为含三个未知变量和两

个参数的非线性常数微分方程组的两点边值 问题
.

其次
,

应用文 〔8〕中的一般分支理论并借

助于 L e g e n d r e 函数的性质
,

对平凡 解处的线性化 问题进行 了分析
.

证明了问题的奇点只

能是单重极限点
.

从而
,

指出球形薄膜 的轴对称膨胀过程中的平衡状态只可 能 是 球 对称模

式
.

最后
,

还讨论了载荷和材料两个参数对球形薄膜平衡状态及其稳定性的影响
,

并给出了

参数影响区域
.

二
、

问 题 的 数 学 描 述

薄膜的轴对称大变形可以 由它的中面变形来描述
.

取空间柱坐标系 (
r ,

0
,

劝 与物理柱坐

标系(R
,
e

,
Z )重合

.

设薄膜 变形前的中面是 以Z 轴为对称轴的光滑旋转曲面
,

记作 Z = Z (R )

(
a 簇R 《 6 )

.

假设在轴对称的法向内部压力下
,

薄膜始终保持 几何形状上的轴对称
.

即变形后

的中面仍为旋转曲面
,

并且变形前中面上的经线 与纬线经过变形成为变形后 中面上的经线与

.

叶开沉推荐
.

国家 自然科学基金资助项目
.
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纬线
。

显然
,

经线与纬线既是中面的主曲率线又是主伸长迹线
。

设变形前中面上某一 物质点的坐标为(R
,

日
,

Z )其变形后的空 间位置坐标为 (
, ,

0
, z

)
.

由

于变形是轴对称的
,

故有口三日
.

记A
, a 分别为变形前后 中面的外法向与Z 轴的夹角

。

其 中月=

A (R )= ar 以 g (d Z /d R )是已知函数
.

经向
、

纬向和法向的主伸长率为
C o sA

C O S 口

h

一H
(2

.

la ,

b
, e )

并且沿法线方向的变形是均匀

rR
一一

几山

.

武少dR

其中 H
,

h分别为变形前后薄膜的厚度
.

这里假设 H 为常数
,

的
.

变形后中面上经线与纬线的主曲率为
、‘一

去
‘“‘n “’

,

d r

/ 刁万
,

‘ =
5 In a

记T : 和T :
分别为变形后中面上经线和纬线方向的薄膜力

,

衡方程可写成
‘“’

d (
r T

:

)/ d R = T
Z
d r

/ d R
, 、:

T
, + 、Z

T : = P

这里
,

尸是单位面积上的法向压力载荷
,

它被假定为常数
.

设薄膜材料是 M o o n e y
一

R iv h n 型不可压超弹性物质
,

附 = C [ (I
, 一 3)+ 刀(1

2 一 3 )j

并且
,

兄3 ~ l/入几

(2
.

2 )

它们均为单位弧长上的力
.

平

(2
.

3 )

其应变能函数为

(2
.

4)

其中C和 刀是材料常数
,

I : = 几{十鱿 + (几
,
几2

)
一 “ ,

I
:
二七

么+ 久护+ (几
:凡:

)
“
为应变的第一

、

二不

变量
。

本构方程可以表示为
【。’

少
1
一 2C H( ‘十

此 ,(交;
一 *

韵
,

丁2一 Z

CH (‘+ 阴 ,(
只

: -

二_ 2 _ \
心祝 ,

(2
.

la ,

b )
,

(2
.

2 )
,

(2
.

3 )和(2
.

5 )给出 s个未知量
r , a ,

凡, ,

滋: , 衬 : ,

婉
,

的8个方程
。

(2
.

5 )

T : ,

T
:

满足

引入如下无量纲变量和参数
:

R r h
x , 石

一

, 夕‘= 万
, y , = a ,

y
,
= H

’

T
,

自 , 厄乙扩
,

虽
T 2

=
,

又万

P b

ZC万

: 一

落
,

。(二卜
c 。。月一

1
1 +

(尝)
’

〕
“

由(2
.

1)~ (2
.

5 )可以导出无量纲形式的基本方程

, “ 币卜 )
c 0 S y :

g ly 3

夕
:

= 不头不
甲气汤 户

(2
.

6 a ,

b
, e 、

1 I x

如== 玩、可幻
C O S夕么

夕
l
y。

。: 一。
2

)

’

若默
“一

瓢
’

{
其 中

I 扩 八l
盆‘”、

一

川此 一头八
1 +

:
2
一

(
夕霓夕

x 2
一 夕;)(

‘+ ”书 )

刀+
、、产_ f夕

:夕a

, , , 二、了
- 十

、

y 王y 3
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。2
一 2

(夕{刀s
+ 刀

y全y
戈 8 )

, 。吕一

(
一

念
+ 3 , ,

)
+ “(兴典

十

决)
算子 (

’

)二 d ( )/ d x ,

刀) o
,

刀》 O分别为载荷和材料参数
.

在球形薄膜的膨胀 问题中边界条件为

夕,

(o )= o , 夕2

(o )= o
,

刀2
(1)= 二/ 2 (2

.

7)

并且
,

中(二 )= (l一二 :
)
‘1 2

(o《x 《 1) (2
.

8 )

(2
.

6 a ,

b
, c )和(2

,

7 )给出一个非线性常微分方程的两点边值 问题
,

记作(E P )
.

它描述 了

球形薄膜轴对称大变形的平衡状态
.

记

夕二(g
; , 夕: , v 3

)
少 ,

f == (f
, ,

f
: ,

f
:

)
, , 夕(夕(o )

, 夕(1))= B
。夕(o )+ B

,

幼(I)+ B

其中f
, ,

f
: ,

f
s

分别为(2
.

6 a
,

b
,
e )的右端函数

.

0 0 0 0

0 0

0 0 0 〕
,

一(
。,

。
,
一

晋,
rr.l..‘.七

一一
B

、,.1.‘,
�

r

.l.,.‘

一一
B

于是
,

( E P )可以写成如下形式
:

夕一 f ( x , 夕, 刀 ) = 0
,

夕(夕( 0 )
,

, ( l ) ) = o ( 2
.

9 )

其 中 f
:

〔o ,

l〕x R , x R x R 、 R
,

g : R 3 x R , R s
是连续可微的

.

选取 B a n a e h 空间X 二 C
‘

〔o
,

1〕二 {y ( 二 ) ,夕( 二 )在〔o
,

1〕上连续可微 }和 Y , C[ 0 ,

1〕X R 吕

己 {(夕( x )
,

。 ) l夕( 二 )在〔o
,

l〕上连续
, w 〔R

s
}

,

并且 范数

}i夕{}
x == m a x

. 〔仁。, 1 1
}夕( 二 ) }+ m a x }夕( 二 ) l

,

好( , (二 )
, 。行

,

. 任 〔o 一里1
~ n la X

, e [ 0 , 1 )
}夕( 戈 ) }+ }!。 l}

这里
,

妞
·

n表示R . 中向量的模
.

构造X 到Y 的非线性映射
’“’

F (v ,

刁 ) 三 ( 乡一 f ( 二
, 夕( x ) ; 刁) , 夕(夕( o )

,

夕( 1 ) ) )

显然
,

( E P )等价于算子方程

F ( v ,

刀 ) = 0

( 2
.

1 0 )

( 2
.

11 )

三
、

线 性 化 问 题

对于任意的实数刀> o和刀> 。
,

易知 ( E P )的平凡解为
x ‘

1

盯 = 人“ ,

沂二 “r “不g 万I而甲“
,

抓 = 护 ( 3
.

1 )

其中久二几(刀 )是由下式确定的反函数
:

刁= ( 1 / 人一 1 /几
,

) ( 1 + 刀几
1

) ( 3
.

2 )

平凡解( 3
.

1) 对应于球对称膨胀大变形的平衡状态
,

之的物理意义是经向和纬向的均匀主

伸长率
.

现在来讨论是否会从平凡解( 3
.

1) 上分支出( E P )的非平凡解来
.

即要 回答球形薄膜在膨

胀大变形过程中除 了球对称的平衡状态之外
,

是 否还存在着其它轴对称形 式的平衡状态
.

根

据分支的一般理论
, ”, ,

要解决上述问题必须确定算子方程( 2
.

11) 的奇点及其性态
.

为此
,

将算子方程( 2
.

11) 在平凡解( 3
.

1) 处线性化
,

得到

F , (夕气刁 )u 二 (公一j , ( 二
, 夕. ; 刁 )。 , B o u

( o ) + B : u ( 1 ) ) = o ( 5
.

3 )
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其 中f
,

(二
, , 气刀 )= a(f

; ,

f
: ,

f
3

)/ a(夕
: ,

夕: ,

g 。)1
, .

户是f关于夕的 J a e o b i矩阵在g 二夕务处的值
.

(3
.

3 )可以写成如下具体形式
:

。, + 二一 ’。1 + “二(, 一 ““)
一 ’‘“

,
,

大“
”“3
一 ”1

“2 + ‘一 ’u , + K
‘

(几)性万“ )
‘’ 一 u ‘一”

{
。: 一 K :

(几)(l一 二艺 )
‘’ 一。: 二 0

u l

(o)二
。2
(0 )二

“2

(1)= o

(3
.

4 a
,

b
, e )

(3
.

s a ,

b
, e )

其中

K :
(久)= 几

2

〔(1 一 1 /几
e
)一刀(久

“ + 5 /几
‘
)〕/ 〔(1 一 1 /几

6
)(1 + 刀护 )〕》 o

K
:
(几)= 2(1 + 刀/几

‘
)/ 〔几

么

(l + 3 /久
。

)(1 + 娜
“

)〕> 0
}

记线性化问题(3
.

4 )和 (3
.

5 )为(L P )
.

将使得 F ,
(夕气找粉 无有界逆的点

(2
.

11) 的奇点
〔6 ’.

即当刁 = 刀朴时(L P )存在非零解
.

令 v
(
v + 1) 二 K

,

(久)K
:

(只)
,

不妨设
v> 一 1

.

作如下变数替换
:

r二 (l一 二2
)
’l 么, ”‘(r)二

“‘
(二 ) (‘二 1

, 2 , 3 )

从 (3
.

4 b
, e )中消去未知量

u : ,

可得

(1 一tZ

)
d 么

了不
d

”, 一 艺r
一

Ji ” , + ”气v + l )D 3
= U

(3
.

6 )

(, 釜 ,
月爷 ) 称为

(3
.

7 )

(3
.

8 )

这是
v阶 L e g e n d r e 方程

,

它的通解为
。s

(t)二C : P
,

(t ) + C : Q
,

(t)

其 中 尸
,

(t )
,

Q
,

(t) 分别为第一
、

第二类 L e g e n d re 函数
,

C
,

和C
:

是积分常数
.

将 (3
.

9 )代入 (3
.

4 e )得
。2
(t)二 一 ((1一tZ

)
‘, 2

/ K
:
(几))(C

:
P ; (t ) + C : Q : (t))

(3
.

9 )

(3
.

1 0 、

由于’‘0 ’lim (l一 *a
)
’尹“P : (一)= 1

,

‘- ) 1

C : 二0
。

lim (一
t ,

)”
,

Q :(, )= + ao
,

再 由边值条件(3
.

5b )
,

可知
t时 l一 O+

将(3
.

9 )
,

(5
.

1 0 )代入(3
.

4 a )解得

。:
(‘)= 一 C : l

(1一 tl
)
‘, 名

、

众
(‘一)尸二(

:
)一“

3 : p
,

(
·
)」“ (3

.

11 )
尸...L

.人目.r..吸」

使用边值条件(3
.

5c) 可知(L P )有非零解的充要条件是

P 石(O)= 0

由二 f ! 。1 尸: (。一、粼手几丫郭
*、。in 弩

(3
.

12 )

故有
v 二 Zn

(
n = 0 ,

l
, 2 ,

⋯ )
,

从而
,

K
;

(几)K
:
(久)= 2 , (2 , + 1) (

。二 o ,

1
, 2 ,

⋯ ) (3
.

1 3 )

将K
I

。 )和K
:

(幻的表达式(3
.

6) 代入 (3
.

13)得到

刀从
‘
(

a : :几‘2 + a : : 几
。
一 a , 3

) + 刀护(
a : :汽‘

“+ a : 1凡6 一 。: 。
) + (

a : :
几
‘2 + a 。:几。一 a : 。

)= 0

(3
.

14 )

其中
a z x 二2”七+ ” , a l : = 4”

名
+ 2”+ 1

, a l: 二 6”
昌+ 3”一 5

a Z 一~ 4 ”2 + 2”+ 1
, a : : = 8”吕+ 4 n + 4 , a : : 二 12 n 乞+ 6一 7

a s : = 2 n 2
+ n 一 1

, a 。: = 4n
么+ Zn + 7

, 。 5 5 二6 n 么+ 3 n

注意到关系式(3
.

2 )
,

可知当参数月》 o时恒有几> 1
.

可以证明对于任给整数 。》 1和实参
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数刀
,

方程(3
.

14 )不 存在根沪》 1
.

事实上
,

假若
。> 1时方程(3

.

1 4 )有根沪》 l
,

则所有系数
a . , > 0 (i

,

j= l
, 2 , 3 )

.

并且
,

方程(3
.

1 4 )的左端

》刀
2
几爷

‘

(
a , , + a l :

一 a , 3

) + 刀几
爷“

(
a 2 1 + a Z : 一 a , :

) + (a 3 , + a s : 一 a : 3
)= 6(1 + 刀几

. 2

)
孟

) o

这与护是方程(3
.

14 )的根相矛盾
.

因此
,

只须考虑
n 二 o的情形

.

此时
,

方程(3
.

1 4 )成为

G (几
;
刀)二口汽

8 一义
6 + 5夕久

2 + 7 二 0 (3
.

15 )

其中
,

之> l
,

刀》 0
.

此时
,

由(3
.

1 3 )知

K
:
(久

朴
)二 o (3

.

16 )

这里
,

久补是方程(3
.

1 5 )的根
,

将它代入(3
.

1)
、

(3
.

2)便得 (2
.

1 1)或(E P )的奇点 (g气班
.
)

.

四
、

奇点的性态 以及参数对平衡状态的影响

(3
.

1 5 )在(只
,

刀)平面上表示一 条关系曲线沪~ 久权刀)
,

它由图 1 所示
.

对于给定的参数刀

由图l可知凡气 再利用 (3
.

2 )得到刀: 关系曲线 月朴 = 刁气刀) 由图 2 给出
.

根据图 1 和图 2 对

(2
.

11) 或(E P )的奇点可分四种情形进行讨论
.

情形 i 刀= o时
,

(3
.

1 5 )仅有一个实根又
. = 7 ‘, e

” 1
.

5 5 3
,

并且汀公 “ 1
.

2 3 9
.

此时
,

(E P )

或 (2
.

11) 仅有一个奇点(y气 刃勺
.

0 1 0
一

2

一

一
~

夕
0

.

吕

一/一

犷诫叮
|叶叮卜
犷‘

田1 护随夕变化的曲钱 田2 . 教刁
.

和口关于平衡状态及. 定性的形晌这

情形U o < 夕< 刀
、
、 0

.

2 14 时
,

(3
.

15 )有两个互异的实根1< 沪“ ,
< 护

‘2) ,

并且刃贯> 效曹> 0
.

此时
,

(E P )或(2
.

1 1 )有两个奇 点伪
. “ , ,

刀贯)和勿
价‘幻

,

刁竺)
.

情形111 刀= 刀
,

时
,

(3
.

1 5 )有两个相等的实根泄 “ , = 几铃 ‘
么, = (1 9 + 6斌 n )

‘, 6 、 1
.

5 4 1
,

并

且刀贯二汀曹、 1
.

8 2 8
.

此时
,

(E P )或(2
.

1 1) 仅有一个奇点(尹
,

姓勺
.

情形 iv 刀> 刀
;

时
,

(3
.

15) 无实根
,

故 (E P )或 (2
.

11) 不存在奇 点
.

下面证明上述奇点都是 (E P ) 或 (2
.

11) 的单重极限点
.

根据分支理论
忆。, ,

(夕气刁勺是

(2
.

11) 的单重极限点是指
、 i ) d im N u ll F ,

(9
. ,
刀朴

)= 1
,

(11 ) F ‘
(夕气过

赞
)戌R a n g F r

(夕气刀
.
)

.

条件(i) 意味着当且 = 月爷时(L P )仅有一个线性无关的解
.

将
v = 2n = 0和C : 二 0代入 (3

.

的

~ (3
,

1 1)
,

利用变换(3
.

7 )得到

u
(x )== (u

:
(二 )

, u :
(x )

, u :
(x ))

, 二C‘
(1

,
o

,
凡朴 3二/ 2 )

,
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由此可知
,

条件(i) 被验证
.

条件(ij) 等价干当刀 = 刀朴时如下边值 问题无解
:

功 一 j
,
(劣

, 夕补 , 刀朴
)二 f

‘
(x

,

夕. , 刀赞
)

,

B
。。(0 ) + B

:却(1 )= o

它可以写成

(4
.

1 )

1
。

,

功 l十
一

功 l十 汽,

工 (1一 戈2

)”
“
切: + 久. 。口 s= 0

3)从

1
功 , + 二w

,

+
X

~

‘ :

(0 )二 0
,

其中 K
:

(沪 )= 1/ 刀
肠 > 0

.

而
,

条件(ii )满足
.

一丛少竺)
_ , ”

_

_

(1 一 戈乙

)
i / 艺 一

万

一

K
:
(几

铸

(1一 二2

)
‘

) K
:
(久

.
)

_ 二

脚 ’甲 一

0 二平)呵叽= ”

(4
.

2 )

切 :
(0)= 0

,

。 2

(1)= o (4
.

注意到此时有(3
.

16 )
,

不难验证边值问题 (4
.

2 )
、

(4
.

3 )无解
.

由于 (E P )或(2
.

11) 的奇点都是单重极限点
,

因此
,

在平凡解(3
.

1)
、

(3
.

2 )上不会发生

分支
.

意即球形薄膜在轴对称膨胀过程中的平衡状态只可能是球对称模式
.

应该注意载荷参数刀和材料参数刀的取值不同
,

会使得 (3
.

1)
、

(3
.

2 )所表示的平凡解的

个数不同
.

对应于同一个(A
,

刀)的值可能会有多个球对称的平衡状态存在
,

可能还会发生从

一个不稳定的平衡状态向稳定的平衡状态跳跃的现象即失稳
’“’.

关系式(3
.

2) 可用刀与久的关系曲线来表示
,

如图3所示
.

(亦见〔1〕
,

〔4〕类似的曲线)
.

份

图2和图3表明
: 叮- 一一下尹~ 一

-
-

·

一
,

( i ) 当(刀
,

刀)在曲边三角形 区域Q
,

Q : Q
: _

}

外部取值时
,

仅有一个平衡状态
.

1

(11) 当(刀
,

刀)在不包 含Q : ,

认
,

Q
:

三个顶 I

点的三条边界 Q : Q : ,

Q : Q s ,

Q : Q
;

上取值时
, ,

!

有两个平衡状态
.

卜

(11主) 当(刁
,

夕)在三个顶点Q l ,

Q : ,

Q :上 1}

取值时
,

仅有一个平衡状态
。 .

扭

(iv ) 当(刀
,

夕)在曲边三角形区域Q
,

Q
:

Q
3

口

内部取值时
,

存在三个平衡状态
.

,

为 了考祭上述平衡状态的稳定性
.

需要分 L

析平凡解(3
.

1 )
、

(3
.

2 )所对应的总势能

刀二班犷
, 一尸△厂 (4

.

4 )

其 中应变密度

平~ C〔(2只
艺+ 1尽

‘一 3 )+ 夕(2 /几
2
+ 人‘一 3 )〕

变形后薄膜的体积

厂二 = 4二r 之
(b )

·

h= 4二b
Z

H

薄膜所围体积的改变

△F一粤 (
, ,
(。)一

, ,
(
。
))一坚

一
。,
(;

‘一 1 )
吕

、 、 ‘ 、 一 产 了

3
一 、”

夕。母
.

右

夕。奋

介百

鱿
7

田3 才依狡于久的曲魏

总势能的无量纲化形式为

厅
汀

二 4丽
ZC万
一(

2““十

素
一 3

)
+ 刀(补

,
4
一 3

)
一

枷
, 3 一 : )

(4
.

5 )

当薄膜处于平衡状态时
,

即(3
.

2 )式成立时则有
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d万= 2几, 〔(l尽 一 z / 又
,
)(1 + 刀凡

“

)一才〕占凡= o
,

d“厅二几
’
刀

‘

(几)(占几)
“

(4
.

6)

显然
,

当刁
,

(义)< 0时
,

刀取限大值
,

即平衡状态不稳定
; 当五

,

(几)> 0时
,

刀取极小值
,

即平

衡状态是稳定的 ; 当月
,

(入)二。时
,

即之二沪
,

刀 = 刁. 时
,

17 取拐点值
.

此时对应的平衡状态

是随遇平衡的
.

换句话说
,

失稳将在 此时发生
.

从图3上看
,

曲线 刀 = 刀。 )上位于单调上升

的曲线段上的点则代表稳定的平衡状态
;
相反地

,

位于单调下降的曲线段上的点则代表不稳

定的平衡状态 , 而在具有水平切线的点则是随遇平衡的
.

作者感谢程昌钧教授对本文的热情指导
.
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