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摘 要

在理想弹塑性材料中
,

高速扩展裂纹尖端的应力分量都只是口的函数
.

利用这个条件以及定常

运动方程
,

塑性应力应变关系和含有泊松比的Mises 屈服条件
,

本文导出了高速扩展平面应变裂纹

尖端的理想塑性场的一般表达式
.

将这些含有泊松比的一般表达式用于 I型裂纹
.

我们就得 到 高

速扩展平面应变 I型裂纹尖端的理想塑性场
.

这个理想塑性场含有泊松比
.

所以
,

我们能知道 泊

松比对高速扩展平面应变 I型裂纹尖端的理想塑性场的影响
.

关工润 泊松比 高速定常扩展 平面应变 裂纹尖端 理想塑性场

一 己l 言、 J . 卜闷

关于高速定常扩展裂纹尖端的理想塑性场问题
,

我们研究过平面应力
、

平面应变和反平

面应变三种情形
, ‘“‘’.

在平面应 变情形中
,

我们采用泊松比
, = l/ 2的M ise s 屈服条件

,

而应

力应变关系的弹性部分的泊松比却不等于 1 / 2
,

二者发生 了矛盾
.

另外
,

含有
,
的M is e s屈服

条件没有用来研究这个问题
.

为此
,

我们采用含
v
的 M ise s 屈服条件和塑性应力应变关系来

研究高速扩 展平面应变裂纹尖端的理想塑性场
。

在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是 e 的函数的条件下
,

利用定常运动方程
、

含
v
的

M i即s屈服条件和塑性应力应变关系
,

本文导出了高速扩展平面应变裂纹尖端的理想塑性场

的一般表达式
.

将这些含有
,
的一般表达式用 于 I型裂纹

,

我们就得到高速扩展平面应变 I

型裂纹尖端的理想塑性场
.

这个理 想塑性场含有泊松比
,

所 以
,

我们能知道泊松比对高速扩

展平面应变 I型裂纹尖端的理想塑性场的影响
.

另外
,

利用上面的一般表达式
,

我们导出了文献〔月中平面应变情形的一般解和文献〔4〕

中
, = 0的一般表达式

.

所以
,

文献〔l〕中平面应变情形的结果和文献〔4〕中 , 二 0的结果都是本

文的特殊情形
.

图l表示一沿其裂纹线方向高速扩展裂纹的尖端几何
.

(二
: , y : , : :

)和(戈
, 夕,

习 分别是静止

坐标系和运动坐标系
.

运动坐标系的原 点在高速扩展平面应变裂纹的尖点O 上
.

裂纹尖端的

.

钱伟长推荐
.
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速度为
c = c o n 此

.

设裂纹作 定常运动
,

则有

如下关系
:

a /。t = 一 c a / ax ,
。,
/ a*

名

二c Z口
艺

/ 口劣
艺

(1
.

1)

今后取
a = c/ 斌杯加

一

《 l (1
.

2 )

其中
, c ,

~ 斌户2户是弹性剪切波波速 ; 拼 为 剪

切弹性模量
, p 是材料的密度

.

二
、

基 本 方 程

在运动坐标系(x
, g , :

)中
,

平面应变定常运动裂纹的基本方程为
:

.

定常运动方程

aa ,
.

a a _
.

日r
一 , _ _

,
d “

。 ‘ d口 +
口口

_

一石- , 十 一而 ~ {一 十 一 下犷一 一 P C一 歹 一

= U 。 一二丁一
,

- 一布一一 十
O x o 劣 o y o 劣

一

口夕 o y 势
一 p 少

一

冬
二。

U 涛 U 汤
(2

.

1)

其中
, 口 ,

= (氏 十a ,
)/ 2

, a 一

= (a一口 ,
)/ 2

; u 和。分别是二方向和夕方向的位移分量 , “ ,

= 口州七
,

” .

二 a。 / a劣
.

2
.

屈服条件

含有
v
的M io e。屈服条件为“ , :

(1一 Zv )
: a杀+ 3 a 三+ 3 : 二, == 3 k : = a : (2

.

2 )

若取
口,

~ 动了k(1一 2 , )
一 ‘e o 。。 , 口一二 一 ko in o e o 。中 , : , , = ks in o s in 甲 (2

.

3 )

则式(2
.

2)恒被满足
.

庵是剪切屈服极限
.

3
.

塑性应力应变关系

对于理想弹塑性材料
,

塑性应力应变关系为
:

-

气兰 +
口劣

口u
- = 一应(z一 : , )

忿a ,
+

一

l
一

(一 : , )擎
,

-

C
一

’

拌
-

一

0 劣

(2
.

4 )瓷份

口口
-

十
一 ~

二 -
~

o y

a”
- 6盖

.

1

一 一
—

一

口~ 十 —“z一料
a夕 一

a口
-

十 二一一 =
O 劣

一

业
: 二 +

日. ~ ,

‘

机一"机一助

其中
,

孟是非负的比例因子
.

三
、

一 般 表 达 式

利用基本方程(2
.

1) 和(2
.

4 )
,

我们导出如下偏微分方程组
:
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擎
,

+

擎
+

口戈 口劣
些

, _

日y

。

a幼
-

P C“ 一万二一二 U

U 汤

0
一一

九劣已a
CP一

〕
一

[一 箭
十a 一

会]
一 口一

会门
一。

(3
.

1)

少七夕
.

一仁面
山

�

a
些叙

aa 、 a a _

一y一a一
�

即

F a “
二

! 下 二 , 一

下
- {

-

一口
~

L
‘

0 劣

夕日
T

r..L

九y动a
一 ( 1一 2 , ) 2a

+

瓮
十 3 r ” 一 ( l一 2 ,

羚
二

擎
O X

一

今
,

篇
一

〔( ‘一 2 ·’a
·

〕十 ( 1一 2 , ) 2

拌

a r : , *

口 + 一万丫 = U
O 劣

在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只 是0的函数的条件下
, 口 , , a _ ,

介 , , “.

和。
.

亦只是

口的函数
.

从而
,

确定高速扩展平面应变裂纹尖端的理想塑性场问题
,

归结为确定口的四个未

知函数。
, 甲 , 。二

和” : .

将( 2
.

3 )代入 ( 3
.

1 )
,

并采用如下变换
:

日 s i n s d a

而
一

~ 一百
一

了口
,

刁亏

C O S S

r

d
声

一

J百
( 3

.

2 )

于是
,

( 3
.

1) 就变成关于新变量d 。/ d夕
,

d中/ d e
, d 。

,

/ d o和d o .

/ d e的方程组
:

〔么
、。‘n ”。‘n 。 + 。‘n ( , + “) 。。 : 。

〕
一

豁
一

+ c 。, ( , + ”, s‘n 。」

+ a :

(苦)
。i n 。

摄一
。

!么
、

·

。。。“s‘n 。 一 。。·( * + ”) 。。 , 。

〕
一

豁
+ ·‘n ( , + “, “‘n 。

一(昔)
。‘n “

豁
一“

( 3
.

3 )

、,............1
,

l纯 ‘d0少d0

。i n 。。i n 。

贵
一

+ 。。。(* + 。)
(份)豁

一。‘n 〔, + ”) (苦)豁
一。

二鱼二
一
。i n :。 + 。。。、、

5 i n 。: i n ,

嚓
一

+ : i n 。。。。, s i n 。。。。。
慈界

l 一 乙V l “口 住 p
�

犷了.、
、

斌 客
l一 Zv

百吸了、

十

(
澎 3

1一 Zv

。i n 。: i n * , i n 。 十 。o 。。。0 5 。

)管
一

豁
c 。s。: i n , 。i n

叶
。i n 。。o 。。

片备
一 0

由式 ( 3
.

3 )得到下面两种塑性区 :

1
.

均匀塑性区 ( d。 / d o = d 甲/ d o二d “,

/ d夕= d 。 ,

/ d e二 0)

在均匀塑性区内
,

我们有

。= 口 1 ,
中‘口名, 肚.

, 口s , ” *
, a -

这里
, 。‘(公= l、4 )是四个积分常数

,

( 3
.

4 )
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2
.

非均匀塑性区(d 。 / d 口子 O
,

d 甲/ d e铸 。
,

d “
:

/ d o铸 0 ,

d 。
,

/ d o价 0)

非均匀塑性区的存在条件是式(3
.

3 )的系数行列式为零
,

即

A s in
“。 + B e o s Z。 + C s in o e o s。 = O 3

.

5 )

其中

A 二s(1 一 Zv
)
一 ‘

王e o s “

(甲+ 2 0 )一 a Z s in
“
夕LI + (l一 Zv

)(1一 a Z s in
么
0 )〕}

B = (l 一 Zv
)(1一 a Zo in

“
口)

“,

C == 一 2材 3 (1 一a “s in “0 )e o s (甲+ 2 0)

由式(3
.

5 )得到
:

} (3
·

6 ,

s in
Z。 =

C
Z
一 ZB (A 一 B )干C材C

Z 一 4A B
一

红(A 一 B )
‘
十亡

吕〕
e o s Z。 =

C“+ ZA (A 一 B )士C犷亡‘二返力刀
-

-

一乏亘五二百)呼。〕 一一

(A 十 B )d〔(A 一 B )
2十 C

Z

」/d 口一 Zd (A 十 B )/ d夕

一 4(e
Z 一 4 姓。)香

(A 一 B )
2

2〔(刁 一刀)
“+ e

么

〕蚤
口
�

,0苗
一

d

兰 ‘
d o \

C

A 一 B )

由式 ( 3
.

3 )的前三式解出d 中/ d e
, d “

:

/ d o和 d 。
;

/ d e
,

然后积分得到
:

( 3
.

7 )

、1....!
‘

l

!
卜

⋯
../

甲= 甲
。
一
了 3

l一 Zv I
‘ s 主n (甲+ 2夕)

1 一 a 兄5 i n
2
0

d 。

吞r甲r
U ,

~ “ : 。十
一

1 1
拼 J o L

0

1一 Zv ( l一 a . o i n
“
口) “i n (甲 + 0 )

护言 一
’
一

云、而感伍饰+2 刃
C O 尽口

a Z s i n
ss + S i n (甲 + 0 ) e o s (甲 + 2 8 )
a , S i n os i n (甲 + 2 0 )

S l n 口 ( 3
.

8 )

( l一 a Z s i n 叨 ) e o s (甲
a Zs i n os i n (甲 + 28

+ 口)
)

C O S 口

V,月
�

一3l
�

材一..!L护
0‘

I
J

k
V :

= 口” 十 一

.
a Zs i n

20 e o s s 一 e o s (甲+ 8 ) e o s (切 + 2 0 )
甲

- -
一 一

一一 一
, 二 ‘ 认 二万 矛 一 气一二 乃 、一 - - 一

一a
一吕i n 口吕I n L甲 f Z 口 )

5 I n 口

将式( 3
.

7 e )代入式 ( 3
.

sa )
,

求出甲( 0 )
,

从而得到。i n 甲和 e o 。甲
.

将 s i n 甲和 c o s甲代入式

( 3
.

7 a
,

b )
,

求出。 i n 。和e o s o
.

将以上求出的诸量代入式 ( 2
.

3 )和 ( 3
.

sb
, e )

,

我们就可以得

到应力分量a : ,
。, , : : ,及位移分量对二的一阶偏导数

。 : , 。 二 .

若高速扩展平面
1

应变裂纹尖端的理想塑性应力场存在着径向的应力 间断线
,

则有
【“’:

a 言= 口万
,

衬
, = 叮

,

口吉一 “下= a 一 ’

[ 4 a a 落一 3 ( 1一 Zv )Z a 孟

其中
a 二 1一 v 十沪

.

下面我们来研究两种特殊情形
:

l
.

v = l/ 2的M i s e s屈服条件情形

在这种情形中
,

我们有
:

一 1 2 。: : 。〕,
} ( 3

.

9 )

5 i n 。 = l
, e o s。 = 0 , a _

二一 k c o s甲,

d 。 斌 万( l一 Zv ) d a

而
一

= 一1 双
~

耳石)一刁石

“, , 丫 · , == ks i n 甲 飞

i 口
,

+ a ,

+ 口
,

2 ( l + , ) _ \ J
吸 口

二二 l

一
~

一一二

—
二巴

—
仃 + 口

\ 3 3 1

( 3
.

1 0 )

于是
,

由式 ( 3
.

5 ) 和 ( 3
.

6) 得到非均匀塑性区的存在条件为、
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“oS (甲 + 20 )二 士as in e
·

斌耳(了二 2公又飞二砂而
要

盯 (3
.

1 1)

由此得到
:

s in 甲== 材1 二了至
一 e o “2 8一 f s in 2 8

c 。。刃= 材 r二f
Z

跳n Z口十了c 。韶 9 } (j ‘ as in e斌
一

r千(1二丽又l二云肠I矛丙) (3
.

12 )

由式(3
.

8 )得到确定。
, 。,

和。 .

的一般表达式为
:

Zk
, , . 、

f , 1一 a Z s in
Z
o

,

CT = 一石一气1 十 v夕l 一7饰= 二

1 盲一- a 甲十 。。

O 之 0 Ĵ 1 一 J
-

、一

言
一

J:{
。

考牌礁
。十

几今卜
十、 (3

.

1 3)

掩f尹 f
ZI 二

之 砚 布
拼 J O L

fe o s (甲+

砂斌 i 一了
么

B) s in 2 8 、
二。

玩, 一飞万
竹

不万尸中十
” ·。

式(3
.

1 1)
、

(3
.

12 )和(3
.

1 3)分别是文献〔1〕中的式(3
.

7 )
、

(3
.

8)和(3
.

9 )
.

从而该区的诸应力分量为
:

口
.

=
3口

。

2(1 + v
)

3 a
o

2(1 + v
)

+ “

{从鲁黔
* 一“‘一

2
登
一““

一

即
“‘n ’“

+ “

l燕些黔
“, + “‘·。·2“+ ““

可
“‘n ,“

(3
.

14 )

口 :

一 2

群;、
+ 2·“

{汾书宵
2
夕d ,

,

一
“、 ‘

不
。·2“一“‘·, n Z“

这就是文献〔l〕中的式 (3
.

1 0 )
.

2
,

v 二O的情形

在这种情形中
,

我们有
:

v 二 o , 。,
二斌了k c o s。 , a 一

二 一点s in o c o s甲 , r 。 , 二吞s in o s in 甲

于是
,

式(3
.

5 )和(3
.

7 )形式上保持不变
,

而式(3
.

6 )则变为
:

A 二 3玉e o s l

(甲+ 2 0)一 a : s in 名8(2 一 a l s in
竺

0)}

B 二 (z 一 a 忿s in 之夕)
1 ,

C 二 一 2斌
一

了(z 一a Z: in 29 )e o s(p + 2日)

这就是
v 二o时文献 [4 〕中的式 (3

.

6 )
.

式 (3
.

8 )变为
:

(3
.

15 )

} (5
.

16)

, 二一 f
. 匀in (甲 + 2 8)

,

切= 物一 v 3 j
。

一

1 二五
至
可矛J刀 .

“.

= “
,

一

{:〔夕多轰黯}二粽熟
。
、k一拜

+

一 一

一
一矿瓦动妇玩(

夕)c o s(护+ z口)
。

一

—
二, 石 ‘ 一一

——
O

甲十 2 廿)

a , s in 名夕+ s in (中 + 夕
in 。 (3

.

1 7 )

· ,

一
+

合{:l子斋瓢黔路豁;
工。。。。

十 旦子也鱼黯湍豁粽业
土丝工

日In 口

这就是v二 O时文献〔们中的式(3
.

8 )
.
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所 以
,

文献〔幻中平面应变情形的一般表达式和文献〔4〕中
v二 o的一般表达式都是本文的

特殊情形
.

四
、

理 想 塑 性 场

将一般表达式用于 I型裂纹
,

我们 就得到高速扩展平面应变 I型裂纹尖端的 理 想 塑 性

场
.

结果表示如下
:

1
.

第一种塑性场

( l ) o ( 8( 8
:

甲= 0
, 口== 。o , “,

= u , o , 刀 ,

, 口
: o

g:卜
“

价咨丽
·。“。 。干“一 }

,

一
” } (4

.

la )

( 2 ) 6 1
《0《夕:

甲

一 摄
、

一

兀
。

专穿黯
、

“。

‘一‘
。十

兴毛碧
·

卫簇:黔黔瑟
丝

。。。。

一咖 i

嘿瑟默铁黔器}叫9)s
‘”。

卜

一喇:{拌
一位簇佘矗籍}黔岁立一

。。

十‘

哑坐嘿湍爵群爵罗超叭
i”。

卜

g:卜
“
(仁、

“o “。干“‘n 。“o ”,

)
,

一
““‘n 。“‘n ,

(4
.

lb )

将式(s
.

7 e )代入 (4
.

lb )的第一式
,

得到 。in 甲和e o 。甲 , 再将。in 中和e o 。甲代入式 (3
.

7 a ,

b〕
,

求出ai n 。和c o s。 , 最后将以上诸盘代入式 (4
.

lb ) 的其余各式
,

得到口
. , 口 , ,

‘ , ,

‘

和口 , 。

( 3 ) 0 :
《8 ( 兀

、、............,又
八U

,

一
, 。一‘g

一

(气决
石
)

,

。 - 材 3 k

a

a , = O , T . , =

_

寿f r
, 「

u ·

= “
· , + , 飞J

。

L
l一 Zv

材了

(l一 a 名s in 乞8)。in (切 + B)
a 乞5 in ss in (甲+ 2 0 )

C O吕口

a zs in . 8 + s in (们+ 口)c o 日(甲+ 2 8 )
一 - -

一
‘、i五而伍(币干玄刃

-

一

一 , ‘n 。

」
d ,

} (4
.

Ic )

tr和
.
卫尹
、翁八一

.

吞
刀口 欲沙 . 。

十一
科{I:[ 旱

二l

蒜黯黔靳
旦1

。。
助

a 名”in : oe o s乡一 e o s (卯+ 8)e o 。(甲+ 2 8
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