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摘 要

本文基于拖带坐标方法和S一 R 分解定理 〔’J分析了弹性国杆扭转的二阶效应
.

应用渐近方 法
,

证明了弹性圆杆扭转伸长效应的存在
,

并导 出轴向力
、

扭矩的表达式
.

关妞饲 扭转 二阶效应 大变形 S一 R 分解定理

一
、

引 言

大扭转伴有伸长
,

这种现象通常称为 Po ynt 还g 效应或 Sw 汀t 效应
、

轴向效应
、

二阶效

应
.

它是线性弹性理论所不能解释的
.

Po ” t泣 g (1 9 0的首次研究了大扭转下的轴向效应
,

他完成了一系列金属弦的 扭转实验
,

并给出了伸长与扭转角的经验公式
.

S w if t(1 9 圣7 )试验 了七种材料的 二阶效应
,

并给出了一

系列实验数据
,

他的实验表明在大扭转下所有材料均有伸长趋势
.

他还测量了试件半径的改

变
,

指出伸长伴有对应的轴向面积的减小
.

R iv h n 和 S a u n d 。 r〔”(1 9 5 1)用橡皮短圆柱作扭转试验
.

指出如果施加轴向力以保持圆柱

端面水平
,

并保持圆柱高度不变
,

则轴向力与扭转角平方成正比
.

F。。 x 仁6’
(196

L

Q重新研究了扭转下金属弦的长度改变
.

他指出相对伸长与剪切应变的平方

成正比
.

德冈辰雄
【6 」
(1 9 7 7 )假定扭转变形后圆柱端面为平面

,

讨论了不可压缩各向同性弹性材料

的扭转伸长渐近表达式
.

按照他的结论
,

对于线性弹性材料
,

扭转伸长 为 R 知
“

/l 2
,

其中R

为圆柱半径
, 甲为单位高度的扭转角

.

这与实验结果相差甚远
.

本文将以非线性理论分析杆的扭转
.

为准确地解决这个问题
,

采用精确的非线性几何理

论来描述物质的大应变大转动成为必须
.

在此之前
,

大多数P o ynt in g 效应的讨论都是基于极

分解定理
.

木文采用S一R 分解定理
,

这将克服极分解定理的一些缺 陷
.

二
、

拖带坐标系与S
一
R 分解

为描 述物体的运动必须建立坐标参考系
.

分析大变形问题
,

引入拖带坐标系 将 是 方便
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的
.

在 三维欧氏空间R
。

中
,

·

建立两组参考坐标系

( 1 ) 欧氏空间中的固定参考系魂X
‘} ,

( 2 ) 嵌于变形体内
‘

的拖带坐标系笼妙 }
.

在初始时刻f = t。 ,

拖带坐标系 {x ‘}与固定坐标系同胚

二‘~ X ‘
(x

‘, 1。)“毋
‘

(i= 1
, 2 ,

3)

令 r。代表初始位形上一个典型点的位置矢量
,

r= r o + u

u 为位移矢量
.

(2
.

1)
r 代表实 时位形上该点的位置矢量

,

则

(2
.

2 )

其中

在初始位形和实时位形上拖带坐标系的协变基矢量分别为

a r

g ‘= 日x ‘ (2
.

3 )

从初始位形到实时位形的变换为

g , 二F {g ,

其中F :二d : + 矿 I
‘ 称为变形梯度

,

量
。

S一R 分解定理
:

(2
.

4)

矿 !
‘指位移矢量在初始位形分量砂对拖带坐标分的协变分

对于连续物体的一切物理许可变形场
,

张量R (的直和
:

F {= S : + R :

其中S :为应变张量

任一变形梯度F {可被分 解为对称张量S : 与正交

(2
.

亏)

S : 一

姿
〔·“

‘+ ‘·’“,
’〕一 ““ ,“

一
“, :

s一

;
〔v。+ (v 。)

·〕一 L
:

(; 一
c o s”)

(2
.

6)

R {为转动张量

R {= J{ + L ! 5 1几0 + (1一 e o so)L乙乙l 、

R ~ I+ Lsio o + L
竺

(1一
e o so ) J

L二为转动轴方位张量

(2
.

7 )

: 卜 、益
一

。 :
, 。卜合

〔。,
}
。一 (。‘卜)

, 〕

L一 。/
s ; n 。

, 。一

橇
一

〔v。 + (v 。)
·〕

(2
.

8 )

夕为平均整旋角

0二士 a r e s in 〔一 。 }。 {〕

一 士。 r o s , n

{香
〔(

。!
}
: 一 。:

}: )
: + (。

!
}
: 一 。·,

!
)
: + (。

:
}

, 一 , ,
}
:
)
: 〕,
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.

9 )

以上各量均可化为对应的物理分量形式
.

例如

岁
。, , )

g (“、

一 u , 1
.

(2
.

1 0)
/闷

一一
公

其中(11
,

(j,’) 表示不求和
.
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三
、

圆杆扭转的变形场

我们考虑正圆柱弹性杆
.

令(
, ,

甲
,

(护
,

萝
, 忿)

。

设其变形为

澎二 子= (l一省)
,

二
)表示一点的圆柱拖带坐标

.

变形 后 (
: , 甲, :

) 变为

云么二币二甲十 忙之

至3
三 乏= (l +

e + a r Z
)
二

0(
r
《R

,

0 ( 之
( l

,

0( 甲< 2兀

(3
.

la )

(3
.

lb )

(3
.

le
)

其中 省
,
“分别表示半经的收缩率和单位长度的相对 转 角 , e 十

a r “
表示单位 长度的伸长

.

如图1所示
.

在初始位形 中
,

线元长度d 宕为

(d 宕)
2
一 (d

r
)
2 + r Z

(d 甲)
乞
+ (d

z
)
“

(3
.

2 )

其度规张量为

... lll

!!!
_
_ 一匕竺竺

万万一 一 + 一一
卜卜 ~ 一 L ~ 一 ,,

,, 一 口口

群群群 }}}}}
}}}}}

~~~ 洲洲
一一

岁岁

图 1 杆的变形
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,

g
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在变形后位形
,

线元长度ds 为

( d s )
2 = ( d , )

2 + 俨么( d 劳)
“+ ( d : )

忍

~ [ ( 1 一占)
, + 4 a 么r Z : Z
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)
2
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“r 么d甲d : + 4 a r :

( 1 + e + a r念)d : d r

其度规张量为

( 3
.

4 )

、,
‘

a比
口弓d、了

、

、
l
.J价( z 一雪)

么+ 4 a 么r 怡
2

0

o ( l一 省)
2 r 2

Za r 二
( l + e + a r Z

)
、
( 1 一 占)

2 r 2
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“r Z
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其 中

其中

品场 ,
”~ 头

:
级

s夕: , 一 夕: 2 (夕
; 3 ) “一夕, : (夕: 。)

“

在初始拖带坐标系中
,

杆中一点的位移分量可表示为

u = “ 1
9

, + u Z
g

: + u s
g

3
三 u f

g
, + u , g , + “.

9
-

。,

二 u ‘= r〔( 1 一蜜) e o s 、: 一 l〕

。,
“ u Z = ( 1一雪)

5 1。。

( 3
.

6 a
)

( 3
.

6 b )
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。忿““s~ (
e + a r Z

)
二

考虑到初始系中的C h r is to ffe l符号

(3
.

6 e
)

广 ,
:
一广 : t一

:
,

广
;
‘
~ 一 r ,

其它厂 }。一 O (3
.

7 )

“‘
l

, ~ 。‘, , + u 七
厂 ; 。 (3

.

8

于是我们得到矿关于护的协变导数
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、
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l
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材
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其物理分量
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2

( 1 一占)
s i n 、:

材 ( l一舀)
么 + 4 a Zr Zz 么

一 S l n 厅之
一

声
二( ‘一‘’

5 , n “

{
C O S况Z 一

l

l一雪 寿
二 ( ‘一“’“。 s

“

Za r Z

材 ( l一占)
么+ 4a 2 r 2 z 2

￡十 a尸

H

其中

H
Z = ( l一 睿)

Z r 么、2 + ( 1 + 。 + a r 么
)
“

由( 2
.

9 )
、

( 2
.

8 )
,

可得平均整旋角

( 3
.
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2
‘
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.
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1 2 )

及转动轴方位张量分量

L 互二一 L孟-
1

Zs i n o
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H
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.
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日2 大形变时转轴

方位的偏向
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将( 3
.

10 )
、

( 3
.

12 )和 ( 3
.

13 ) 代入( 2
.

6 )
,

我们可 以得到应变张量的各个分量
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当扭转角微小时
,

略去二阶小量
,

可得到下列结果

r仔

, .几工Q‘

左二

左二~ 左: = 夕万二夕石二夕牛二 o

这是经典微小扭转理论的结果
。

四
、

伸长的渐近表达式

在变形后位形法向为n = n ‘g , 面元上作用的应力矢量为

t
,

二 a :g , , ‘
(4

.

1)

其中口 l为应力张量
,

州为实时拖带坐标系逆变基矢
.

令 n = 舀气 吞.
为初始拖带坐标系的单位基矢

.

则作用于该面元的应力矢量在初始拖带坐

标系 俏
’}中的分量为

t。
·

舀
,
二 a {”

‘
g ,

·

‘
,

(4
.

2 )

将。。二 吞二 g ‘代入上式
,

并注意到 g ‘二 F :自
, ,

于是

t ,
·

舀’二a {(舀二 g
. F 丁)(夕, ‘尸 :自

:
·

件,
)
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g j‘

~ 万歹不厢
二

{扁

g , ‘

=
J

又牙i
二

雨百
性

〕不万
上式亦可表示为物理分量形式

F 叮F 二d二d二。 ;

F {F 贫叫 (4
.

3 )

扮 “一汀李:
一

、袱赢
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,.4)
这里将讨论扭转的伸长二阶效应

,

假设 (
、R )

福以下的小量和(
、R )

“与 、R 相比可略去
,

并

假设杆长 l不是很大
,

(心)
‘

以下小量均可略去
.

由于雪
, 。, a均为小量

,

以下我们也将忽略

与a Z
R

‘,

梦
,

砂同阶的小量
。

我们考虑 H oo k e
材料的物性方程
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气
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粼
一。,

)‘:“, (4
.

5 )

其中 E 为弹性模量
, v为Poi s so n 比

.

由于在杆侧面无径向应力
,
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忽略高阶小量后
,

圆杆的径向边界条件为
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l
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,
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忽略祀 的高阶小量后
,

我们得到圆杆的轴向边界条件
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由于杆末端面的正应力恒为零
,

应有
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在中心点
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3 一 6 , + 4 v 2

s(l +
v
)(1一 Zv )

in g 的实验公式
。

付Z
R

么
l (4

.

18 )

如令
、= 卯/l

,

则得 到P o y nt

以上结果说明当扭转大变形时
,

端面形成 曲面
,

微小变形时横截面保持平 面 的 N a vi e r

假设不 再适用
.

作用于圆杆端面上的总力矩为

M 一
{:

‘

!:
r〔, 二 ‘

’

〕一
“r d 甲

(4
.

1 9 )

将(4
.

4 )代入上 式
,

并略去高阶小量
,

得

兀E

4(1 + v
)
R 4“

(4
.

2 0 )

如果我们 限制杆体端面 的轴向位移为零
,

则扭转后端面上的约束力为

、 一

{:
‘

!:
〔, :

·

‘
’

」
:

一d甲d ·

兀 E (3 一 4 v + 8 v2 )
,
。

‘

= 共 长业
、

禁
上州 了H

叹
4

一 1 6
,

(1 +
v
)(1 一 Zv

)
“ 一 ’

即轴向力与扭转角平方成正比
.

这与Ri vl in

果类似
。

(4
.

2 1)

和 S a tn d e r ‘吕,
(1 9 5 1)用橡皮短圆柱作试验所得结

五
、

结 论

本文基于拖带坐标系和 S 一R 分解定理讨论了各向同性H 。。k e
弹性杆的二阶效 应

.

一般认

为物性方程的非线性或各向异性是产生二阶效应的主要原因
,

我们的结论不支持这种说法
.

虽然在我们的讨论中假设 l不很大
,

但我们仍可将我们的结论与 P o y武 in g 经验公式作一比

较
.

对于钢丝
,

P o y成in g 〔3 ’扭转伸长的经验公式为

1
心 二二二 _

_

2

R 么
功
忿

l
(5

.

1)

本文所得扭转伸长公式(4
.

18 )为
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君 二二二

3 一 6v + 4 , 2

s(1 +
v
)(l一 2 ,

)
(5

.

2)

钢材的实际试验指出
, v通常位于。

,

25 至0
.

35 范围内
.

取
, = 0

.

2 5
,

上式可表示为

e 二 0
.

3 5
R

Z切2

l (5
.

3 )

相于当P o y n tin g 伸长的 7。肠
.

取
v = 0

.

3 5
,

(5
.

2 )可表示为

‘二 0
.

4 3 (5
.

4 )

相当于Po y n t in g 伸长的8 6肠
.

对于不可压缩线性弹性材料
,

德 冈辰雄
‘”所得扭转伸

一

长公式为

R 知
2

l (5
.

5 )
l12

一一
口

只相当于P o y n t in g 伸长的17 肠左右
.

这与试验相差甚远
.

众所周知
,

在圆杆小扭转的经典弹性理论中
,

通常采用 N av ie r 假 设
,

即轴向横截面保

持平面
,

轴向长度保持不变
.

然而
,

大量试验表明
,

大扭转时这些假设是不成立的
.

本文用

非线性弹性理论证 明了上述结论
.
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