
应用数学和力学
,

第 12 卷第 9 期 (1 9 9 1 年 9 月 )

A P p li e d M a th e m a t i e s a n d M e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

庆 出 版 吐 出 版

脉动压力脉动速度变形平均项的表达式
‘

林多敏 蔡树棠

(上海市应用数学和力学所 ; 上海工业大学 ) (中国科技大学
;

上海市应用数学和力学所 )

摘 要

脉动压力脉动速度变形平均项
,

最初是 R ot t a 〔’又]改写压力梯度做功项得来的
.

但是
.

这项处

理起来都很困难
.

从 R ot ta 开始
,

以后 L a u n d e r 等人都对这项做过一些假定
.

本文根据脉 动

速度所满足的方程解出脉动压力
,

然后进而求出脉动压力乘上脉动速度变形的平均值
,

得 到了脉

动压力脉动速度变形平均项的完整表达式
.

这个表达式说明了 R ot ta 和 L au n d e r 等人 的有 限

表达式是有一定道理的
.

本文所得的完整表达式分为两种情形加以讨论
.

一种是几种涡旋不 分 开

的情形
,

另一种是三种涡旋分开考虑的情形
.

由此
,

本文为雷诺应力模式t”和三涡旋模式“ . 〕等湍

流模式提供了完整的脉动压力脉动速度变形平均项的表达式
.

关 . 闷 压力一应变关联项 湍流模式理论 二阶矩封闭

一
、

引 言

湍流运动普遍存在于自然界和工程技术问题中
.

湍流模式理论是研究湍流问题的一个重

要组成部分
,

它以直接应用为目的
,

不仅具有很大的科学价值
,

而且具有广泛的应用前景
.

由于 湍流现象的复杂性
,

以及工程上的各种需要
,

迄今为止巳发展 了许多较为成熟的湍流模

式
,

例如
‘

零方程模式 (B o 住ss in e : q 〔吕’
,

1 8 7 7 , P r a n d tl〔‘
, ’,

19 2 5 ), 一方程模 式 (B
r a d s h

-

a , t ‘’,
1 9 6 7 )和二方程模式 (D a ly 和 H a r lo w ‘3 , ,

1 9 7 0 , H a n
j
a lie 和 L a ‘n d e r 〔甲’,

1 9 7 2 ,

R o d i, ” , ,
19 7 2 ; L a n n d e r 和 S p a ld in g “ ‘’,

1 9 7 2 )
,

可供工程计算使用
.

但 是
,

对 于一些

较为复杂的湍流流动
,

例如张旋流
、

浮力流和湍流诱发的二次流等
,

目前大多数模式
,

尤其

以 H 一。 为代表的一类模式
,

已不能很好的加以预测
.

原因在于不仅它们是 忽 视 了湍 流 粘性

的各向异性和流线弯曲所产生的附加湍流生成项
,

而且更重要的是它们是一种梯 度 形 式 模

型
,

包含着历史无关性
,

用局部物理童替代了流动历史的影响
.

因此
,

人们开始不断地改进现

有模式的模化方法和选用一些较好的模式理论
,

如雷诺应力模 式 (H
a 幻ral ic 和 L a 二n d e rt 7 ,

19 7 2 )
,

同时还发展新的湍 流 模 式
,

如三涡 旋 模 式 (T
s a i 和 M a 『, 2 , ,

1 9 5 7 , L in 和

T sa i[
’. ’,

15 89 )
.

在模化方法的改进中
,

目前争论最多的一项是脉动压 力脉动速度变形平均

项
.

由于实验的困难
,

无测量数据 作指导
,

对这一项的模化最为困难
.

脉动压 力脉动速度变

形平均项在相应模式相应的应力输运方程中是一个大项
,

且 L a 从n

de
r 〔6 ’

(1 9 8 7 )认为此项在

1 9 9 0年9月 1 4 日收至,}
.
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计算旋转流动 时起作用
,

因此
,

如何正确模化这一项将有着重要的意义
.

本文中我们将看到

现有的这一项的模化方法将会得到进一步的改进
.

脉动压力脉动速度变形平均项最初 是 R ot ta ‘: ‘’
(195 1) 山脉动压力梯度作功项改变形式

时出现的
.

R ot ta (195 1) 把脉动压 力梯度乘上脉动速度项拆成脉动压力乘上脉动速 度形变项

和相应的扩散项
,

再把脉动压 力乘上脉动速度形变项
,

参照量纲分析原理
、

张量变更坐标时

的性质以及不可压缩流体的连续方程
,

写成 了与二阶矩
、

平均速度等物理量线性相关的显示

表达式
.

此后
,

L a o n d e r ‘7 ’
等人(1 9 7 2 )在周培源

〔2 ,
(1 9 4

、

5 )和 R o t ta
(l , 5 1)的基础上修改了

R ot ta 的表达式
.

迄今为止
,

这样的线性模型通过经验确定系数的方法已在各种湍流模式理

论里得到广泛的应用 (例如
:

D o n a ld s o n 「4 ’,

1 9 6 8 , D a ly 和 H a r lo w 〔”’ 1 9 7 0 , H a n
j
a lie ‘. ,

1 9 7 0 ; L a u n d e r 和 S p a ld in g “ ‘’ 1 9 7 2 ; R e y几 o ld s〔‘。’19 7 0 , R o d i‘
2 0 ’ 1 9 7 2 , H a n ja lie 和

L a 住n d e r r7 ’1 9 7 2 , L a 往 n d e r 、

M o r s e 、

R o d i 和 S p a ld in g “ 。, 19 7 3 , N a o t
、 sha v‘t 和

W
o lfsh t e in [ ’6 ] 1 9 7 3 , L a u n d e r 、

R e e e e 和 R o d i〔
‘2 马19 7 5 ; L a 让 n d e r [ 。] 19 7 5 ; R e e e e l ‘“] 1 9 7 7 ,

F。 、

L a o n d e r 和 L e s e h z in e r r”, 19 8 7 )
.

林多敏和蔡树棠 “s ’
(1 9 8 9 ) 在三涡旋 模式里 直接由

R ot ta 和 L a u n
de

: 等人的结果类推 了外来大涡旋的脉动压 力脉动速度变形平均 项 的 表达

式
.

另 外
,

L u m le y 等人【‘4 “ , ,
的 工作 (L n m le y 和 K h a je h

一

N o u r i
,

19 7 4 ; L u m le y 和

N e w r n a n 19 7 7 ) 使得模化压力脉动速度变形项向 着非线性模型方向发展
.

目前
,

脉动压力脉动速度变形平均项的线性和非线性模型表面上看都试图由泊松方程求

解压力脉动来模化而得到
,

实际上
,

这一项的模化考虑都是从张量的数学性质和量纲分析的

角度进行的
,

都是用局部物理量来描述的
,

因此
,

这些表达式在模式理论用于复杂湍流流动

或者考虑大小尺度涡影响时
,

无疑是有一定的局 限性
.

本文根据脉动速度所满足的方程解出

脉动压力
,

然后进而求妞脉动压 力乘上脉动速度变形的平均值
,

得到了脉动压力脉动速度变

形平均项的完整表达式
.

这个表达式说明了 R ot ta 和 L a o n

de
r 等人的有限表达 式 是有一

定道理的
.

本文所得的完整表达式分为两种情形加以讨论
,

一种是几种涡旋不分开的情形
,

另一种是三种涡旋分开考虑的情形
.

由此
,

本文为雷诺应力模式和三涡旋模式等湍流模式提

供了完整的脉动压力脉动速度变形平均项的表达式
.

二
、

大小涡旋分不开时的脉动压力

对于不可压缩流体
,

我们有N
一

S方程和连续方程

+ U ,

徽
一

)
a尸

留 一 万二万一 + 户V
.

U ‘

口 汤‘
(2

.

la )
认at钊润、I,一勺J伙U

一

肠了112、..、

其中 P 为流体密度
,

U ‘
为流速

,

尸为压力
, t为时间

,

(2
.

lb)

x ‘
为坐标

, 料为粘性系数
.

我们令诬表示

物理量A 的平均量
, a表示物理量A的脉动量

.

对(2
.

la) 和 (2
.

lb) 进行雷诺平均
,

我们得到

雷诺方程和平均连续方程
,

即

(p可面歹) + “v
’

U‘

(2
.

Za )

(2
.

Zb )

a一x,
a一

户一白a灰
一一一

、,户
r

..一‘J口
�戈口日

日JU十
‘一八U

甲乙魂d=a
:‘

了人氏幻子产凡口日
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从(2
.

la
)减去(2

.

2 a
)

,

从(2
.

lb )减去(2
.

2 b )
,

我们得 至
,j脉动量的方程式

,

+ 一

言黔)一翼
+ 。

吴
(p “‘

,
, + “v

“
二 ‘2

·

3 · ,

(2
.

3 b )

以下我们用
a ‘
表示运流脉动加速度

,

也就是定义

口u ‘ 。 a“
‘

日“
-

a ‘妥 一
汽 ;

~

十 U , 不 一 十 u , 一、
一 二

o r
一

o 劣 ,
一

a x ‘
(2

.

4 )

那么
,

(2
.

3 a
)就变成

口尸 口

a x 。
一 a x , —

、 。

a U
‘

又p u ‘ u , ) + 拼v
‘ “‘一 p a f一 p “, a x , (2

.

5 )

设M
。

和M 为空间两点
,

相应坐标分别 为x 。

和 x ,

其中M 点远离壁面
,

M
。

点在壁面间歇区的

分界线上
,

M
。

点和M 点脉动速度关联为零
.

我们对(2
.

5 )由 M
。

点到M点进行积分
,

则得脉

动压力为

尸一

{
F a

,

—
、 。

d U
‘
下

,

t石无i
一

又p “‘“, ) + 料v
一 “‘一 p a ‘

一 p u ‘百牙,

j
“劣 ; (2

.

6 )

其中上标
,

表示方括号 内x 。用川来替代
,

川 为哑标
.

三
、

大小涡旋不分开时脉动压力脉动速度变形平均项

_
.

_ 一
_ 、

一

, _ _ 、 _ . _ 、 _ _ 、 _

_ _
,

_
_ .

/ au ‘ 日“
,

、 _
_ 、

_
.

_

⋯
_ _

_ _
_ 二 _

、 ,

_

利用 ‘艺
·

6 )’ 我们用林动迷度 尖婚狈气。
二, 十 。城少莱

一

t 豚动压刀
,

然后冉算十均
,

则得

。

(之
十

-

ax . 萝
“‘

卜 {
口 X 峨 I J l

o V’
2 ·“
(之

+

言纷
一Pa ‘(歇

十

会)
一

两
一

(盔
+

舞)黔卜 (3
.

1 )

把原来的坐标变量 x ‘

和川 换成 二‘和占, = 双 一 戈 , ,

那么
,

(3
.

1) 就可写成

“

(之
十

豁)
一

{
「/ a 口 \ 日名 叮州万

L气‘
, 一 。占,

)死
,。占‘ “ ‘u ·

/ a a \

十
场、 一魔

‘
一

7
口
乙

—
〕

, 。

砧
‘a省‘“ , u ‘j

d “

口
亡�d

lwe
.

健司�a
一毖一“、产、

r

a氛
a一

a戈

口
。

,口声

/‘、、
,

,了丈�
卜ld叹口4�d .

口

日占
,

日

日占
-

)硫

)ha

a
阮aax,
a哈盯队盯队一一

皿M对盆户J....�

!
J

PP一一

Z a
十 I ,

\ 口 X ‘ )顽戳卜 ( 3
.

2 )

四
卜

、

脉动运流加速度的表达式

根据 R e y n ol ds 假定
‘日’,

我们可以认为在空间一个固定点附近
,

流场平均速 度 变化不
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大
,

而且在时间的过程里流场平均速度的变化也不快
.

我们考虑空间中一个湍流团在流场中

的运动
.

我们把湍流团看成是在平均流场中以附加速度
。‘运动的球体

,

在运动过程中
, ‘

己将

受到普通的粘性阻力和湍流涡粘性阻力的作用
.

我们用R 代表球体半径
,

则球体上所受粘性

阻力和涡粘性阻力大致可以表示为

厂C ; 。 劣
4二 R

“
一 C : ; ,

类
4二R

’

一
4 , (; C , 十 。, c ; )R

“‘

(4
.

1)

其中C ;和 C ;为无量纲系数
, “为粘性系数

, “,
为涡粘性系数

.

对湍流团我们可以写出运动

方程式
,

即

4 。
、 ,

。
.

0
. 、

。
, 汀“

一

P a 官二 一 4 厅L拼七 二十 拼
, 七 i )式“

‘

J
(4

.

2 )

于是得到湍流团加速度山
_

_ 3(C扭
, + C扣 )

二

“‘~ 一
之

一叹
~

万万‘一
一 “‘

因为“
, 》 “

,

所以我们可 以把与“有关的项略去
,

则(4
.

3 )有

(4
.

3 )

3C I拼,

PR
Z

假设湍流团的半径和某一宏观尺度 l成正比
,

并且假设召
,

与这一 长度 l

值q 以及密度p 等成正比
,

我们就有

R oc l
, 拜, oc p lg

于是
,

〔4
.

4) 有

(4
.

4 )

和脉动速度的均方根

(4
.

5)

a ‘二 一 C
,

了
。 ‘

(4
.

6 )

其中 C
t

为无量纲系数
.

五
、

脉动压力脉动速度变形平均项表达式

若把(4
.

6 )代入(3
.

2 )
,

我们就得到大小涡旋不分开时的脉动压 力脉动速度变形平均项的

表达式
,

即

尸

(之
一

、

:鱿)
一。

I
M 、 “i熏

于、、

M
o o 劣希 o 雪之o 白不

a “u * u二
口戈‘日占:刁雪:

d 如

占a
‘

占

子 口

~电 气叮a

M刀户...J

拼一

小顽
)」、

一 。

!
。

撬
、
一

〔
ha

一

、

ha
,}}

; _ 。
lUZ‘、

、a氛
a

+

+ c
l p

{
一C l。

{

井
。 。

最汗而卜
· C

!

可效
。

里
‘

仔ha )心

二
。

瞬(1,’ha 凡绷ha )
+ 。

量(书顽
+

书ha 卜一 2 c l “

子孤
一。

赚
。

孟ha 黔
如一。

{落
。

、

最
一

面曝;dl.
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—
下a口盖

脚 “ , 刁纬
a如

口
十!

。

最顽戳 而奖;
一

着(
MM产...,即

P+

+

顽戳卜
·

十 。

(ha 戳+ u , “夕 (5
.

1 )

由(5
.

1)可知
:

R of ta 和 L au
n

de
r
等人所假定的脉动压 力脉动速度变形平均项的表达 式和

我们 所推导的表达式中的某些项是共同的
.

但是
,

他们采用的形式是有限的
,

不够完整
.

由

于(5
.

1) 中的路径积分并不能简单地 由山
, 项来处理

,

因此
,

他们的表达式中为了满足连续方

程所补上去的项
,

实际上 并没有什么根据
,

正确的项应该是某些偏导数项的积分形式
,

由具

体流动来决定
.

六
、

三涡旋模式中的脉动压力脉动速度变形平均项

在三涡旋模式里 (林 多敏和蔡树棠
〔‘3 ’,

1 9 8 9 )
,

外来大涡旋脉动速度衅所满足的方程式

为

。 口材

十 U 一人
-

d 戈

十 “
;
戳

+

心纷一二豁
十

一

瓷
一

(

厕
, 十

· v
“

、
种‘.呱

一
八Oa

一
|

a 月

一 —一丽
* 〔<

u
了
u
了>一

“
丫
“
丁〕一威

, 〔<u
于“了>一

“
甲
“
亨 (6

.

la )

比翼
一。

式中符号说明请见文献〔1 3〕
.

我们仍采用文献〔1 3〕中的表达式
:

不,弓
“, “

‘,

一!釜
+

会〕一[影
十

黔〕一〔莞
十

哥

<
秘

, 、

扣‘一 !釜
十

会〕一比芝
十

影j

漪
、

一

扣
‘。广二
喋扮会]

(6
.

lb )

(6
.

2 )

(6
.

3 )

(6
.

4 )

所以

, leel
‘
、‘尹了一

冷
<

税
, 一

而
了一

公回影十
口“

十
a x ‘ (6

.

5 )

同样我们也令
·
夸!

丫
十 “,

裂
十

峭荟 (6
.

6 )

同样我们也可以由流体团速度的减慢来得 到外来大祸旋瑞}流团的加速度
a
了

。华
s(C了户笋+ C气拼)

户R 丢
“
令 (6

.

7)

其中 C叮和C了为无量纲系数
, 拼; 为涡粘性系数

,
R ,
为外来大涡旋湍流团的半径

.

因为产远

较湍流粘性系数要小
,

相比之下
,

我们可略去C竺拼项
.

我们假定 R , 正比于外来大涡旋特征

长度l二
,

即

寿oc l,
(6

.

5 )

而涡粘性系数“笋有



拼芬

C :
,

C :
,

a
犷

二C rp g , l, + C誉p g p l, + C食p ” ,

C兮为无量纲系数
.

于是
,

(6
.

7 )有

(6
.

9 )

n‘|盛U卜t阅了�f.

一「叫于
+ c , “

宁
十 C

潇
一

〕
其中 C l ,

C : ,

C
‘

为无量纲系数
.

最后
,

由 ( 6
.

平均项的表达式
,

即

。
扩 ( 6

.

1 0 )

la ) 可得外来大涡旋脉动压 力脉动速度 变形
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结 束 语

在本文之前
,

人们试 图通过 求解泊松方程来模化脉动压 力脉动速度变形平均项
,

但是未

能获得圆满的成功
,

仍然停留在张量分析和量纲分析的基础上
.

本文没有模化任何项
,

运用

湍流团的阻力公式和流体力学基本理论方程得出了脉动压 力脉动速度变形平均项的表达式
,

可以说这是一个完整的表达式
.

这个完整表达式含有现有的有限表达式中某些合理项
,

并且

说 明有 限表达式中仅仅含有盆花遥⋯样 的项是不够的
,

还应该含有雷诺应力的微分项
.

由于本

文表达式 中含有路径积分
,

因此
,

如何简化 ( 5
.

1) 和 ( 6
.

12 )需要针对具体的流动情形
.

如果我

们继续利用周培源教授在文献〔幻中的一些展开式
,

我们将可以进一步简化 本文 中 的 表 达

式
,

并由此得到优于其它模化方法所得的有限表达式
.

如果我们对于湍流团加速度
a ‘的表达

式取阻力高次展开项
,

那么我们也可使本文中的完整表达式达到某种非线性化程度
.

在本文

之后
,

我们将在数值模拟具体湍流流动时应用本文的表达式
,

同时进一步探讨有关在壁面附

近情形下的结果
。
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