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摘 要

本文在阶梯折算法的基础上
,

提出一个新的方法—精确解析法
,

得到了非均匀弹 性地基圆

板弯曲的一般解
.

文中导出了在任意轴对称载荷和边界条件下求解非均匀弹性地基圆板 和 中心带

孔圆板弯曲的一般公式
,

并给出一致收敛于精确解的证明
.

文中得到的一般解可直接计 算无 弹性

地基圆板的弯曲问题
.

问题最后归结为求解一个二元一次代数方程
.

文末给出算例
,

算例 表 明无

论内力和位移均可得到满意的结果
.

关健询 精确元解法 非均匀圆薄板 一般解

一
、

引 言

非均匀带有弹性地基圆板在工程中应用很广泛
,

如建筑物的底板等
,

求解它的弯曲问题

有重大的实际意义
.

在文[ l 〕中
,

对均匀轴对称弹 性地基圆板的研究给出以贝塞尔函数表示的解析解
.

文比〕

则用边界元法
,

文〔3 〕用点沉法求解任意载荷下弹性地基圆板的弯曲问题
.

但[1 ~ 3〕中的方

法将很难求解非均匀轴对称弹性地基圆板的弯曲问题
.

本文在阶梯折算法的基础上
〔毛’,

提出精确解析法
,

利用此方法可 以把非均匀弹性地基上

圆板弯曲问题的变系数微分方程离散为布
.

系数微分方程
,

这里不仅对弯曲刚度进行离散
,

同

时也对径向坐标
r
进行离散

.

然后通过连续条件可将解写成一个 用多项式表达的解析表达式
,

为优化提供方便
,

它可直接用于非均匀无弹性地基圆板的弯曲问题
.

文中给出证 明
,

所得到

的解一致收敛于精确解
,

内力和位移均有二阶收敛精度
.

容易处理实心圆板和中心带孔圆板

的各种边界条件
。

问题最后归结为求解一个二元一次代数方程组
,

计算既简便又迅速
.

文末给出算例
,

表

明无论是内力还是位移均可得到满意结果
,

并收敛于精确解
.

二
、

在任意轴对称载荷和边界条件下的一般解

对一非均匀轴对称带有弹性地基的圆板它的挠度微分方程可归结为一个变系数微分方程
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内力和位移的关系
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式中 。
,

0为圆板的挠度和转角 ; M
, ,

M
‘

为径向和周向弯矩 ; O
,

为径向剪力 ; v( r) 和k(
,
)为

圆板的泊松比和地基模量 , D (x ) 为圆板的抗弯刚度
,

等于 E (
r
)hs (

r
)八 2(1一沪(

,
))

,

这里

E (
r
)和h(

r
)分别是板的弹性模量和厚度 , : , q (

,
)为圆板的径向坐标和横向分布载荷

.

我们把弹性地基板沿径向分布分为N 个单元
,

可以把每个单元看作是均匀的
.

设第 i个
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,
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不难证明
,

由(2
.

3 )和(2
.

4 )得到的。
,

r0
,

M
,

和 r口
,

一致收敛于(2
.

1) 和 (2
.

2 ) 的精确解
.

式

中带下标 ‘的函数(⋯ )
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,
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(
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, r s

,

M
,

和 rQ
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并有二阶收敛精度
.
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,

e是一个任意的正数
.
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.

8 )式
,

即可求出带有轴对称集中力和集中力矩M 作用的非均匀弹性地基圆板弯曲的

一般解
。
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,
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r
)}中元素的次序编上号

.

例如
,

当 , 和M
,
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时
,
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.
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在
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则问题最后归结为求解二元一次方程组
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点的位移和内力
.
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,
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.
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,
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根据 H i lb e r t
一

伴随算子的逆定理
,

当A 在给定的边界条件有逆算子A 一‘
存在时

,

刁.
在零共辘

边界零件下也有逆
,

特别地当 尹中= , 一 功

时
一

有唯一解甲〔。监
2 , ,

可使M 节和 : Q节在区间〔
r 。, r , 〕连续

.

因此我们有

怒J万
‘ZD 一‘’

“d一 ”
( 3

.

7 )



8 1 8 纪 振 义

因功 一 动
, : 0 一 , ‘

,

M
,

一夕
,

和 rQ
,

一 入O
,

在 [ :
。 , : N 〕上连续

,

因此有界
,

通过(3
.

7) 式很容易

证明。
,

, ‘
_ ,

夕
,

和几Q
,

一致收敛于(2
.

5 )的解功
,

r0
,

M
,

和 r Q
, .

现给出在单元交接处位移和内力均具有二阶收敛的证明
,

由(3
.

4 )
,

(3
.

6 )
,

(2
.

4 )
,

(2
.

7 )
,

并利用已知边界条件和零共扼边界条件
,

有

{:了
, (A W 一“‘ , d

· + 0
1

(△
·“

, 一〔一 , (
·Q一

了‘。
·

, +
·”· (M一 ,

·

,

、 , _
/ d 川 d 阴 、 ~

_
_

、 _ ~
‘ 。 、 _ _ , 、 r 、

一 M节戈
r

嚣
,

一 , ‘ ’

荞 )
+ r Q季(叨 一 ‘ )〕

r

一
十 0

2

(“
r “飞一 o (0 < m 《N ) (”

·

8 )

因甲
,

口气 M梦和O粕勺任意性
,

由 (3
.

5) 即可得位移和内力在单元交接处均具 有二阶收敛速

率
.

由以上结论
,

在诬d (
r 。

)}确定后
,

利用 (2
.

5 )式求任一点的俏(
r
)}(

r(〔r .
, r 。 十 ;

))时
,

如果

将区间叶
。 , , 〕作为一个单元来考虑

,

这样得到的 {d(
,
)}可具有二阶收敛速率

.

同理可证 (2
.

5 )的解一致收敛于(2
.

1) 的解
,

也具有二阶收敛速率
.

因此(2
.

6 ) 的解也一

致收敛于(2
.

1) 的解
,

具有二阶精度
.

四
、

算 例

算例 1 一 个均匀实心圆板
,

它的半径R ~ 10c m
,

板厚 t = Ic m
,

弹性模量E ~ 1 0 0 0

x g
.

SN /c m
“ ,

泊松比, 一 0
.

17
.

圆板中心受集中力尸= 2二的作用
.

圆板周边固支
.

表1给出单

元数目N 一 30 时
,

地基模量k ~ o和寿一 o
.

2 7 7 6 6 x 9
.

8N /c m
“

时位移和内力的计算结果
.

表2 给

出N 增大时
,

位移和内力收敛情况
.

算例 2 为一简支的均匀实心圆板
.

板的半径
,

板厚
、

载荷
,

弹性模量和泊松比与例 1相

同
.

表 3 给出了N ~ 3 。
,

弹性地基模量 k ~ 0 和 k = o
.

2 7 7 6 6 X 9
.

8 N /c 。
“

时位移和内力计算

结果
.

算例 3 一个变厚度无弹性地基简支圆板
,

受均布载荷 q作用
.

板的半径为 R
,

弹性模量

为E
.

板厚 h = h
。 + r( h

;
一 h

。

)/ R

承受绍中救荷均匀固支日板位移和内力(N ” 30 )

r
/ R

k = O 1触

⋯
·

{ 1

⋯
}一
一

⋯

0 2 7 8 k二 O k = 0 2 7 8 k= 0 k二 0
_

2 7 8 k = 0 Ik= 0
_

2 7 8 I k二 0 k二 0
_

2 7 8 掩= 0 k= 0 27 8

0 1 2 1 9 0 9 5 2

.

0 32 8

3 1 3 1

_

9 4 18

0 0 8 0 0 0 0 6 04 0 0 39 8 0 0 2 9 1 一O
_

0 1 0 9

0 3 8 1一 0 0 8 6 0
,

一 0

12 1

一 1

1 16 7

0
.

4 2 9 2

一 l

0
.

0 3 1 8

一 l 武

06 9 0
」一

。

0 24 0一 0

10 7 6 一 0
{

2 0 36 一 0

0 8 1 3 {一 0

15 4 3 {一 。
0 8 3 51一 o

3 7 1 3一 。

了E 一3

_

0 6 0 3

2 8 02 1一 0 5 0 15 }一 0

⋯
一 0

_

6 9 5 9 一 0 6 3 0 1 ;:::
0

.

12 1 1

一 0
.

0 3 7 5

0
.

4 4 15

一 1

0
.

07 9 6

一 0
.

0 8 5 4

0
.

03 6 0

一 1

0
.

0 3 9 7

一 0
.

10 7 2

一 0
.

20 12

一 1

.

0 10 8

0
.

0 8 3 2

0
.

3 6 9 5

一 1

一。一一

0
_

0 6 0 3 ⋯
. ‘

0
‘

0 29 1 7 7E 一3

⋯
o

�
。

�。�
。。--1一

一�
l

卿阮
.

风
l

一
.

嘴阮
l

鸿卜卜一
本文解
一
精确解飞解�



裹 2

非均匀弹性地基圆板轴对称弯曲的一般解

随N 增大时
,

口支. 板位移和内力的收敛倩况

8 1 9

10 6 0 1 2 0

N
精确解 [ 3〕解

k= 0 t 儿= 0
.

2 了8 ;

k = 0 I k = 0 2 7 5 k二 o k二 0
_

2 7 8 壳= 0 k一 0
.

27 8一 k = o
= 0

.

2 7 8

1
.
.

1卜fk
es卜1
.

|
es
仁
.

l
es...les||
|卜
.l
.

j‘l

r
/ R 二 o

::;{
.

1 5 8 2

.

U 6 4 了

0
.

1 6 3 8

0
.

6 12 2 ;)::
0

.

14 6 8

1
_

6 6 6

0
.

1 17 5

1
_

5 2 7 ;:{:
0

.

1 16 8

1 9 3 2

0
.

1 4 5 7 0
_

11 6 7

O之

0 0 6 3 4 0
.

0 4 66

一 0
.

0 8 7 0

一 0
.

18 5 8

一 0
.

7 3 89

0
.

0 6 0 0 0 05 8 8 0 0
.

0 5 8 8 0
.

0 4 3 8

r
/ R = 0

.

5 二:
1 0 4 4

1 1 6 浮

一 O

一 O

1 0 1 1一 0
一

0 9 5 4一 0

0 4 3 7

_

7 0 8 6 一 0
_

10 1 0

0 4 3 7

0 了8 5 一 0

1 1 4 3一 0 0 9 4 8{一 0 1 1 36 {一 0

05 8 8

.

10 10

0 9 4 5

0550

一 1

0
.

0 4 4 6

一 0
.

0 8 14

一 0
.

1 3 5 1

一 0
.

14 64 一 1 l一 0
.

了5 16 1 一 1
一 0

.

7 5 1 8 一 1

、二内匕0.0.一一一

r
/ R = -

0
.

5 3 5 7

一 1

一 0
.

3 7 49

一 0
_

5 9 9 5

一 0
_

5 1 0 7 一 0
_

3 5 7 1 一 0 5 0 0 4一 0
_

3 5 1 1 1一 0 5 0 0 11一 0 3 5 0 9 1一 0 5 0 0 0

一 1

裹 3

丁
“

·

“““
:

{ 二
‘ 一 0

.

6 18 5 一 1 一 0
.

6 18 8 一 1

承受匆中城荷均匀简支. 板位移和内力(N = 30)

0
.

0 0
.

2 0 4 0
_

6

r ’

厂
r/ R

{
�吕一q‘2

一岛‘J乌,‘2一R�0儿= o {儿二 0
.

2 7 5 ‘二 0 1吞= 0
.

2 7 5 }一飞k= O {k = 0
_

2 7 8
k
药一丽百几侧

一石~ o k = 0
.

2 78
‘

k = o k = 0

:
””了 0

.

18 4 5

O

1
.

19 0

一 1

0
.

3 6 18 { 0
.

15 8 5 1 0
.

2 8 9 9 ( 0
.

1 18 8 1 0

一 0
.

0 5 8 0 一 0
.

0 3 5 8 ,

一 0
.

16 5 9 !
一 0

.

0 8 3 2 一 0 f
。10 0 8 0

4 0 3 1 一 0

1
.

76 2

一 1

0
.

9 3 0 7

一 l

3 0 6 2 1 0
.

5 3 3 3

_

9 0 6 3 一 l

0
_

10 0 4 ) 0

19 9 7 ’ 0
.

0 7 7 3

.

2 8 7 4 一 0
.

12 2 4
一

2 9 了9 } 4
_

。E
一 3 0

.

13 0 2

一 1
二:

0 3 7 6 2
·

1 54 2 .

.

0 1 05 1

一

19 xs l

一 o
·

4 9 9 5 }一 0
·

0 0

本文解

一 o 一 0
.

4 1 0 6 1 一 1
’

一 0

r0从峨

r 8

M
r

:
“‘7

以 )

0
.

36 0 1

一 0
.

0 5 7 4

0
.

9 4 1 5

一 1

一0
.

2 5 5 5

l一 0
.

16 5 1

0
.

5 3 6 0

一 1

一 0
.

6 78 5 1 一 1

- -

一一 —一

1 0
.

19 9 0
一

l
一 0

.

2 8 6 4

一0
.

2 9 8 8

一 1

0
,

1 0 0 5

一 0
.

4 0 1 9

0
.

1 3 0 5

一 1

一 0
.

4 9 8 0精确解

ro
,

}一
,

一 l

[最]
。

1

1 3 !

;⋯
-

0 15 7 9 0
.

1 18 6 0
_

0 7 7 2 0
.

0 3 76

这 里h
。

和h :
分别是

r = 0和 r = R 处板的厚度
.

表 4 给出当人
。

/h
, = 1和h

。

/h
, ~ 2

.

33 时挠度和弯矩

的计算结果
.

由于君
,

和几万分别收敛于精确解M
,

和ro
.

利用 ( 2
.

2 )式
,

不难得到周向弯矩

M
:

( ·, 一 井曳 (
一 , 一 D ‘

( ‘一 : , 丫
一

) (
r。〔一

王, 一 ) )

M
,

的计算结果也列于表4
.

裹 4
. . 曰. . . . 甲. 口口. 几 . . . 曰 . 目口 r , , , 侧. 沙 月 r 口 叼 门. . 曰. 曰 . . 尸 , 侧口 . 曰 尸口. . , . . 口 尸 气一

承受均布暇扮变厚度简支目板的晓度和奇曲

切。
a 二= a q R .

/ E h。 M
r

~ 口q R
, M ,= 夕g R

a

N

夕
一

r 二 二二
O B {r二 0

.

S R 刀 r = O 刀 !
r = 0

.

S R r= R 口

h.一hl

一
{

8

3 0

2 5 0

解析解川

0
.

2 7 78

0
.

74 17

0
.

7 38 3

0
.

7 3 8

0
.

2 0 8 9

0
.

2 0 3 7

0
.

2 0 3 1

0
_

20 3

0
.

1 5 3 1

0 15 24

0
.

15 2 3

0
.

15 2

0
.

2 0 8 9

0
.

2 0 3 7

0
.

2 0 3 1

0
_

2 0 3

1 7 84

1 76 0

1 7 5 8

1 7 6

0
.

0 9 5 5

0
.

0 9 3 8

0
.

0 9 3 8

0
_

0 9 4

8 { 2
.

14 1

2
.

33

⋯
3 “ 2

.

0 5 4

{ 2 5 0 ; 2
.

0 4 7

{ 解析解川
「

2. 04

0
.

2 9 9 7

0
.

3 0 3 1

0
.

3 0 5 5

0 3 0 4

0
.

19 75

0
.

19 58

0
.

19 57

0 19 6

0
.

2 9 9 7

0
.

3 0 3 1

0
.

3 0 5 5

0
_

3 0 4

0
.

1 6 8 0

0
.

16 6 9

0
.

1 6 6 8

0
.

1 6 7

0
.

02 7 9

0
.

0 2 7 3

0
.

02 7 3

0 0 2 9

算例4

的半径R 二

为一固支变厚度非均匀弹性地基圆板
,

它在 圆心处受一集中力尸一

10
,

泊松比 , ~ 0
.

17
,

板的弹性模量E
,

地基模量寿和厚度k在 〔O
.

R 〕

一 2二作用
,

它

中呈线性分



8 2 0 纪 振 义

布
.

在圆心处 E (o)= 1 0 0 0
,

h(o )~ 1和k (o )~ 0
.

2 7 7弱 , 在
r = R 处

,

E (1 0 )一 2 0 0 0 ,

h(1 0 )

== 2和k( l0 )= 0
.

55 53 2
.

在表 5 中给出当N = 30 和60 时
,

位移和内力的计算结果
.

衰 5 非均匀变厚度弹性地签日板的位移和内力

r
/
a 0

.

0 0
.

2 0
.

4

田 一 0
.

0 3 4 仑

N = 3 0
0

一 0
.

5 7 3 9

1

一 O

0

0

0

0 2 2 3

0 1 3 0

0 3 8 1

9 8 3 3

一 O

0

D 1 13

0 17 7

2 9 6 0

9 4 9 1

0
.

6

一 4
_

4 E 一3

0
.

0 14 9

0
.

4 3 34

0
.

9 1 89

0
‘

8

一 9
.

g E 一 4

8
.

4 E 一3

0
.

5 3 0 6

0
.

9 0 3 2

。

6 12 5

.

9 0 0 3

roMrrQr

⋯ 竺
‘

⋯
一 o

·

阅 3 ,
{ 一 。

·

0 2 , ‘

} 一
0

·

。, , ,

{
一 4

·

4

E--
3

、 ;
_

. 。
l r口 ! 0 一 0

.

0 1 2 8 } 0
.

0 1 7 6 { 0
.

0 14 9

} 吧
’

⋯
一 。

·

, 6 5 5
{

”刃““ ⋯
。

·

““”‘

l
。

·

4 ‘”,

j
r

畴 }
1

卜 , :

卜
_

“
·

“83 ”

!
.

“

严
g

资上
_

刃
“‘”3

一 9
.

8
.

gE 一4

3 E 一3

5 2 8 2

9 0 3 6

.

6 1 0 7

.

9 0 0 8

从以上四个算例可以看 出
,

由本文的方法计算的结果是满意的
,

并收敛于精确解
.

对于

在圆心处受集中力作用的实心圆板
,

M
,

在圆心处的 值趋于无穷大
.

算例结果表明
,

在这种

情况下
,

由本文方法得到的M
,

在偏 离圆心处仍可收敛于精确解
。
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