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摘 要

本文研究二阶线性常微分方程
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其中 q :

(二) = (二 一拼
,

)(二 一“
2

)⋯ (二 一“
.

)f(二 )
,

f(二 )斗 0
,

几为大参数
,

即方程有”个转向点
。

本文使用匹配法
,

对三个转向点的情况
,

进行详细分析研究
,

得到形式一致有效渐 近 解
.

并

阐明对
。

个转向点的情况
,

方法也是一样的
.
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这是因为分母 出现为零的情况
,
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(二 )的

零点称为转向点
,

把零点的阶数称为转向点的阶数
.

对具有转向点的一致有效渐近解问题的文献非常多
,

尤其是对一个转向点问题的研究
,

巳经得到很好的解决
,
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.
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其中 Q(二 )为三次多项式在星云结构研究中及其它问题中都很有价值
.

本文详细讨论三个转向点的问题
,

利用广义 A ir y 函数
,

使用匹配法
,

得到形式一致有

效渐近解
,

所使用的方法可推广到有限个转向点的情况
.
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南一m ,厂
(

m 十
~

黯)

一刀艺

〔一 1)·(、幸
。

)
’‘·

燕
·

一
,. . 0

m ,厂
(
。十 一

兴哥)

(一 1。。(
一

击)
2二一

碑
2〔二(

·+ 2 )〕!

二 ,厂
(
二十

带省
一

)
(k == fn (n + 2 ))

、.声一了.、

。 (, ,

I
_ _

-

_ 、 _ , l
(一 l ), 【石丁 石

一刀一一
-

一一兰竺 上倪

m 一厂

l
2 沉+ ‘+ 2〔m (

, + 2 ) + l〕!

m 十一土攀、
称十 2 ,

(k = 。(n + 2 )+ 1)

(k ~ 其他 )

保持
z = O处 函数及其导数的连续性

,

得

A = a ,
B = 一刀

.

_
_

.
_

‘

_ 二 _ 1
取a = 刀时

,

具体取 a ~ - -
. 一

二二二二二下—
- 二二一一一

2斌 作+ 2 e o s二 丁

华
-

一一 ” ”
’

-

一
2(

n + 2 )

又取 a = 一刀时
,

具体取
l

a = 一
-

-

—_
2斌

n + 2 S ln

——
‘

2 (n + 2 )

仿照 . 为奇数的情况得二整函数
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气元幸乏
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.
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~
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丝士多
2

(2
.
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)
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l 乙
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十 J 一

上气
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一

L一 之少
‘
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(
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一

⋯
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2“

丽
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-

_ r
_ , , 丝士2

、

/ 二
_

,
_

l
_

_

-

之
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份 ‘ L
-

一上
一
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“

l
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2

称十 2

丝生;
2 )」

‘
·》“,

2心 称十 2 s i n

二- 一斌
一

刁「
J‘

L

2(
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一 I , 朴
土入_
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止
了 _ , 、 2 、

一
’

、 ”十 2 、 “ /

户
月 + 2
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.

16 )

‘
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-+

称

J+

一 九+ 2、 _
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_

竺 _ _ I 一
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一 J , t
—

一

丫二一叹一 9 1 一 , ,

一二 -
一
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一

, 」
月斗 2

(
2 < 0 )

A i
.

(习 = (一
:
)

一 :

斌万

+

誉)
+ O

((一’
-

3 ”+ 4

4

) (2
.

17 )

B i
.

(
z
)==

君) 十 oo 时

(一
:
)
一
万

衬而

一‘n(、扮(一 : )”夸
2

co
s

(祥二(一)华
* _ 多丝+ 生

4

) (2
.

18 )

A i
.

(之)二
召万

, “+ 2

二
_ 3 . 十4

、

, “

于 co
s

(石录丁
“一玄

一

+

劲
+ 。

(
“

一
万一
) (2

.

19 )

一(
·
)

卫竺

乒
乙

一

,
5 1·

(、扮
’

‘
’

十

劲
十

o(z
-

3 月 + 4

4

) (2
.

2 0 )

故
A *

:

(·卜二斋北
、·

(
一

杏
一 +

号)
+ o

((一)
, 5
‘
:

)

A i
:

〔
·
)一

蒸一(告一: )
· 。〔二一、)

B i
Z

(
·

卜与警瑰
。 S

(音
一 +

晋)
+ o

((一
“

:

))

(之‘ 一OO ) (2
.

2 1)

(
, 、 十。 ) (2

.

2 2)

(之”一OO ) (2
.

2 3 )

B i
z

(之)二

c , g

着
-

一

一牙于一
z

拟 耳

一 ’
‘·s; n

(合
Z 艺+

号
一

)
+ O‘一

’
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(之, + oo ) (2
.
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A i
:

(
:
)

,

B i:
(
z
)的图形见图 2

口 1 日 2

( I )
d

Z”

下 : 1
-

一 之 . 刀 = O
a 之一

(
,
为正的偶数 ) (2

.

1)
产

叫 n
阶修正 A iry 方程

,

仿照 (2
.

1) 的求解

当二
> 。时

,

(2
.

1 )
产

的通解为

性生全
、

“ = 材几AI
_

_ _

以节尸
’

)
行十 2

+ B l -

昨+ 2

, ,

叶
2 、 ,

l

—
卫 _

一 2 、I
t

.
八 ‘ , .

\ ” 十 乙 I J

当之< o时
,

(2
.

1)
‘

的通解为

”一“二小
‘_

式
” + 2

2
, 、

一
_

二一 ! 一 之 )
月十 艺

吐全
、 , , , 生笋、 ,

2

)
+ 刀I二气丽幸丁(一 , )

2

)]
月 + 2

即 : > 0时

/ l 、 2。一二
手
二 _ _ . 、

I

阅 !
—

一
丁几二 - 吸

r ,
了

‘ 2 . , 、. , “ , ‘
一丫 , \ 月一 2 1

.

n 、一, 、
砂 =

居性 尹
:

一一 一 一
-

—
- - -

一
-
一 - 一 ; 一‘

一几

一
-

—
十 刀 2

.

一
二

r 二
. _ _ _

” I
_ _ , 月十 i 、 士丁

、

. 一
, 几 贾J 吸 m 宁

—
,

二 - . . 一
\ 行+ 2 1

1

” + 2

1

)”
+ 科‘, . ‘. ‘” ‘’

, ! r
(
二 + 妇 + 3

月十 2 )
z < O时

, l 、 : , 一

共oo !
J

, 于二
‘

协
”十勺 . ‘. + ‘ )

_ _
_ r , 、 n ’t

.

乙 ,
p ~ “ Z曰

—
-

一
—

不

—
一万

石一万一
二二而

, , ,
.

n , 门 1 、

. 一 价 州 [ 用十 - 二二下一 l
、 杯 ,

.

乙 I

一刀E
(击

一

)”
+

南
·

一
二

O
, ,厂

(
m 朴晋耗

一

)
保持之= O处函数及其导数的连续性

,

得 A = a ,

B = 一口
.

而后得到两个整函 数
,

叫第一

类 。 阶修正A ir y函数和第二类
n
阶修正A iry 函数

,

分别记为IA i
。

(的
,

IBi
。

(幻
。

,J..、、..声

IA i
.

(: )=

2甲 n + 2 汀
c o s

可云+ 2-- )

双礼
‘一、

渗
、粉

·
粗主全

2 )

z , .
十全

_ r l

—
全 , 艺

一

占 1 t
.

6 白

一一 、 月呀
曰

乙
月+ 2

(; 》 0 )

l
,

—
「

,

f Z
, _ 、

一

—
八Z 一 2 口 J t l一 - 二 二 t 一 Z ,

。 / 一二二一万
- 。、 . 兀

- 一

L 一一冬几、 n 十 艺
‘八犷 T. , r 乙 ‘U 舀

.

二 奋一 了一 二 又 目十 Z

艺L”十 Z )

包生2
Z

(2
.

2 5 )

)
+

伙(试、 (一勺]
月 十 艺

(之< 0 )
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、、,Z
+12月一

之一

兀
s‘n 忍(

。+ 2 ) 减
‘一

。

办
一
、九

, .
.

IJ、,

,才
.

2

” 十 2

” + 2

2
(
: 李 0 )

IB i
,

(幻= (2
.

2 6 )

l+

Q山n斗I”+斌Q‘

2刚 元千牙
一

si n

, -
一

一

「
,

1 2

一而一
V 一 ‘

L
J _ l

几

、
一,

一

千玄L一 z ,

厄更蔽干落)
” + “

.
十2
2 )

‘
牙1

/ ,

吐入
,

_ T I 一 ~

些 I _
. 、 2 I t

一
J 1 t

.
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一
、 介卞 乙

一

, 」
n 十 2

(
: < 0 )

之 , 一 oo 时

、、口Z
、
,

户

IA i
”

(z) =
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z
)
一
万

2斌 二 e o s

”

招
, , _ ” + ;

二 e ‘”
L节

矛(一
‘
)

’

J气‘
+ O ([ 一

“〕 (2
.

2 7 )

2(
n + 2 )

、11
�

、、了

C O S

I B i
.

( 2 )“一

兀

卫华士劝 ( 一
: )

一

号

材 汀

f 2
e X p l 一一万 i 石

一

气一 z )
L l’ 门厂 ‘

丝少多
2

}(
_ 丝

2

l + O ( [ 一 z 〕 2

( 2
.

2 8 )

、声、
护

�

,
户

z 今 + oo 时

, A i
:

(· )一
s

竺

户
一 , 二 p

!
一

击
(· )

邻
·。(一丝+ 2

2 ( 2
.

2 9 )

.一4

Z一

一一
l
一

一
一一I B i

。

( z ) 二
2斌二 万

“‘

跪压确
一

)

f 2
e X p l 一丁

.

下
一z

L 刀 ~ r ‘

性十 2
万

_
一
叶

2 、

Z

J气1 + O (
2 2

) ) ( 2
.

3 0 )

因而

I A i : ( :
) =

2斌万 e o s
二

〔一 )
一 ’/t e X p

〔合
一
l(
‘+ O ( : 一 , , ( : , 一 oo ) ( 2

.

3 1 )

8

I A i : ( z ) ==

s in 二
8

斌万

一 l/.
。 , 。 「_ l

‘ . ‘护 . 一 石

L ‘

z :

」(
‘+ O ( z 一

”, ( : * 十 oo ) ( 2
.

3 2 )

汀
,
。二

、 c o s
厄

-

, 0 耘Lz ) 二
-

-

一下
二
一

恻 兀

·

( 1 + O (才
一忍) )

( 一‘’
一’
‘
’

一 p

卜香
一

}
( “ , 一 OO ) ( 2

.

3 3 )

I B i : ( 之) 二
1

2斌万
兀

S l n 一
-

8

一
’
‘’一 p

【含
一

}
·

( 1+ O (二
一 名) ) ( : , + OO ) ( 2

.

34 )

I A i : ( z )
, I B i : ( z )的图形见图3

. 日 3
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三
、

o lv e r 变 换

对(1
.

1)
,

当口
1
(二 )) o时

,

选择亡= 亡(
z
)

*
_ _

q :
(二) \

。 , 。 ,
二 , “ , _ 、 、 _ ,

_ ‘
、

* * 同、 , * 。。 . * 、

,

协匕 万 ~
一- -

〕
~

尹尸
,

U 气爪 弓分S 气‘ / 刁叽沪 j谁上叮目 !PJ
口

p‘ 主习
.

月 l刊 怜二令品 ,

C

若由 “一“‘
·

, 一
!
‘

、

丽
了“

· ,

确定一单调增加或单调减少的隐函数二一 , (二)
.

令 。~ 二
一

香。

由 (1
.

1) 得

(
”实
{
一

宪
一

{
一
必 >0

, 。

布瑞面
代

)

会
一

+ “
2

“”一“·

q :
_ _ 一

牙
t, 二二二二

一—
一

-

一
一 荡 碧

一。(‘’

其首 阶近似由相关方程

给出
:

当 q ,

〔戈 )( O时
,

使 劣~
-

欢
一

+ *
:

:
·’ 。一。

0 之

(3
.

1)

> O

若 。一 :(
:
)一

{
’

、二、、、‘、“
·

相关方程为
弓)

一 , 、
’“

一
。

例如 g ;
(二 )”(x 一拼)

.

f(劣)
,

f(戈 )) 0
, n
为奇数

若选择单调增函数
: 二中(戈 )

此 时劣( 产时q ,

(x )( O 使

(3
.

2)

_ 月 + 2

石熟
一

「一喇
‘

万
‘
一!:

“
而石了击 (3

.

3 )

. ,
_

. ‘ , 2 , 、 _ .

_
、 , 、 , _ 、 ,

d
么”

此盯‘ 气
一 之

儿 相夭万程刀万万f 十 几
“

扩刀“ 。

x > “时 g ;
(x )> o

(3
.

4 )

2 ,

‘
,

而下玄 L岁Lx) 」

” + 2

2 - 砚 / _ / _ 、 才 ,

一 协 材 甘I L万 j L. “

J 娜

(3
.

5 )

此时犷
一广

,

相关方程仍为
穷

一

十 , 、

一
。

若 n
为偶数相应于(3

.

5) ~ (3
.

6) 有类似的结果
.

(3
.

6 )

四
、

具有三个转向点的方程

对含大参数 完的方程
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艺独
+ : ;

! 。,

(x ) + 。
2

(二 )〕。一”

U 币毛

(4
.

1)

其中q ,

(x )== (戈一“
工
)(, 一拼

:

)(二 一 “
3
)f(二 )

,

f(戈 )为正则的 (不失一般性假设 f(二 )) o )
,

叭(x )为连续的
.

1
.

设约< 内< 脚

( l ) 作函数
: = 必 1

(x )

使 戈‘户
;

时 警卜似
二 , 〕一!少

、= 硕刃
一
“一 ,

1

“、

拼,

成 x 成拼: 时 香
〔, (二 , 〕, 一

{:
:

、

ha
“

,
, 1

(“

、

其相关方程为
d

Z口 。 , -

百
一
亏
一

十 人
“ Z V = U

a Z -

公

, 。。、、
. ,

_ a : A i(一又
丁

相应的解为 y ; = 界“
‘、 少 二

.

_ _
『 ,

, 门
刁 / - 。 ·

斌

其中
a * ,

b ,
为常数

( 2 ) 作函数 z 二必
:

(x )

少
:

) + b : B i(一久了巾
、
)

币 :(x )
(4

.

2 )

使 。1

令、
2

时
李气

二 )护一

广
、

一

而
“

,

叫
二

脚

脚< 、
。。 时 芝: 一气

二 )〕
,
八一 !{动

一

二砍动 d : ,

气
二 )动

u J 尸 2

相应地得 y Z二
-

a Z
A i(一几

万必
2

) + b
Z
B i(一只亨中

2

)
斌 一少级蓝)

(4
.

3 )

其中 a : ,

( 3 )

使

b : 为常数

作函数

拼2

( x ( 拼。

之= 中。
(二 )

为< 劣

〔一。 3
(X )〕

3厂’一

{

〔。
:

(二 ):
’
/
’
一 (

’

犷
’

“
一

二玩卜)
一

“
,

,
。
(‘ )‘’

斌不硬刃 dr
,

叭(x) > o

相应地得 协一

a :
A i(一 *香少

3

)+ 。
3
B i(一*蚤少

3
)

斌
一

诃介)
(4

.

4 )

我们用匹配法 〔‘,可确 定
a , ,

b
, , a Z ,

b : , a 3 ,
b 3
之间的关系

.

因 为(4
.

2 )
,

(4
.

3 )
,

在区

间拼, + d
,

< x < 拼: 一占
:

是有效的 (假 设d : ,
占: ,

d 3
为小正数 )

.

因为义, + co 时
,

由(2
.

7 )

由(2
.

1 2 )

A i(一久杨
,

)一‘三巫二全
V 兀

(巾
,

> o )

B i(一之普中
;
)一

久
一

告巾 , 一

含

甲 军

S ,‘

(梦
‘,

: ’
“+

晋)
+ O (‘

一

子)

一 ,

(号
, 。

:’
‘
’+

晋)
+ O (“

一 ,

) (少 , 二
乒

。)
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同理

一
、 、
矛该

(、。t
·: 5 1·

(号
, 。

: ’
‘

J +

; )
+ 。

,

一(誉
; 。 : ,
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+
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一
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丸
-
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=

一厂
,
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2
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一
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十

号
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仁
、

丽沙
+

晋
,
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进行匹配
,

比较得

{
a l

~ bZ sin刀 z 一a : e o s刀
,

b
;
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;
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.

5 )
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: + 占2 < x < 拼:
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将y : , 夕: 匹配如下
:

由(2
.
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兄
一百
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2
)
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一
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:
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.
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一
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一
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一
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久
一

仑
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一

誉一
p
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‘(一 ,

3

,
’
八

〕(
‘+ O (‘

一 ‘
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「粤* (一。

:
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一 ‘
)) 1

L 0 J J

(中
:
< 0 )

令 “: 一‘

冲
一 ,

2

,叭 十

熟
一 , 3

)
’
八

卜
,

{::
“二奋)丈

.

刃 “·

{
“

2
-

比较而得 飞

t”
3 =

今
一

。二p〔一刁
:

〕
‘

(4
.

6 )

飞
一

, ‘”〔一瓜〕

将 a Z , 。3视为任意常数
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