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摘 要

本文重新考察了钱伟长教授求解圆薄板大挠度问题的系统近似法
,

发现此法实质上可 视 为奇

异摄动理论中的变形参数法
.

以无量纲 巾心挠度为小参数
,

将挠度
、

中面薄膜力和载 荷 参数作渐

近展开
,

我们对所得的递推方程给出了正交条件(可解性条件)
:

据此可确定圆薄板的刚度 特性
.

本文指出
.

利用圆薄板小挠度解和正交条件
,

可以不经求解方程而导得载荷参数 与 中心挠度关系

的三阶近似以及中心点
、

边缘处的薄膜力的首项近似
.

文中对若干特例 (均布载荷
、

复 合 载荷
、

各种边界条件) 进行了具体计算
,

所得的结果与钱伟长
、

叶开沉
、

黄黔等人在文〔1、4」中给出的结

果完全相符
.

关健词 圆薄板 大挠度 变形参数法 正交条件 摄动理论

一
、

引 言

钱伟 长教授
【‘, “, 早年以中心挠度为摄动参数

,

提出了一种系统近似法
,

成功地解决 了均

布动荷和集中载荷 作用下的弹性圆薄板的大挠度 问题
,

并引发了一系列相关的工作
,

叶开沉

教授
仁“’对此作了全面总结

,

国内外公认了钱伟长解的长处 (参看 〔3
,

4j 中的评述 )
.

过去一

般认为钱伟
一

长的解法是一种正则摄动法
.

作者最近较为细致地研究了他的解法
,

发现应将它

纳入奇异摄动理论中的变形参数法
〔”’的范畴

.

他从 物理实际出发
,

一改前人直接以无量纲载

荷参数为摄动参数的做法 (该法效果不佳 )
,

选定中心挠度为小参数
,

把 褂 荷参数也按该小

参数展开
,

在摄动求解过程中确定展开系数
; 如果 不作这样的展开

,

则高阶摄动方程无解
.

这种对参数进行变形的方法 目前通称为变形参数 法
,

义称为 L in d s ted t 一

P叭 n o a , 。方 法
,

在

量子力学 中称为 R a y le ig h
一
S o h r 6 di n g e r 方法

,

在四 十年代之前
,

似乎未见有 人在固体力学

中应 用这一方法
,

在按上述方法对圆薄板大挠度问题的摄动方程求解时
,

出现一系列非齐次线性常微分方

程
,

高阶项的平衡方程具有齐次边界条件
,

这就有可能给出这些方程的正交条件 (可解性条

件 )
‘5 ’,

从而确定载荷展开式的系数
. ’

卜
’

一节我们对一般的对称动荷 分 布
、

一般的边界条件

给出问题的基本方程及其摄动递推方程
,

并导得 了摄动的平衡方程的伴随方程和正交条件
.

在第三至五节中
,

分别 对三种特殊情形 (均布载荷
、

边缘固定夹 紧
;
均布载荷

、

一般边界条

件
; 复合载荷

、

边缘固定夹 紧) 进行具体计算
,

不经求解方程导出三阶近 似 的载荷参数
一

中

,

国家自然科学基金资助的课题
.
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心挠度关系以及中心
、

边缘处薄膜力的首项近似
,

它们 与文〔1、4〕中的已知结果完全一致
.

相对于直接求解递推方程来说
,

本文的正交条件解法似乎较为简单
,

只涉及一些初等的

积分过程
; 若实际问题中只需要了解板壳的典型弹性特征

,

则我们的方法有较大的优越性
.

二
、

基本方程和正交条件

设圆薄板的半径为R
,

薄膜力为N
,

(
r
)

,

N
。

(
r
)

,

”
一

釜 :
r

一

二于

厚度为h ; 横向绷荷为qF (
:
)( q为载荷参数 )

,

挠度为。(
;
)

,

它们满足 K ar m a n 方程
:

二
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,
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, v
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d

Z功
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d r Z
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v d 田 从 d tD
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其 中 对于边缘简单支承
,

k , 一 。
,

怠: 一。; 对于边缘简单铰支
,

k : ~ co
,

k
:
~ o ;

对于边缘固定夹紧
,

k : = co
,

k : = oo , 对于边 缘可移夹紧
,

k : = o ,
秃: = oa ;

对于其它弹性支承
,

瓦) o ,

瓦> 0
.

引进无量纲变量
:
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’一 r “
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于是
,
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关于圆薄板大挠度同题的正交条件解法

其中
、一 2
「半

+ ( 1 + ,
)1

一 ‘ ,

。一 2
卜弓互

+ ( ; 一 , )1
一 ‘

L I 少 J L 伟 I J

因此
,

问题归结为在边界条件( 2
.

5 )下求解方程组 ( 2
.

4 )
.

令 中心挠度牙 ( 0 ) ~ 附 . ,

以附
。
为小参数作渐近展开

Q = 9 1
附. + q s

附柔+ ⋯

砰 = 切 1
( 二 )牙

。 + 田 。

( 二 )才柔+ ⋯

S 二 5 2
( x )牙柔+ 5

4

( 二 )班众+ ⋯

T = T
Z

( 二 )附二十 T ‘

( 二 )砰票+ ⋯

户,..、了
、

l
‘.、

代入方程( 2
.

4 )和边界条件( 2
.

5 )
,

比较砰二(
n = 1

,
2

,
3

,

⋯ )的系数
,

得到递推方程
:

麟
·

(偿 )
一

qlQ
·’一“

!
“’

,

功 ,
( l) = 0

,

功 {( 1 ) + 几切
”

( 1 ) = 0 , 。, ( 0 ) == 1

d “ ,
。

、

l
, : , r , 、

J
月

百二 2- 气x 0 2 ) = 一 下不 功 : = 月 2气x )

l u 卉 ‘

S
:

( 1 ) + 户S ; ( 1 ) ~ o , S :

( o )有限

{轰小货 )
一“

2 ? ’+ “3
G ( ‘’一“

3

( ‘’
( 2

.

1 0 )
田 a

( l ) = o , 田 ; ( 1 ) + 只田叮( 1 ) = o , 。 a

( 0 ) = o

. . . . . .

⋯ ⋯

且有 T : = 5 2 + 2劣 ( 2
.

1 1 )雌山

作为预备步骤
,

我们给出( 2
.

1 0 )那种类型的问题的可解性条件 (正交 条件 )
.

讨论如下

问题
:

L , 一

券(
/

瓮
一

)
一H ( X , ‘二。”

,

‘〕,

甲( 0 ) = o , 甲( 1 ) 二 o , 甲,

( l) + 几甲
11

( l) = 0

( 2
.

12 a )

( 2
.

I Zb )

我们证明如下定理
:

定理 1 问题 ( 2
.

1 2 a ,

< ,
,

H >一

至

b) 的可解性条件 (正交条件) 为

劝( x) H ( x) d 二 二 0

其 中 功~ 烈
n 戈一 元x

证明 通过分部积分并 利用边界条件 ( 2
.

1 2 b)
,

得到

<叻
,

L甲) = 〔( l一几)势( 1 ) + 又劝
‘

( l) 〕中
“

(一) 一劝( o )甲
‘

( o ) 一 <中
,

乙价>

( 2
.

13 )

( 2
.

14 )

其中 却一二
一

(
二

韶)
( 2

.

15 )

( 2
.

1 6 )

如果护满足 ( 2
.

1 2 a
)的伴随微分方程

L叻= o

和边界条件

叻( 0 ) 二 o ,

( l一几)价( 1 ) + 久劝
‘

( l) ~ o

则 ( 2
.

1 5 )式的右端为零
.

容易看到
,

( 2
.

14 )式中给出的沪满足 ( 2
.

1 7 )和 ( 2
.

1 8 )式
,

<吵
,

L甲> ~ <价
,

H > ~ o

定理证毕
.

( 2
.

17 )

( 2
.

1 8 )

这时有

( 2
.

1 9 )
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推论

时
,

问题
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当几= o时
,

即 当边界条件(2
.

12 b)变成

甲(o)= 甲(l)= 甲
,

(l)= 0

(2
.

12 a ,

b ) 的正交条件 (可解性条件) 为

< ! In / ,

H >一

{:
H (! )二1一d 二一o

(2
.

2 0)

(2
.

2 1)

三
、

均布载荷
、

边缘固定夹紧的情形

这是文〔月所考察的情形
,

度问题 ) 的解为

w , = (二一 1)
“ , g -

q :
也可由

此时
,

F = G = l
,
元二 o , “= 2 / (l一v)

.

问题 (2
.

8) (即小挠

(3
.

1)

1
久劣 In 戈 , 乙功1夕= 一 功 1气U ) = 一 1 ~ 火劣I n x 一 q 立2 出一 几

一

q l
任

(3
.

2)

求得
.

于是
,

问题 (2
.

9) 变为
,
。 d

Z ,
。

、

干
“ , “ ‘一“扒
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乙L劣一 ‘’一 “ ’

“
5

2
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5

2
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(3
.

3)

由分部积分得
, 。
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,
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O ZLI )二 万产
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(3
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类似地
,
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导得 S
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(0 )
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.
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,
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.

5 )
,
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(l)

一
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二

一

一

含
(3 、 拼) (3
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7 )

(3
,

7 ) 得出

一姜
一

(; 一 2 )
,

T :
(。)一妻(

3 + 。)
O O

(3
.

5 )

这样
,

我们 给出了边缘和中心处的薄膜力首项近似
.

现在来考察问题(2
.

10)
:

{
L川

3
一

斋脍
一

)
一“: 。‘+ 。

。一“
3
(“ ,

(3 , )

。 :
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由正交条件 (2
.

2 1) 得到
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劣产....
‘ln=伙Il

其中

引进辅助函数

H 分二 11 + 1
2

~ 0

X S
Z? “一d 二

,
1

2

一 。3

{:
二In 二 、X

一奋
。:

(3
.

1 0)

(3
.

1 1)

{
f(x ) = !

。‘(二 , 1
。“d ! 一‘!

2
一 ZX )‘。二 一

;
x : + 2二一通

艺

(3
.

1 2)
g (二 ) 一 {

‘

, (x )、二
, 。(1)一九

J 0 1 0

通过分部积分并利用方程(2
.

9 )
,

得到

1 1

一
〔S ‘(1, + 5 2

(1 )〕g (1 ) +

{:
H

Z

(X )。(二)d X

。 。 , , 二 、
.

。 , . 、 , , J 、

1
, , _ 、

I f
~ 一 L。 ’气上片

。 Z L 土)“夕气l ) 一 百八
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一丁j (二一 1 )

”
In 二 d x (3

.

1 3 )

利用 (3
.

5 ) 和 (3
.

1 2 ) 后
,

我们有

1 1 = 一
5

1 0 8
(1 一召)+ (3

.

1 4)

将 (3
.

1 1 ) 和 (3
.

1 4 ) 式代入 (3
.

4 1
q s

=
4 1 5

, .

面 一所气工一 “)

4 1

3 6 0

1 0) 式
,

求得

1 7 3 一 7 3 v

2 7 0 (i 一
v
)

(3
.

1 5 )

从而得到载荷 参数
一

中心挠度的三阶近似关系式

Q = 4砰. +
1 7 3 一 7 3v

2 7 0 (1 一
v
)
不桌+ O (班二) (3

.

1 6 )

与钱伟长
’‘’的经典结果一致

.

四
、

均布载荷
、

一般边界条件的情形

本节讨论均布载荷
、

一般边界条件的情形
,

此时仍有 F = G = 1
,

但 几
, 拼的值可有不同

的组合
.

相应的小挠度问题 (2
.

8) 的解为

。:

一、举*
、

一

〔(二 一 1 )
2 一 2‘(二一 1 )〕

, 。, - 4
)

1 + 2几 (4
.

1 )

类似于上节
,

可得

1 fl
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。 x 田 i
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2
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么
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{

1
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)
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、
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“

)
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币瑞兀贾
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“

, + ; ( ‘+ ‘“+ 6‘
“

’〕
( 4

.

3 )
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对于相应的问题(2
.

10 )
,

按第二节的定理
,

应用正交条件

< xl n x 一凡x ,

H
3

>= J l 十 J
:
= 0

2
.

1 3 )
,

即
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.
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为了计算J ; ,

采用类似于上节的步骤
,

引进辅助函数
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不口
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.
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2
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1
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.

5 )

利用(4
.

2 )
,

(4
.

6 )和 (4
.

7 )式算出J : ,

并由

4
qa = 1+ 盯

J ‘=
1

2 7 0(1 + 2凡)
毛

(4
.

3 ) 和 (4
.

4 ) 得到

〔7 3 + 3 8 8几+ 8 2 5几2 + 8 4 0几
s + 3 6 0几4

+ 1 0产(5 + 3 5几+ 1 0 8久z + 1 6 2久。+ 1 0 8几
‘

j

与钱伟长
、

叶开沉
‘“,
给出的结果完全一致

.

(4
.

9 )

五
、

复合载荷
、

边缘固定夹紧的情形

本节讨论边缘固定夹紧圆薄板受中心集中载荷与均布载荷 的复合情形
,

设 中心挠度不为

零
.

黄黔 〔‘, 曾对此情形作过全面讨论
,

他引进了几种不同于附
。
的小参数

,

可 对 中心挠度不

加限制
.

按文〔4 〕
,

这时有

G (x) = 刀+ a 二 ,
几= 0 , “=

对给定的载荷
,

刀和 a 为两个确定的参数
.

问题 (2
.

8) 的解为

2

1 一 少
(5

.

1 )

斗
一

。1 [刀(二一 : )
“一 4。(二 一 1 )+ 4 a x ln 二〕

住

4

4a + 刀

(5
.

2 )

一一一一姚ql
r....、..L



关于团薄板大挠度问题的正交条件解法

类似于第三节
,

可得

S ;(1卜一;
一

{:
! 山 ;

2
、二

一
2

翁
。:(3 6 a

名+ Z o a , + 3刀
2

)

5 2
(‘)一

; S ‘(‘)一鑫
8 。, (3 6a

“+ 2”a”+ 3 ,
’
)

5
2

(o)
,

T :
(o )

,

T
Z

(1 )
.

利用正交条件(2
.

2 1)
,

我们有

(5
.

3 )

同样还可求得
,

为确定 q 。
,

{
x S

Z田 ,‘n ‘d X + 。3

{
其 中

,

容易算得

K
: = 一

类似地有

4 a + 刀
4

q 吕= 一

(
”+

蚤)
x ‘n x d x 一K ; + K

: 一。

q ,

q 1

(5
.

4 )

(5
.

5 )

f’
_

二
,

I f 。「 1
, , ,

1
,

.

3 1
J 气x 少= , w il n x a x =

一

万 ql 嘴 Pl 下
一

x
一i n 劣一 X in 男一 几

一

劣
一

十 劣一 不 l
J O 乙 L L ‘ 任 住 J

+ Za 〔x ln
“x 一 2二In 劣一 2 (二一 i )〕 (5

.

6 )

。(! 卜{:
, (X ) d X 一

省
。1

{矗
, 〔6 X 2

(X 一 3 ,‘

一
SX “+ 2 7 X (X 一 ‘, 〕

+

奋
a 〔2二2‘n

么x 一 6 x 2
‘n 二 + 7 , 2一 sx 〕

} (5
.

7 )

K
1

尸 。
. , ‘ 、

.

。
, 刁 、 , , J 、 1

~ 一 L。 ‘戈l ) + 。 , Li , J g L I , 一万
。盆

“夕(二 )d x (5
.

8 )

利用已经给出的结果算得

9 5 = q 一K I ==
l

(4 a + 刀)
‘ {

8

(
一

器
a 3 + 4 7 3

, 。
.

丽丁a 一十
6 4 7 3

1 6 2 0 0

a ,
:
+

长箭
,
。

)
+ 共(6 4 8 a : + 5 4 0 a 3

刀+ 1 5 4 a刀
“+ 15刀

“
) 飞

0 I J

(5
.

9 )

验证
、

比较
,

与黄黔
〔‘, 给出的结果完全一致

.

六
、

结 束 语

众所周知
,

高阶摄动项的方程求解过程通常比较繁杂
,

应用本文给出的正交条件解法
,

可局部地避开这一过程
.

对本文讨论的圆薄板大挠度问题来说
,

如果只需要了解中心和边缘

处 的弹性特征
,

则应用正交条件
,

进行一些初等积分
,

至少可以少解两个方程
,

对于这里讨

论的三阶近似是这样
,

对于更高阶的近似也是如此
.

本文方法的思路可望应用于更为复杂的 板壳非线性弯曲和稳定性问题
.

致谢 本文完成过程 中曾与黄黔同志进行过有益的讨论
,

谨此 志谢
.
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