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摘 要

本文提出了一般实矩阵奇异值分解问题重分析的摄动法
.

这是一种简捷
、

高效的快速重分 析

方法
,

对于提高各种需要反复进行矩阵奇异值分解的迭代分析问题的计算效率具有较重要的实 用

价值
.

文中导出了奇异值和左
、

右奇异向量的直到二阶摄动量的渐近估计算式
.

文末指出了将 这

种摄动分析方法直接推广到一般复矩阵情况的途径
.

关健询 矩阵代数 奇异值分解 重分析 摄动法

一
、

引 子

矩阵的奇异值分解 (S V D ) 对于涉及到矩阵分析的各种工程和理论问题是一个有力的线

性代数计算工具
.

尤其在处理复杂数学模型设计问题 中的非准确数据和非精确计算方面
,

奇

异值分解具有良好的数值稳定性
.

这正是它在许多科学计算领域 中得到广泛应用的主要理论

根据
.

目前
,

奇异值分解已成为求解一般线性代数方程组 (特别如实验数据处理中的线性最

小二乘问题的正规方程组 )
、

计算一般矩阵的广义逆和对一般复杂矩阵进行近似逼 近 的可靠

方法“’
,

并且在约束系统的动力学分析和振动结构的分析模型识别等力学分支 中也开始得到

应用
.

通过奇异值分解实现—
一

。 x n 实矩阵 A 的正交分解是与两个实对称半正定或正定矩阵

A 刁 ’和刁 , A 的谱分解 (即待征值
—

特征向量分解) 紧密相关的
.

这正是奇异值具有良好稳

定性的原因
.

实际上
,

矩阵A 的奇异值a ‘和左
、

右奇 异向量
“‘, v ‘ 即由矩阵A A , 和 A , A 的标

准特征值问题的特征对所定义
,

即

A A , u ‘= 汀lu ‘ (z《i簇m ) (2
.

2)

A , A v ‘= a 考。‘ (1《‘镇
n
) (1

.

2)

由此即份月A
,

和姓, A 的谱分解

A A , = U 万二U
, ,

A , A ~ 厂刃二厂 ,
(1

.

3 )

及A 的奇异值分解

A = U S厂,
(1

.

4 )

.
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.
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其中 U = 〔“1
, u : ,

⋯
, 。. 〕

,

“ , = “
一 ‘

厂= 〔。, , 口2 ,

⋯
, 口一〕

,

犷 , = 犷
一 ‘

刃
,

~ d ia g (a
, ,

J : ,

⋯
,

a
,

) (
, 。二

, 。
)

刃 ,

〔刃。 ,

0 〕

(m >
n
)

(m = 。
)

(, ( 。
)

当。 铸 n J飞
、

{
· ,

由于对i夕 m in (m
, n
)必有。‘~ o ,

所以 A 的奇异值通常 是指a ‘

(1 < ‘( m in (m
, ,
))

.

在规定了奇异值的次序后
,

它们 是唯一的
.

但 当 !。 一川> 1
.

或存在多重奇异值伟上
,

左
、

右奇

异向量矩阵 U
,

厂 (它们是正交矩阵) 二者或其 中之一不唯一的
.

为便于进行具体的讨论
,

本文以下假定 m ) 。 ,

显然并不失一般性
.

而且就大多数实际问题中的数据矩阵而 言
,

一般

都是 m ) n的情况
.

此外
,

再规定所有奇异值是根据值的大小按降序排列的
,

即有

a l》a :

> ⋯ > a ”

在实际问题中
,

A 一般是满秩的
,

即 r
an k( A )=

n (尽管它往往是接近于亏秩的)
,

但A A , 必

然是奇异的 (除非。 ~ n)
,

A
,
搜则可能是非奇异的也可能是奇异的

.

因此
,

a 。

可能是单重或

多重零奇异值
.

本文要研究的问题是
:

设一般。 又 n 实矩阵 A (。》的 由与其同形的矩阵 A
。

经摄动后而

得
,

即

且 = 且
。+ 。且

,

(o ( }。}( z ) (1
.

5 )

其 中 。A , 是与A 同形的摄动矩阵
, 。为一小参数

.

如果已知A
。

的奇 异值分解为

A
。
一 U

O
s
。
犷“

,

S
。
一

}气
·

} (1
.

6 )

其中 U
。
= 〔u

。: , 。。: ,

⋯
, u o . 〕

,

U 百= U 石
‘

V
。
= 〔v

。: , v 。: ,

⋯
, : ,。。

]
.

厂百二厂万
’

万
。 ,

= d ia g (a
o : ,

a o Z ,

⋯
,

a 。,

)

A
O
A 百

u o ‘= a 孟u
。。

(z( i《m ) (1
.

7 )

月百A
o v。‘~ a 孟‘v

。‘
(l( ‘《 n

) (2
.

8 )

则可采用摄动分析方法
,

从 (刃
。。 ,

U
。,

犷
。

)出发渐近地估计(刃
。 ,

U
,
犷)

,

由此近假地得到

A 的奇异值分解式(1
.

4 )
,

这一 问题显然具有广泛的实际背景
.

虽然一般实际应用的 S V D 算法是利用 H O
此

e 一

hol 才e r 变换法和 Q R 迭代法直接由 月

得到其奇异值和相应的奇 异向量
〔‘’ ,

而不必求解特征值问题(1
.

1 )和(1
.

2 )
,

但本文将基于式

(1
.

1 )和(1
.

2 )
,

利用实对称矩阵特征值问题重分析的摄动法“
, “’,

实现矩阵 A 的近似奇异值

分解
.

这是一种简捷
、

高效的快速重分析方法
,

对于提高各种需要反复进行矩阵奇异值分解

的迭代分析问题的计算效率具有较重要的实用价值
.

特别对于 一 些需要得到一系列相近矩阵

的奇异值的近似估计而对其精度要求不十分高的应用问题
,

这种摄动计算方法尤为有效
.

二
、

摄 动 分 析 方 法

刁 。A 百= B 。,

AA , = B
,

A 百A
。二C 。,

A , A == C
.

a

口舌~ 丸
‘

; = 击
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将式(1
.

] )
、

(1
.

2 )
、

(1
.

7 )
、

不日(]
.

8 )重写为

B
o u 。‘= 久

。‘u 。‘
(1( ￡( m ) (2

.

1 )

B u ‘= 几‘u
‘

(z( i( m ) (2
.

2 )

C
o U 。‘= 几

。‘v 。‘
(l成i(

n
) (2

.

3 )

C 。‘= 久‘”‘ (1( i( n
) (2

.

4 )

根据式(1
.

5 )可得到

B 一B
。+ 。B l斗

一

: 么B
。

(2
,

5 )

C = C
。+ e C I + 。Z

C :
(2

.

6 )

其中 B : ~ A
o
A 百+ A

,
A 百

,

B
Z

~ A
,
A 百

.

C : ~ A 百A
, + A 奋A

。 ,

C
:

~ A 百A
,

虽然
,

B : 、

B : 、 C : 和 C
:

均为对称矩阵
.

式(2
.

1) 、(2
.

6) 定义了相似的两组关于两个实对称

矩阵的标准特征值问题之间的摄动关系
.

如前所述
,

风一般总是半正定的
.

为不失一般性
,

假定C
。

也是半正定的
.

这种标准特征值 问题是文献〔4」
、

〔5 〕中研究的实对称矩阵对的广义特

征值问题的特例
,

故可要用与 以〕
、

[5 〕中的摄动分析理论相似的摄动方法建立式 (2
.

2) 和

(2
.

4 )的完备特征解的渐近估计算式
.

(一 ) 奇异值和右奇异向量的摄动法

现一 般性地假定犬(2
.

3 )的特征值几
。‘
(1( i( n) 中有一k重非零特征值几

。 , 、十 : = 几
。 , 、十 : 二⋯

= 几
。 , 、十 。和 一 (

n 一 l)重零特征值几
。 , ‘+ ; 一几

。 , ‘+ 2
~

· ·

一几
。。

= o
,

则式 (2
.

4 )的特征 对 以
‘, 。‘

)可

被展开成如下渐近表达式

干
几‘一几

。‘十 “久1 ‘+ “

{
‘
2 ‘+

、” . = 公。‘+ 已v 一‘十 己‘v : ‘十

(l( i(
n
) (2

.

7 )

其中

(l( f( 丙 或 h + k + l( f成l)
几 + 七

乙
v 。,

f
, ‘一 U

。。

f
‘

(h + l( ‘( h + 掩)
j 。 几十 l

(2
.

8 )

E
” 。, g , ‘= 犷

。‘g 。 (l+ l( i《
n )

J一 王+ 1

!!
、 知‘勺

!
...万.且、

一一O
一公

犷
。。

~ [ v
。 , 、十 1 ,

⋯
, v 。 , 、十 。〕

,

厂
。‘~ 〔。o , ‘十 l ,

⋯
, 口。。 ]

f
‘
= {f

。+ , , ‘ ,

⋯
,

f
、十 。 , ‘} r

,

g ‘一 {g
‘十 : , ‘ ,

⋯
,

9 . ‘}r

有关这种展开技巧的理 论基础请参阅文献 口〕和 〔5 〕
.

此处只需简要地指出
:

对于孤立特征

值丸
‘,

与其对应的击和街均为小参数
。的连续函数 ; 对于重特征值几

。, ,

与其对应的 幻 仍是连

续的
,

但相应的
。 , 是不唯一的和极端病态灵敏的

,

因而它不能保证是连 续 的
.

然而
,

矩阵

C。的对应于重特征值几
。, 的不变特征子空间 (即式 (2

.

5) 中的子矩阵犷
。。

或犷
。‘
的列空间) 是确

定的且稳定的
.

在此子空间中可以找到一组特征向量 公。, ,

使 如 成为连续的
,

因而渐近展开

式 (2
.

7 )是有意义的
.

将式(2
.

6 )和 (2
.

6 )代入式(2
.

4 )
,

展开之
,

按小参数
己 的幂次分别得出各阶渐 近方程

:

。.
阶 (C0 一几。. 1

.

), . ‘= 王。} (2
.

9 )
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(C
。一只

。‘I
。

)”
: ‘+ (C

: 一几1‘I
。

)公
。‘= 王。}

(C
。一几

。。I
。

)
” : ‘+ (C z一几: ‘I

。

)
。 , ‘

+ (C
: 一只2‘I

,

)公
。: ~ {()}

(l成‘(
n
)

(2
.

10 )

66阶阶

召君

(2
.

1 1 )

式 (2
.

9 )是式(2
.

3 )的一种略为不同的形式
.

依次求解式 (2
.

10 )和 (2
.

11) 即可分别得到 f
‘,

g : ,

丸
‘, 。 : ‘,

九
‘

和 巩。
.

至于三阶以上的摄动量
,

亦可类似地确定
,

但为了兼顾提高 估计精

度和减少计算量
,

一般只估计到二阶摄动量是合适的
.

1
.

对应于孤立特征值丸
‘
(1( f簇h或h十 k + l( i( l) 的摄动法

对式 (2
.

1 0 )和(2
.

1 1)均左乘
。
百
‘,

可得

久: ‘= 沙百
‘C : v 。‘

(2
.

1 2 )

几: ‘~ ”
百
‘C : 。 。‘+ 。

百
‘
(C

: 一几1 ‘I
。

)
。 : ‘

(2
.

1 3 )

取特征向量系笼
。 。‘} ,

一 :作为 n维 实向量空间R
”

的正交正规化基
, 。 1‘和 。 : ‘

在此基中的线性表示

为

v e ‘= E
v 。, 。 s , ‘= 厂

。。 : ,
(
: = l

,

2 ) (2
.

1 4 )

其中 e 。‘= {e
, , ‘, e , 2 ‘,

⋯
, e s 。‘

} T

对式(2
.

1 0 )和(2
.

1 1)均左乘
。
百

,

(
r 祷‘)

,

并引入式(2
.

1 4 )
,

可得
。: r ‘~ 。

百
,

C lv 。‘
/ (几

。‘一几
。r

) (2
.

15 )
。Z r ‘

= (
。
百

,

C : 。 , ‘+ v
百

,

C
: v 。, 一几, ‘e , , ‘

)/ (之
。‘一之

。,

) (2
.

1 6 )

为确定系数
。 : “和自

‘. ,

需引入。‘的正规化条件作为补充方程
,

即

。
于
。 ‘= l (2

.

17 )

将式(2
.

7 )中
。‘的展开式代入式(2

.

17 )
,

展开之
.

仍按。的幂次分别得 出各阶渐近方程
:

。0

阶
。
百
‘v 。‘一 l (2

.

1 8 )
。‘阶 2 。百

‘v l‘一。 (2
.

1 9 )
。2

阶 2 。百
。。2 ‘+ 。

r
。。 , ‘二 o (2

.

2 0 )

(l( i( n
)

将式(2
.

1 4 )分别代入式(2
.

1 9 )和 (2
.

2 0 )
,

即得

6 1 ‘。= 0

_ 1
, .

T 二 _ l
_ T _

‘ 2‘t一一 2 . “ 。 l‘一一2 ‘ 1
“I

(2
.

2 1)

(2
.

2 2 )

利用式(2
.

2 1)
,

还可将式(2
.

1 3 )简化为

几2 ‘二 t;
百
‘
(C

: 。 l‘+ C
Z 。。‘

) (2
.

2 3 )

这样
,

就确定了式(2
.

7 )中对应于全部孤立特征值丸
。的几‘和 ”‘的直到二阶摄动量的估计

算式

久‘用义。‘+ 以
x ‘+ 。从 : ‘

(1( i( h或h + k + l《 i( l)
”‘刘 口。‘+ ￡” l‘+ 巴2” : ‘

(2
.

2 4)

2
.

对应于 k重非零特征值几
。‘
(h十 l簇i( h + k) 的摄动法

对式(2
.

10 )和(2
.

1 1)均左乘尸百
。 ,

可得

(犷百
。

C : 犷。。 一几: ‘I,
)f

‘= {0 } (2
.

2 5 )
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V 百
。

(C
: 一几, ‘I

。

)
。, ‘+ 《犷百

。
C : 犷

。。一凡2 ‘I。)f
‘= {o } (2

.

2 6 )

式(2
.

2 5 )是关于 k 阶实对称方防
‘

犷百
。

C , 犷
。。

的标准特征值 问题
,

解之即得义
: ‘和 f

‘

一般地有 k《

n ,

因此式 ((2
.

2 5 )是易于求解的
.

然后对式(2
.

2 6) 左乘f百
, 一

可得

只
2、
一f不

’

犷百
。

((C
l 一兄1 , I

,

)
v l‘+ C

Z
厂

0 o

f
‘
)/ f丁f

‘
(2

.

2 7 )

对 ”, ,不l一v
。, 仍采川形如式(2

.

1 4 )的特征向量展开式
,

同 f寸将矩阵犷
。

和向量
。 : ‘, 。 : , 写成

如下分块形式

犷
。
一〔〔v

o i ,

一
: , 。。〕

,

〔口
。 , , 十 r ,

⋯
, ” 。 , 、十 , 〕

,

[ 口
。 , 、 * * 十 一 ,

⋯
, ”。: ]

,

仁”
。 , l + l ⋯

, 口 。。 〕〕

= 仁犷
。。 ,

厂
。。 ,

厂
。。,

犷
。。〕

‘ a ‘
= 笼笼‘

a l‘ ,

⋯
, ‘a 。‘}

,

{e
, , 。十 1 , ‘,

⋯
, e . , 。 * , , ‘

}
,

{‘
, , 。 * , + z , . ,

⋯
, ‘ s “ }

,

{口
。 , : 十 r , ‘,

⋯
, e a , ‘} } ,

= {e r
a ‘, 。

f
。‘, 。

百
。‘, e

百“ }
,

(
: = l

,

2 )

则可将式(2
.

1 4 )改写为

几+ 奋

。 * ‘一 E
。。, 。a , ‘+ E

。。, e s , ‘

夕一 介 + 1 r 协 J

一F
o c o a o . + 犷

。。e , ; ‘ (
; = l

,

2 ) (2
.

2 8 )

其中 V
。 : = [ 犷

。。 ,

厂
。。 ,

犷
。J〕

, 。 , : ‘~ 笼‘
a ‘, 。

百
。‘, 。

百
‘。}T

对式(2
.

1 ())和 (2
.

1 1)均左乘犷百:
,

并将式(2
.

5 )和(2
.

2 5 )代入
,

可得
e , 。‘= (几

。‘I
。 一 。一滩

。 ; )
一 ’
犷百; C

, 犷
。。

f
‘

(2
.

2 9 )
。 : ; ‘= (几

。‘I
。 一 , 一刀

。 ; )
一 ‘
犷百; ((C

: 一 凡, ‘I
。

)
v ; ‘+ C :犷

。。

f
‘
) (2

.

3 0 )

其中 刀
。 ; = d ia g 以

。; ,

⋯
,

凡
。、 ,

几
。 , , + * + , ,

⋯
,

又
。。

)

为确定
e ; 。 :和 。2 。‘,

仍与前类似地需要。‘的正规化条件作为补充方程
,

这只需在式(2
.

15)

、(2
.

20 )中以 V
。c

f
‘

代换
v 。‘即可

.

但为便于下面的推
一

导
,

现将它们 以矩阵形式写出
:

e o

阶 F T F ~ I
。

(2
.

3 1)
。‘
阶 F

T
厂百

。

犷 ; 。 + V 百
。

犷
。。
F ~ [ o〕 (2

.

3 2 )
。么

阶 F , 厂百
。

犷
2 。

+ 犷 :
’

。
厂 : 。 + 犷

2

百厂
o o
F 一〔0 〕 (2

.

3 3 )

其中 F = [ f
。+ : ,

f
、 + : ,

一f
。+ , 〕

犷
一。

= 〔。
。 , . 十 , ,

⋯ 。 . , . 十 , 〕 (
s 二 l

,

2 )

式(2
.

3 1) 给出了f
‘

的正规化条件
.

另外
,

将式(2
.

2 5) 也写成矩阵形式

V
a 。

~ 犷
。。

E
。。。 + 犷

。; E
,
:
。

(
s = l

,

2 ) (2
.

3 4 )

其 中 E
: 。。

= 〔e
· 。 , 、+ ; ,

一
“a

一 , + 。

〕
,

E
, ; 。 = [ ‘

, ;
, 、十 一 ,

⋯
, ‘,

;
, 、十 。〕

对式(2
.

32 )和 (2
.

33 )均左乘F (它也是正交矩阵 )
,

将式 (2
.

3 4 )代入
,

即得

E I 。。= 〔O」 (2
.

3 5 )

二
: 。 。

一音
二。:

·

厂 !

一合
““f;

。

“ 1 ; 。

(2
.

3 6)

利用式(2
.

3 1)和(2
.

3 5 )
,

还可将式(2
.

2 7 )和 (2
.

3 0 )简化为

久: ‘二f丁犷百
口

(C
: 犷

。。‘: ; ‘+ C : 犷。。

f
.
) (2

.

3 7 )
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。2 : ‘= (义
。‘
I
。 -

一 刀
。: )

一‘

(厂否; (C
;犷

。。。 , ; ‘+ C
Z
犷

。c

f
‘
)一元

: ‘。, ; ‘) (2
.

3 5 )

于是
,

又确定了式(2
.

7 )中对应于存重特征值兄
。‘
(h 十 l《‘( h + k) 的全部只

‘和 v ‘ 的二阶摄

动估计算式

{
刀

。
澎刀

。。
+ 。刀z。 + ￡2

刀 : e

犷
。
岛犷

。。
F + e犷一。 + 。么犷

: 。
(2

.

3 9 )

其中 厂
。

= 〔v 。
十 : ,

⋯
, 。、 十 。

〕
,

刀
。

二d ia g (凡
, * : ,

⋯
,

元、
十 。

)

刀
s 。

= d ia g (几
。 , 、十 : ,

⋯
,

凡
, , 、十。

) (
s = 1

,

2 )

3
.

对应于(
n 一 l) 重零特征值丸

‘
~ O (I+ 1( i( n) 的摄动 法

这 与上面关于对应于 k 重非零特征值的摄动法并无实质上的差 异
,

只 需 在式 (2
.

2 5 )
、

(2
.

2 9 )
、

(2
.

34 )~ (2
.

3 9 )中进行相应的符号代换即可得所需结果
:

{ (2
.

4 0 )

{

刀‘幻刀
。‘+ 。刀 1‘ + 。“刀 : ‘

V d 幻犷
。‘G + 。犷l d + 。么犷

: ‘

(厂百
d C :厂

。d 一几: ‘I
。 一 :

)g
‘= {o }

g :
’

g ‘~ l
(2

.

4 1)

之
2 ‘
一夕丁犷否

d
(C

l犷
。J e ;日‘+ C

Z
厂

。‘g ‘)

厂
, ‘= 犷

。‘E
, ‘d + 犷

。J E
。
J ‘ (

s = 1
,

2 )

(2
.

4 2 )

(2
.

4 3 )

干“
! ‘

一 O

、

E I J ‘ = 一 刀万
(2

.

4 4 )
奋F百‘Cl 厂

。‘G

“
2 ‘

一委
G 厂 :

·犷 ; d

一店
G “ : ;

‘“ , ; ·

E
Z ; d 二汉 :毒(E

,
“刀

: ‘一犷百; (c
, V

。。E l : d + C
Z
犷

。‘G ))

(2
.

4 5 )

其中 刀‘ = d ia g (几
‘干 1 ,

⋯
,

几
。

)
,

厂‘ = [ 。 : 十 ; ,

⋯
, v 。

〕

{
/1

, 。= d ia g (几
, , : 十 1

⋯
,

几
。。

)

犷
, ‘ = 〔v

。 , : + 一 ,

⋯

刀
。J 二 d ia g (几

。: ,

E
s

“ = [ e
: d , : 十 l

(
s = o

,

1
,

2 )
, v , 。

〕

几
。:
)

,

厂
。、= 〔v

。: ,

⋯
, v 。门

,

⋯
, ‘ , ‘ .

〕

(
s 一 l

,

2 )

E
: J ‘ = 〔e

: J
, : , z ,

⋯
, ‘ 。

J ,

〕

。 , ‘= {{e
s ; . ,

⋯
, ‘a : ‘}

,

{‘
, , : 十 : , ‘ ,

⋯
, ‘一‘卜} ,

= {。百日
‘, e
二

’

“ }
,

(
s = 1

,

2 )

G = 〔g
‘+ 1 ,

⋯
,

g 。

〕

式(2
.

4 1) 是关于 (
n 一 l) 阶实对称方阵厂百

‘C ;厂
。‘的标准特征值问题

,

解之即得几;
‘

和承一般地

有 n 一 l《 n ,

故此特征值问题也是易于求解的
.

综合式(2
.

2 4 )
、

(2
.

3 9 )和(3
.

4 0 )
,

即完整地给出了全部a ‘和 v ‘
(l( f( n

) 的二阶摄动估

计

(2
.

4 6 )

其 中

干“一A ’“
,

“”“
。十 ““ ! + ‘““ :

、
厂 幻厂

。+ ￡厂一+ ￡名厂
:

过 = d ia g (泥
: ,

几:
,

⋯
,

火
。

)
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刁
,

~ d ia g (几
s : ,

几
a : ,

⋯
,

几
s

护
。
= 〔V

。。 ,

厂
。c

F
,

犷
。。 ,

犷
,

= [ 沙
, 1 , ” a : ,

⋯
, ” ; ,

〕

。

) (
: = O

,

l
,

2 )

厂。‘G 〕

(
s = 1

,

2 )

(二 ) 左奇异向量的近似确定方法

矩阵月的左奇异向量 。‘(l ( i簇。)的确定也可基于式(2
.

1 )
、

(2
.

2 )和(2
.

5 )等按与上述类

似的摄动分析方法进行
.

但 因已得 jJJ 了月的全邵奇异值“
‘的估计

,

故可直接利用月 的奇异值

分解式来估计“‘.

由式(2
.

4 6 )中万
,

的估计结果
一

可知非零奇异值 。‘(> 帅的个数P(《的
,

即有

al 身几) ⋯ > a ,
> 口 , 十 1 =

· ·

一
a 。 = O

将A 的奇异值分解式写成如
一

『分块形式

“ 一“S 厂
,
一〔U , ,

U 。 一〕
[
万 , 。

」}
F

v Z , ”
’

T

”

」
一U , 万

,
厂 ;

~ p

(2
.

4 7 )
0 0

由此得

其中

U
,
~ A V

,
万二

’

U
,
二〔u l , u 。 ,

⋯
, u一 ]

,

犷 , = [ v l ,

刃
,
二d ia g (a

, ,
a : ,

⋯
,
。,
)

(2
.

4 8 )
v ,
]

于是
一

可由式(2
.

4 8 )得到U
,

的估计
.

至于U
, 。 一 ,

~ 〔“
, + 1 ,

⋯
,

% 」
,

它应 由张成月 r 的零空间的任

意 (。 一 P )个止交正规化向量街构成
,

即

A
T
晰 = O

.

: 二 _
:

_ f
“ ‘“ , 一 L, ‘J一飞

o (‘子 j) (户+ 1簇 i j簇。)

l (i = j)

(2
,

4 9 )

因 r a n k(A )一P
,

所以 由此方程组必可水 得 (。 一 P) 个线性无关的解向量
,

然后对其进行正

交正规化处理即可
.

如果矩阵A 的阶数很高
,

则通过求解齐次线性 方程组(2
.

4 9 )来确定U 。 一 , 需花费较大的运

算量
.

因此
,

也
一

可仍然采用前述的摄动分析方法来渐近地估计U 。 一 , .

设P> l首先 与式 (2
.

7 )和

(2
.

8 )类似地令
。‘= 忍

。‘+ : u l‘+ : 沁: ‘+ ⋯ (l+ l簇i簇。 ) (2
.

5 0 )

其中
“。。二 E

u 。, 。, ‘二 U
。‘ ,

q ‘

(2
.

5 1)
J 一 落+ 1

U
。‘ ,

= 〔u
。 , : + l ,

⋯
, u o . 〕

,

g ‘= {口‘
十 1 ,

⋯
,

q 二‘} ,

然后按与前面第 (一 )
·

3节中类似的过程
,

基于式 (2
.

1)
、

(2
.

2 )和 (2
.

5 )可得出确定式 (2
.

5 0 )中

的“: ‘和姚‘的估计算法
:

(U 百
‘ ,

B ,U 。‘

一兄: ‘I一
;
)叮

‘
= {o }

(l+ 1《泣( 沉 )
Q不q

‘= l
(2

.

5 2 )

U
* ‘ ,

一 U
。‘ ,

不
. ‘ , ‘ ,

十 U
。J

,

班
, J

, ‘ ,

(
: ~ 1

,

z )

万不
,

一
。

“

班
: ‘ .4, = 一式奋.U 扮 ,B

:

U0
‘

心

(2
.

5 3 )

(2
.

5 4 )
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{
牙

Zd , ‘ ,

一;
一

QU :
‘ ,

U : 4 ,

一咨
Q附 : ;

,

一不
! ,

, ‘,

牙
: ;

, d ,

= 刃了奋
,

(平
I J

, ‘ ,

刀 : ‘,

一 U 百;
,

(B
: U

。、
,

班
, ;

, ‘,

+ B ZU
。d ,

Q))

(2
.

5 5 )

其 中

效
。泣

,

= d ia g (又
。, ,

⋯
,

久
。:
)

,

U
。J

,

= 〔。
。: ,

⋯
,。 。:

〕

刀 , ‘ ,

二d ia g (几
, , ‘+ : ,

⋯
,

还: 。
)

U
s ‘ ,

~ 〔u
, , : 十 : ,

⋯
, u 。。」 (

s ~ l
,

2 )

{
研

. ‘, ‘,

= 〔田
a ‘ , , ‘、一 ,

⋯
,

阴 , ‘ , . 〕

(
s = 1

,

2 )
牙

, J
, ‘ ,

= 〔切
: J

· , ‘十 1 ,

⋯
,

田 , J
, 。〕

叨 a‘= {{w
a : 。 ,

⋯
,

功川卜
,

{切
. , ‘十 , , ‘ ,

⋯
,

。a

二 } }全

~ {。百;
, ‘, 川百

‘ , ‘}r (
; == 1

,

2 )

Q二〔a‘
十 1 ,

⋯
,

a o j

式(2
.

5 2 )是关于(m 一 l) 阶实对称方阵U 百
‘ ,

B , U
。‘ ,

的标准特征值问题
,

但因几, , ‘+ , 一之, ,

已通过

求解式 (2
.

4 1) 得到
,

且 兄:
, , 十 1 -

·

一
几, 。 ~ o

,

所以式 (2
.

52 )已成为一些齐次线性方程组
,

解

之即得 q ‘
,

由此可确定U
l‘ ,

和 U : ‘ , ,

进而得

U ‘ ,

“U 。‘ ,

Q + e U : d ,

+ 。么U
: ‘·

(2
.

5 6 )

其中

U ‘,

= 〔u l十 l , u ‘+ : ,

⋯
, u。〕

取出U ‘ ,

的最后(m 一P) 列
,

即为U 。 一 , 的估计
.

但若 P< l
,

则式 (2
.

5 6 )仅给出了U
。 一 ,

的后 (m 一 l)

列
,

至于其前 (I一 P)列
,

也易予按与第(一 )
·

l或和第 (一 )
·

2 节类似的过程估计之
,

此处不

再赘述
.

三
、

结 束 语

本文提出了一般实矩阵奇异值分解问题重分析的摄动法
,

导出了奇异值和左
、

右奇异向

量的直到二 阶摄动量的渐近估计算式
.

为便于进行具体的推导
,

文中对矩阵A 的基本性质 做

了某些假定
,

比如设A 的行数。不少于列数
n 以及A 只有一组多重 非零奇异值

.

但所给出的摄

动分析方法是一般性的
,

可 以毫无困难地应用于川<
n 或具有多个多重非零奇异值的矩 阵

.

当A 为。阶实对称半正定或正定方阵时
,

其奇异值分解即为其谱分解
,

即有

A 。‘~ J ‘“‘
(l簇‘簇m ) (3

.

1)

A = U刃 。犷
,

犷~ U (3
.

2 )

因此
,

这类矩阵奇异值分解问题重分析的摄动计算量可大大减少
.

另 外
,

若 A为一般m 阶实

对称方阵
,

其某些特征值将是负数
,

且其奇异值a ‘等 于其特征值“
‘

的绝 才值
,

即 a ‘= 1拼
‘

! (l

《百( , )
; 其对应于同一奇异值。, 的左

、

右奇异向量
“‘ 和 。 ‘ 是相同的或仅是相位相反的

,

即

有

A u . ~ 拼‘“
‘

(l( f《m ) (3
.

3 )

A 二U 刃 . 厂
r ,

犷 ~ U D
.

(3
.

4 )

其 中

D
.
== d ia g 伽

:
/ }户

: }
,

拼 :
/ I拼

: i
,

⋯
,

拼一/ }拼
, }

,

l
,

⋯
,

l)此处假定 A 的非零奇异值的
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个数为P(簇m )
.

显然
,

这种情况下的摄动分析也
一

可直接对式(3
.

3 )进行
,

从而可节省很多 计

算量
.

本文讨论的一般实矩阵奇异值分解问题是各种实际应用问题中最常见的
.

但在某些特殊

的应用领域或理论研究中
,

有 时也可能遇到复矩阵的奇异值分解问题
.

因此
,

也有必要研究

一般复矩阵奇异值分解问题重分析的高效近似方法
.

对此
,

我们将指出
,

本文对一般实矩阵

所建立的摄动理论
一

可直接被推广或移植到一般复矩阵的情况
.

事实上
,

当A为一般。 x ”复矩

阵时
,

A A H 和A H A 分别为。阶和
, 阶半正定或正定 H e r m ite 矩阵

,

它们的特征值问题为

A A H u

一
a 考u ‘ (l簇‘《。 ) (3

.

5 )

城 H月。‘= a : 。‘ (l《‘《
n
) (3

.

6 )

或

A A H U = U 刃二
,

A 刀A 厂 = 犷茗二 (3
.

7 )

其特征值川均为非负实数
,

口‘(> 。)(1《i《m in (m
,

n) )即为A 的奇异值
;
特征向量

“‘和 。‘即

为A 的左
、

右奇异向量
,

它们一般均为复向量
.

矩阵 U 和厂分别为 m 阶和 n 阶酉矩阵
.

仍设 二

》 n ,

则矩阵A 的奇异值分解即为如下酉分解

万
,

A 二 U S 犷 口 S 一
〔 (3

.

8 )

其中

U H 一U
一 1 ,

犷 H = 犷
一 ‘

由于 H e r m ite 矩阵与实对称矩阵以及酉矩阵与正交矩阵均具有极其相似或平行的性质 (后

者为前者的特例 )
,

所以只要对本文给出的一般实矩阵奇异值分解问题重分析的摄动法的各

个估计算式进行适 当的形式上的改变
,

简言之
,

只需以 H e r m it e
转置符号

“

H
”

代换转置符

号
“

T
” ,

即可建立起一般复矩阵奇异值分解问题重分析的摄动理论
.
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