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摘 要

本文结合 目前流场显示的研究课题
,

对方块物体和山形物体的钝体绕流在起动阶段的运动情

况
,

进行相应的数值模拟
.

并用有限差分方法求解二维不可压缩流体运动 的 N 一 S 方 程的非定常

解
.

对差分格式中的显式
,

隐式和交替方向隐式几种格式进行了讨论
.

最后用显式和交替方向隐

式方法 计算了山形物体和方块物体在起动阶段的运动情况
.

关铂询 钝体绕流 交替方向隐式格式 非定常解

一
、

弓! 言

钝体绕流在物体后面产生漩涡运动的研究仍很 困难
,

因为流场 比较复杂
,

难于用分析的

方法求解
,

也不容易进行定量的实验研究
.

最近由于高速 电子计算机的出现和流场显示技术

的发展
,

研究漩涡运动的工作又逐渐增多起来
.

术文结
一

合目前流场显示的研究课题
,

配合水

洞实验
,

在水槽中模拟方块物体和 山形物体 的饨体绕流
,

对起动阶段时的运动情况进行相应

的数值模拟
.

早期研究二维低速流动 问题
,

多数采用流函 数及涡量为变量
,

结果需要求解一个抛物型涡

量方程(2
.

5 )以及一个椭圆型的流函数 方程(2
.

7 )
.

这 是最简单的N av ie r 一

S to k es 方程
,

到 目

前解法已比较成熟
,

但也暴露 了一些根本性的困难
.

不少作者选用 几个模型课题进行研究
,

如方块空腔问题
〔‘’〔“’〔“’,

二维水槽中钝体绕流问题
〔‘’,

存在的主要问题是对流项用中心差分

时出现振荡现象
,

而用迎风格式则有格式粘性影 响
.

还有 R ey n ol ds 数受一定限制
,

一 般以

网格步长为长度的网格R e y n ol ds 数只能是一 般量级
,

即R e. 人一O(1)
.

水槽中台阶绕流的研究工作 已有 G r
ee ns p a n 〔5 ’和 F r io d o a n 〔。’用差分方法求解流函数

、

涡量方程
,

并 且对流项用迎风格式计算
,

R 。簇 1 0 0 0
.

还有H u g h e s〔7 ’等人用有限元法给出不少

计算结果
,

并且说明用一 般方法的缺点及用迎风方法的优点
.

最突出的 是 R e y n o lds 数
一

可以

算到 10
7 .

但正如文献〔4j 所指出的那样
,

这种高 R 。 数是虚假的
,

由于人工粘性的影响
,

实

际只相当于很低的R ‘数
.

二
、

基 本 方 程

对于二维不可压缩流动问题
,

其基本方程包括一个连续方程和两个动量方程
.

设带
,
号



的为有量纲的物理量
,

u 一 u 关 / u
。
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则无量纲化后相应物理参数为
” = v 关 / u 。

,
% 一 x 补/ L

,

, =

(2
.

1 )
P = P 关 / p u 急

, t= t关u 。/ L
,

沪= 叻芳/ u
o
L

,

其中“。 ,

L分别为参数速度和参数长度
.

无量纲的基本方程为

口u / ax + 口” / 口夕= O

夕关 / L

。 = 。关L / “
。

.

霓
十 “

会
十

喘 一 翼
+

分
。

vzu

霏
+ U 一

北
十 ·

:二一需
一

+

橇vzv

(2
.

2 )

(2
.

3 a )

式中速度分量
。 , 。和压力p 为三个未知量

,

R 。= u0 L /v 为 R e yno lds 数
,

条件
,

流动就有单一 的无量纲参数R e yno lds 数所表征
,

物理参数p 和 v

(2
.

3 b )

这样对任何一组边界

是常数
.

将方程(2
.

3a) 对 , 求导
,

将方程(2
.

3 b) 对x 求导
,

可消去其中的压力
,

定义涡量为

。= 。v / 日x 一 au / a , (2
.

4 )

我们得到抛物型涡量方程

�e
lR

一一鲍为
口口
。 一

十 U

0 了
a犷 十 U
a。

V
“。 ( 2

.

sa )

利用连续方程
,

上式还可以 写成守恒形式

口。 a /
、

, 一

十
一

又 一几U口一
O r O X \

、 口 I
l十 一‘ 一

t 口口一
/ o y \

l

R e

a。 \
一

不一 . = V
口g /

( 2
.

sb )鱼面1
一

几

由

a沪/ a , ~ u ,

a势/ ax = 一 v
( 2

.

6 )

定义流函数叻
,

方程( 2
.

4 )可以改写成椭圆型Poi s s o n 方程

V
Z
价~ 一 。 ( 2

.

7 )

涡量方程( 2
.

5a ) 是由非定常项a。 /研
,

对流项ua 。/ 。二和叼。 /a , 以及粘性扩散项 铲。/ R
。

所组成
.

因为
“和 。

通过方程 ( 2
.

6 )和( 2
.

7 )是因变量。的函数
,

所以 方程对于对流项是非线性

的
.

方程对时间是抛物型的
,

这提出了初值问题
,

从某初始条件开始起步求解
.

流函数方程

是椭圆型的
,

这提出了边值问题
,

通常用迭代法求解
.

三
、

数 值 解 法

本节主要采用
,

矩形网格求解具有规则边界的不可压缩流动问题的基本计算方法
.

求解

涡量方程 ( 2
.

5a )和流函 数方程 ( 2
.

7 ) 的方法是不同的
,

所以应分开进行讨论
.

但 是
,

从一开

始就应注意到
,

在实际求解数值流体力学问题时
,

这两个藕合 问题是有反馈的
.

首先引进几个常用的差分算符

D 扭‘一 (街
十 , 一 。‘

) / △戈 前向差分

D 碑
‘~ ( “‘一价

一 ; )/ △x 后向差分

D 呈u ‘= ( u ‘
+ : 一 u ‘一 ;

) / 2△x 中心差分

D 孟“‘= ( “‘
* : 一 Zu ‘+ u ‘一 , ) / △二

,

二阶中心差分

F 璧
, ,
表示在% = ‘△x

,

夕~ j△夕及 t= n △t的参量F 的值
.
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对于求解涡量方程可以用显式方法
、

隐式方法和交替方向隐式方法
:

1
.

时间前向差分的显式格式

对时间用前向差分
,

空间用中心差分的显示格式为

D 寸。了
, , ~ 一D 昙(

u 。 )李
, , 一 D ; (

。。 )晋
, , + (D 孟+ D 丢)。了

, , / R 。
(3

.

1 )

显式格式计算较简单
,

但时间步长△t必须满足下列稳定性条件

△t《 〔2(1/ △x Z + l/ △, 2

)/ R
。 + lu }/ △, + ,。 I/夕]

一 ‘

(3
.

2 )

所以
,

计算速度较慢
.

2
.

时间后向差分的隐式格式

前面叙述的方法是显式的
,

因为
,

为 了将计算推进到 (
n 十 l) 时间层

,

只 需 知道 时间层

(幻
,

(
n 一 1 )

,

⋯上的值
.

现在我们讨论隐式方法
,

由于在空间导数中用了待定值
,

因而为了

推进计算
,

需要求解(
n + l )层上的联立方程

.

如果在方程(2
.

5 a )中完全用新 时间层(
n 十 l) 上的值来计算对流项和粘性扩散项

,

时间后

向差分 的隐式格式 为

D 矛。释 二一 D 二(。。 )荞梦一 D 汉
。。)熟梦十 (D 孟十 D 丢)。贯扮/ R

e
(3

.

3 )

隐式格式稳定性能好
,

但差分 方程组为五对角线的
,

加上还要 与流函数方程联立求解
,

计算不大方便
.

因此
,

尽管用隐式格式允许大的时间步长
,

但是一般需要多次迭代才能解出

该步
,

所以
,

并不 比多次使用显式格式有利
,

因此隐式格式较少采用
.

3
.

交替方向隐式格式

交替方向隐式格式也称A D I格式
,

是目前在粘性 流问题中用得最普遍的方法
.

交替方向隐式格式分 两步来完成
,

第一 步在x 方向上用隐式
,

第二 步再在 夕方 向上用隐

式
,

其格式如下

试吉户
一 叫

, ,

△t/ 2
二 一男 (

“。 )特十 一男 (
。。 ):

, ,

+

宾
(D ‘。特士 + D ‘。“

, ,
’

二 一 D : (
“。 )么亨啥一 D ;(

。。 )犷扮

+

孟(刀 ; 。特‘十。。片 ,

(3
.

4 a )

。忿 一 。梦士户
△t/ 2

(3
.

4 b )

此格式与完全隐式相 比
,

优点是每一方程是三对角线的
,

所以
,

求解 比较方便
.

同时
,

此格式允许较大的时间步长
,

可以 加快整个计算速度
,

而 且允许有二阶时间精度
.

对简单的

矩形区域将广泛地使用它们
.

此格式是无条件稳定的
.

现在我们来考虑求解流函数叻所满足的椭圆型 Poi sso 。 方程(2
.

7) 的方法
.

我们用松弛法

求解流函数方程
,

在迭代时规定一个扫描顺序
,

如取行列顺序
,

即先按行 号 ‘二 1
,

2
,

⋯
,

每

行 内按列号j二 1
,

2
, ·

⋯ 这样
,

在节点(i
,

i) 工作时其邻点(i一 l
,

j)和(i
,

j一 l) 都 已有了新值
,

因此
,

松弛法表示为

, : :
’一 , : , 十

号(h
2。丁

, , + ;诀势黔l,, + 价乳}l-
; 十 p乳: , , 十势界, 十 , 一 4沪甲

, ,
) (3

.

5 )

为了收敛
,

要求 1簇叱簇 2
.

F ra n k e l和 Y O “ n g 都确定了最优值 。 : ,

他们的最优准则是以最
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难下降的误差的渐近减小为根据
.

最优值。 : 与网格
、

区域的形状和边界条件的类型有关
.

计

算中取。
1二 1

.

7 5 时收敛速度鼓快
.

关于参量取值的规定
,

用显式方法求解山形物体 日寸
,

流函数 沪和涡量。取在格点上
,

速

性 。
取在娜列格点之间

,

速 度
。 取在每行格点之间

,

对于 有些不在所规定 点 上 的 量
,

取法

如
‘

卜

u :
上去

,

了二(
u ,

上,
.

, + 于 + u ‘士, , , 一 + + u ;
,

了+ 于 + u ‘
,

, 一于 )/ 4 (3
.

6 )

”1
.

, 士于 二 (
” i + +

, 了土 , + ”i一于
,

j士, + v i + 于
.

, + ”‘一资
,

,
)/ 4 (3

.

7 )

口‘士于
,

j = (。
‘士

川 + 。‘,
, )/ 2 (3

.

8 )

。‘
.

j士于 = (。
‘, , * , + 。一 , )/ 2 (3

.

9 )

用交替方向隐式方 法求解方块物体 时
,

流函数砂
,

涡量。和速度
u , 。都在格点上取值

.

四
、

边 界 条 件

本文用交替方向隐式方法计算了方

块物体的钝体绕流在起动 阶段的运动情

况
,

物体形状如图 1 所示
.

同时
,

我们

用显式方法计算了山形物体的钝体绕流

在起动阶段的运动情况
,

物体形状如图

2所示
.

下面分别 给出求解方程所必须的边

界条件
:

1
.

入 日 截面刁E 处

(。 = 3 / 4
,

o簇 i簇 1 )

(t> l )

严1l
‘‘.曳

一一
‘

JU

” o , , = 0

t“(jh )

h

(4
.

1)

(4
.

2 )

(m = 3 / 4
,

o簇 t( l)

(t> l)

(4
.

3 )

其中了= O
,

1
,

2
,

⋯
,

N
.

2
.

出 l
一

1截面D F 处
u , , , ~ (功,

, , 十 : 一功,
, , 一 ,

)/ h

v ,
一 ; , , = 一 (叻,

, , 一功,
一 : , ,

)/ h

价,
, , = p ,

一‘ ,
, 一 2叻,

一 3 , , 十 2势,
一 l , ,

其中j二O
,

1
,

2
,

⋯
,

N
.

3
.

下壁面A B
,

和C
,

刀

¹ 图 1 中

“ . , o = 0

达 _ _ 二!
.尸.

.r,、.t

一一八

圈 2

( 4
.

4)

( 4
.

5 )

( 4
.

6 )

( 4
.

7 )
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”‘, o = 0

功‘
, 。一 0

o( f( 了
,
和 fZ《 f( M

,

f, 和 i : 分别为 B ,
和 C

,

上的点
.

¿ 图 2 中
“‘

,

奋 = 劝‘
, , / h

ui
,

一十 一 一气
,

于

”‘士+
.

0 ~ 0

功‘
, 。

~ 0

0成 i ( 11 租 i : 《f成M
.

4
.

物体表面

¹ 物体 表面B , B CC
,

“‘, , ~ 0

”‘
,

, = 0

功‘
, , = 0

il ( ‘( ‘: 和 。( 了( ja

º 物体表面B ‘G C ‘

u ‘
,

s一 + = o

”‘士+
,

了作 内点计算
,

由公式 ( 2
.

6 )求出

功. , , = 0

f ,《‘成‘
:
和 o ( j( ja

.

( 4
.

8 )

( 4
.

9 )

( 4
.

10 )

( 4
.

11 )

( 4
.

12 )

( 4
.

13 )

( 4
.

14 )

( 4
.

15 )

( 4
.

16 )

( 4
.

17 )

( 4
.

18 )

5
.

上壁面E F

¹ 图 1 中

“‘,
丫 ~ 0

口‘, 万
, 0

( 4
.

19 )

( 4
.

20 )

t仍 〔。 = 3/ 4
, 0《 t《 l)

( t> l)
( 4

.

21 )
f.,‘..‘

一一N咖

f= 0 ,

l
, 2 ,

⋯
,

M

º 图 2 中

中中其其其其其中中中

u i
.

!v + + = 一 u ‘
.

万 一奋

气士+
, N , o

( 4
.

22 )

( 4
.

23 )

t价 ( m = 3/ 4
, 0 ( t ( l)

( t> l )
( 4

.

24)
�

lee
t

一一万咖

其中 i = 0
,

l
,

2
,

⋯
,

材
.

所有的。都由公式 ( 2
.

4 )求出
.
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五
、

计算步骤及结果分析

用显式格式计算山形物体的步骤
:

先给定 才= o n佰几。场内 各 点 的 初 始 值
,

如取 势川 =

0
.

0 0 01
,

。 ‘, , = 。
,

结合边界条件
,

用松弛法求解流函数方程
,

即

畔丁= (沪黔几
, + 砂界}胜

, + 沪:
十

川 + 势,
, , + : + h

“。今
,

, )/ 4 (5
.

2)

沪粼
’一(1 一 。

,
)劝乍

, , 十 。 :沪界杏
‘

= 劝甲
, ,
(。

:
/ 4 )(h

Zo T
, , + 劝乳映

, + 劝乳只
: + 劝甲

十

川 + 势丁
, , 十 : 一 4劝令

, ,
) (5

.

2 )

求出新时间 t = t十△t时的流函数沪‘
, , 值

,

用公式(2
.

6) 求出
u ‘, ,

和
。‘, , .

再用显式格式的涡量

方 程
。二 一

(卜 撬 )
。 :

, ,

一器l
(姗 )介,

.

,

一 (
。。 , :

一 ,
.

, + (
。。):

.

, 十 , 一 (
。。 ):

.

, 一 ,

〕

, 借
一

卜z , , + 。晋小 , + 。了
, , 十 x + 。了

, , 一 z」 (5
.

3 )

其中h= △x ~ △g
,

求出在流场内各节点上的涡量值
,

最后求各类边界上的涡量值
.

如此重复

以 上步骤
,

反复迭代
,

直到所要求的时间或达到 了定常态的收敛准则
.

用交替方向隐式方法计算方块物体的步骤
:
先 给出 t ~ o时的初始值

,

计算 t二才十 △t/ 2时

边界上的涡量值
,

把方程(3
.

4a) 化为三对角方程
:

且‘, j。梦大秀
+ 刀‘

, j。璧志奋 + e ‘,
,。了六大= e . , ,

(5
.

4 )

其 中

志
,

一(
一

谎 心
‘ 十

ZR e△
B

‘, , = 1 +
2△t

ZR ‘△劣
“

、万、/

,翻

X

△t
.

刀十于 _ △t

4△x “‘, 了 一 豆灭硒分

一 :
, , 一

遗二
一

(
· :

, , 口:
, ,

一
,

, , 。 ,
, J 一 ,

口认

+

贰久矿
(。丁

, ,

一
2。 ,

, , + 。 ,
, , 一’

用追赶法求解方程(5
.

约得流场内点的涡量值
.

计算边界上的流函数值
,

再用松 弛

程(5
.

2 )得出流场内的流函数
,

用公式(2
.

6 )求出
。‘, , 和。‘, , ,

接下去计算 幸= 矛+ △才

的涡量值
,

把方程(3
.

4b )化为三对角线方程
:

姓A 。,
, 。梦,+,l-

, + B B ‘, , 。犷泞+ C C , , , 。犷,+,l+
; = G G 川

其中

法求解方

时边界上

(5
.

5 )

洲
‘,

,

一(恙
·

卿 △t \ 。 。

十 2左云吞沪少
,

“
‘,
‘=

2△t
I十 了只

乙双
召△g

兄

C C . , , , ” . + 1 一
‘,
了

△t
~

丽云西犷
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G “
, , = 。跳于 △t

4 △戈
心志+( 。公秀

一 。叭幻

+ 乏
孟沁

(毗t 一
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用追赶法求解(5
.

助得出新的涡量值
.

计算边界上 的流函数
,

用 松弛法求解(5
.

2) 得新的流函数
,

由公式(2
.

6 )求出“租
。 .

如此循环直到计算到 了所要求的时间或达到 了定常态的收敛准则
.

用显式格式计算山形物体 时
,

给定 t二o的初始条件
,

从 才= 0
.

00 2 开始计算
,

时间步长受

稳定限制
,

必须满足关系式 (3
.

2 )
,

所以 显式格式的时间 步长比交替方向隐式格式的时间步

长要小
,

计算速度要慢
.

但对形状不规 则的区域
,

交替方向隐式格式程序较复杂
,

因此显式

格式更引人注意
.

在用交替方向隐式方法计算方块物体 绕流时
,

取了几种 不 同 的 R 。 数
,

当 R e = 10 0 和

R e
, 50 0时

,

收敛速度较快
,

计算结果较好
.

图 3 和图 4 给出了R 。数为 5 00 时的方块物体绕

流的流线图
,

开始产生主涡
,

随着时间的增加出现三个泼涡现象
,

即一个主涡 和 两 个 二次

涡
.

同时
,

我们对R e = 5 0 0 0 时进行了计算
,

发现收敛速度较慢
.

图 3

刀‘= 5 0 0

t二 2
.

0

群
‘。

匕
(、L一

共 习薯鲜
尸门n�

图 4

用显式格式计算 山形物体绕流时
,

取 R e 为50 0进行了计算
,

图s至图 8给出了山形物体绕

流的流线图
.

当t = 0
.

5时
,

山体右边出现一个气穴
; 随着时间的不断增加

,

逐渐形成分离流

回流区 ; 在 回流区中出现主涡
,

主涡由小变大
,

并且往下游移动
; 同时山体右边出现与主涡

方向相反的二次涡
,

二次涡随着时间的增加逐渐向底部移动
; 而且在山体左边也出现了一个

较小的二次涡
,

这种出现三个旋涡的现象和方块物体 绕流的情况相似
.
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