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摘 要

本文在文〔l] 的基础上
,

用多重尺度法进一步研究了在非定常修正剖面作用下平面Poi s eui lle

流动的线性稳定性性质
,

发现文【11 所给出的修正剖面在扰动发展的初期
.

在一定条件下会促进扰

动的发展
.

从而增大流动失稳的可能性
.

关. 询 流体流动 稳定性 非定常 平面Poi seu il le 流 多重尺度法

一 弓! 言
、 砂 . 卜~ 闷

作者在文〔约中提出了一种经过修正的层 流流动的流动稳定性理论
,

并 给出了 平 行剪切

流中平均速度的一类修正剖面
.

利用这种理论并引进这类剖面
,

作者对平行剪切流
,

尤其是

平面 c 。“e tt 。 流和圆管 P饭s e‘ll e 流的稳定性特性作 了一些探索性研究
,

得 到 了一些 有

趣的结果 “’
, ‘“, .

作者所给出的修正剖面是随时间而衰减的
,

并能 与基本层 流流动同时存在于流场之中
.

分析这种复合流动的稳定性性质时
,

可以得到系数中包含时间因 子
。x p〔刀tj 的偏微分方程

,

这里勺 是小于零的实数
.

这种微分方程的求解带来了数学上的困难
,

因此在以前的研究中
,

往往先 略去时间因子
,

在分析结果时
,

再考虑略去时间因子所包含的物理意义
.

在平面 C ou et te 流和圆管 Poi se‘ 11e 流中
,

只有引入了这种修正剖面之后
,

才 可 能

在线性稳定性分析中得到临界雷诺数
,

从而可以较为方便 地进一步进行非线性稳定性分析
.

因此这种修正剖面对流动稳定性的影响是需要仔细研究清楚的
.

本文采用多重尺度方法
,

分

析了在包含时间因子
e x p 〔珍门的修正 剖面作用下

,

平面Poi se ‘ 11e 流动的线性稳定性性质
.

二
、

基本方程与解法

本文研究的基本层 流流动是平面 Poi se ui n e 流动
,

其速度剖面是

.
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.

国家自然科学基金和上海工业大学科学基金资助
.



51 ) 周 哲 玮

反二 l一 夕
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受到背 景干扰后
,

迭加了一修正剖面
,

流动成为

u 二 云+ J u ‘
(夕)

e x p 〔一州〕 (2
.

2 )

其中拼为大于零的实数
,

J 为修正剖面的最大幅值
, “‘

(y )的形状见文〔1〕
.

引进流函数砂
,

满足

u 一口沪/ a ,
, 口二 一 口护/ ax (2

.

3 )

其中“为流向速度
, u为横向速度

.

设 叻一 护+ :
训 (2

.

4 )

其中俩为层流流动的流函数
,

训为扰功流函数
.

由文〔l」可知
,

研究扰动发展的线性化基木方程为
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2 )式 可知
,

偏微分方程(2
.

5 )的系数中不显含二
,

因此可设

叻
‘
二必(g

,

t)
e x p 〔‘a 二 〕+ C

.

C
.

(2
.
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其中a 为实数
,

C
.

C
.

为复共辘项
.

关于功的方程为

日
。 , . 。 , . ,

1
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Z
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,
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,

(土1
,

t)= 0 (2
.
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”

为夕的导数
.

由文〔1] 知拼在雷诺数较大时是一小量
,

因此可令
。 = 产 (2

.

2 0 )

可知现在方程中带有包含时间尺度对的系数
.

我们用推广的两变量展开法来求解这个问

题
.

为 了确定出一个一致有效的展开式
,

我们设

占~ 。t
,

。二 (i 一 。2
(省)

e Z
+ 。。

(睿)
。3 + ⋯ )t (2
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其中。
‘在分析过程中定出

,

因此

a / at = 。a/ a占+ (1 + 。 ; :
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假定诱具有形为
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的一致有效展开式
.

方程中除出现
。
这个小量外

,

还有一个小量 J
,

J 是修正剖面的最大幅值
,

它的变化是

与 己 无关的
,

但量级相差不多
.

为了更便于分析 J 独立变化所带来的影响
,

我们将J 写成

J 二占。 (2
.

1 4 )

将(2
.

1 1) 、(2
.

1 4 )代入方程(2
.

5)
,

并令 : 的同次幂的系数相等
,

我们得到

日
。刀

一

v
‘

势
0 十 L 势

。
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其中
,

为对占求 导
.
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方程(2
.

15 )的解为

功
。
= A

。

(舀)丫
。
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e x p [ 一 ia c 刀〕+ C

.
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.

(2
.

2 0 )

v0 (妇 和
。~ c , + 幼

‘

是用数值方法得到的特征函数和特征值
,

C
.

C
.

为复共扼项
.

月。
(占) 和

叨将在下面逐级解出
.

我们可以 看到 仕
.

2 0) 是振幅和频率按慢变尺度占变化 的 T ol lm ie n -

S e hli e h t in g 波
.

我们注意到关于
。 不同幂次的一系列方程左边的算子都是相 同的

,

因此各阶非齐次方程

的右端项必须 与此正交才能求解
,

即可解性条件
.

佑是夕
。

的伴随函数
.

由(2
.

1 6 )式右端
,

利用可解性条件
,

我们可得到方程

(d A
。

/ d 雪)D
。
= 一 d e x p [ 一省〕A

o

M
。

(2
.

2 1 )

其中
D

。
一

{{
1 、

2 : 。
·

: 。d , ,

M
。
一

{{
,
M : 。

·

: ”d ,

(2
.

2 2 )

在实际求解时
,

我们不是先求出伴随函数此再按(2
.

2 2 )式得到 D
。 ,

M
。 ,

而是按实际解

方程所需的可解性条件
,

用消元法来求得D
。 ,

M
。

和 以后各阶方程中的这类常数的
.

经验证

明
,

这 种方法数值误差更小
.

由(2
.

2 1 )可解得

A
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进而求解(2
.

16 )式
,

可以得到

功
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,

(2
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2 5 )代入(2
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,

利用可解性条件
,

有
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可知
,

要满足可解性条件
,

必须有
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其中风
,
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.
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继续照此做
一

卜去
,

可得到各阶特征函数 协j( 夕)
.

由于左端算子相 同
, e x p〔一 ia切〕是相

同的
,

但反映振幅和频率按时间尺度雪变化的函数A
‘

(约租。 :(约有以下形式
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卜
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价
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/功
, 一 :

< + OO
,

所得到的展开式是一致有效的
.
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37 )、(2
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,

如有不稳定情况发生
,

必是E 。
(省)的增长率最大

.

令 E 。
(省)=

a o e x P〔f(t)〕 (2
.

4 1)

当了
,
(t )> o

,

E
。

是随时间增长的 ; 当f
,

(t) < O
,

E 。是随时间衰减的
.

f
产

(t )= 一 ds
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令f, (t) = o
,

有
e x p〔一 ‘t〕= a c ‘/ J S

,

(2
.

4 4 )

当方程右边大于零且小于等于 l时有解

t。~ 一(l/ 。)I
n
(a c ‘/ 占S

,
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因此扰动随时间的发展可能有下列几种情况
:

i) 自> 0 ,

无论J S
f

为何值
,

扰动最后一定会增长起来
;

ii )
c ‘< O

,

并且 当J S
,

< O
,

则当t< t。时扰动是增长的
;

111 )
c ‘< O

,

J S
,

> O
,

则扰动会衰减下去
;

iv ) c ‘= 0 ,

扰动的性质由J S
,

的符号决定
.

由以上分析
,

修正剖面的存在可能在一段时期内改变流动的稳定性性质
,

所谓中性情况

仅对某一 时刻而言是存在的
,

随着时间的发展
,

性质将发生变化
,
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三
、

数 值 结 果

根据上节的分析
,

我们只要计算出a c ‘
和 S

, ,

就可以知道流动在一段时 间内的稳定性性

质
,

并可以分析由于J的变化带来的影响
.

在文〔1〕中
,

我们为避免数学上的困难而略去了时间因子 e x p〔一川〕
,

而在解释稳定性分

析的结果时
,

作了两种物理假定
: 其一认为扰动的增长率超过修正剖面的衰减率时

,

流动失

稳
,

此时的修正剖面的幅值认为达到闭值J , ; 其二是认为背景干扰一直存在
,

因此可以不考

虑修正剖面衰减的影响
,

只要扰动的增长率大于零
,

就认为修正剖面的幅值达到阐值J : ,

从

本文的观点来看
,

这是t = O时的情况
.

下面计算两个算例
,

并与文〔1〕的结果进行 比较
.

例 l a = 1
.

5
,

R = 2 9 0 0
,

斌拼R = 1 0
.

9 0 4 1

由文〔l] 的方法计算
,

可知当J > 0时
,

有

J z = 0
.

0 2 6 3
,

J
Z
二 0

.

0 1 1 5

而 当J < o时
,

有

J 一= 一 0
.

0 3 3 3 ,

J Z ~ 一 0
.

0 2 4 4

由本文的方法计算
,

可得

。= “二 0
.

0 4 1 0
, a c ‘= 一 0

.

0 3 9 8 ,
S

,

= 一 3
.

4 2 2

因此
,

由第二节的分析可知
,

只要J > o
,

流动有可能失稳
.

我们首先计算当 t= o时
,

扰

动为中性所需要的修正剖面幅值J 苦 .

a e ‘一 J 关S
,

二 o
,

J 朴 = a c ‘/ S
,

二 0
.

0 1 1 6

这个结果和文 [ 1〕方法当J > 0时的J
: 的值极其相近

.

再来计算J ,的值所相应的 t ~ O时的增长率

a c ‘一了, S
r

= 0
.

0 5 0 2

以及其相应的增长维持时间

r。, = 工
一

In l
,

0
.

0 2 6 3 X 3
‘

4 2 2
二二 二 二 二万 In

—
二, 二二 二

一

一U
_

U 4 1U U
.

U3 3 8
= 1 9 ; 9

设L ~ Zc m
, , 二 14

.

8 X 1 0
一 Z c m

Z

/s
,

此时有量纲的实际时间为

T = (L
Z

/ R v
)t

。: = 0
.

1 9秒

例 Z a 二 1
.

2
,

R = 2 9 0 0 ,

动协万一 1 4
.

0 6 6 2

由文口 〕的方法计算
,

可知当J > O时
,

有

J 一= 0
.

0 3 5 5
,

省
:
二 0

.

0 17 5

而当J < O时
,

有

d 一= 一 0
.

0 6 5 2
,

d : = 一 0
.

0 0 4 7 9

由本文的方法计算
,

可得
e = 拼= 0

.

0 6 5 2
,

ac
‘= 一 0

.

0 1 0 7
,

S
,

二 2
.

5 1 7

由第二节的分析可知
,

只要J < o
,

流动有可能失稳
.

同样首先计算当t = o时
,

扰动为中

性所需要的修正剖面幅值J 气

a c

一 J朴S
,

= o
,

J 铃 = 一 0
.

0 0 4 5

这个数值也与文〔l] 方法所得当J < 0时的J :相 当接近
.

再来计算J :值所相应的t二o时的增长率
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及其相应的增长维持时间
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从例 1 和例 2 可以看到
,

用多重尺度法分析的结果 与文仁1〕数值计算的结果是完全相符

的
,

而且 由于不再省略时间因子 e x p [ 一川〕
,

可以更清楚 地分析在一段时间过程 中
,

修正剖

面和扰动的相互作用
.

需要指出的是
,

用义[ 1〕的方法
,

无论J > 0还是百< o
,

只要大到一定程度扰动都有可能

增长
.

而按本文的分析
,

J只在某一符号下才会引起失稳
,

但是本文分析所给出的石
若 总是和

文〔1〕方法中较小的百
;值相符合的

.

有可能百在另一种符号下所引起的失稳
,

由于修 正程度较

强
,

更主要 地通过对特 征函数 , ‘,
(夕)的改变来起作用

,

而从(2
.

2 8 )
、

(2
.

2 9 )式中可看出
,

本

文的分析中特征函数的改变只在扩项 中起作用
.

这是可以继续研究的问题
.

四
、

结 论

本文成功地把多重尺度法应用于求解带有时间因子
e x p仁一 川〕的偏微分方程

、

得到了扰

动函数的一致有效展开式
.

木文分析了非定常修正剖面作用下平面 Poi s e‘ 11e 流 动的线性

稳定性性质
.

分析和计算的结果证明了文〔l〕的假定是合理的
,

并进一步揭 示了 在一段 时间

过程中修正剖面和扰动之间的相互作用
,

即修正剖面的存在能在初始一段时间内
,

使本来会

是衰减的扰动具有佼强的增 长率
,

这种作用随着百的增大而维持得更长久
.

作者在入文写作过程中
,

与孙其仁讲师进行 了有益的讨论
、

特此致谢
.
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