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摘 要

作为Pl
a s tica 理论〔‘’〕 的应用

,

本文分析了理想弹塑性矩形截面梁在自由端承受倾斜集中力作

用时塑性区扩展阶段的大挠度变形
.

着重讨论了集中力的倾角对弯曲形状
、

载 荷一挠度关系及塑

性区长度的影响
.

结果用解析解和数值解同时给出
.

关锐词 大挠度 倾斜集中力 弹塑性悬臂梁 E la s ti ca Pl as ti ca

一 引 省
、

、户 . . 一刁

自从 E ul er 提出E las t ic a 理论后
,

对柔性杆的大挠度问题的研究经 久不衰
.

在 19 6 0年以前
,

对E las t iC a 的研究基木上限于线性弹性材料的杆件
,

只包含几何非线性
.

F r is c h
一

F a y的专著(见〔l〕)对此作了概括性的综述
.

近年来C
.

Y
.

W
a n g 等人(口、 6 ]) 用摄

动法和数值积分法求解 E las t ica 方程
,

分析 了某些具体 问题
.

60 年代后期
,

E la st ic a 问题的研究推广到了非线性弹性材料情形
.

即包含了几何非线性

和物理非线性
.

O de
n 和 Chi ld s(见〔7 〕) 分析了以 双曲正切规律给出 的 弯 矩一曲率关系的

E u le r压杆 的E la s t ie a 问题
, Pa r a th a p 和 V a r a d a n (见〔8〕)研究了具有 R a m be r g

一

O s g o o d本

构关系 的情形 ; L 。 和 G 二
Pt a( 见 [引研究的非线性弹性情形是

: 当应力超过 线 性 弹 性极限

后
,

应力一应变关系具有对数函数的形式
.

近年来
,

弹塑性杆件的大挠度问题也引起 了人们的注意
.

Moll as a( 见 [ 1 0 〕
、

〔1 1〕)
,

Y 。

(余 同希 )和Jo hns
O
n( 见〔12 〕)分别研究了理想弹塑性E ul ”r 压杆 的后屈曲现象

,

并 对 塑性加

载阶段进行 了分析
.

Y u 和 Jo hns
O
n( 见〔1 2 〕)导出了塑性加载区 的一个解析积分并 与弹性区

的数值积分解联合给出全杆的解 ; 他们把这一类问题命名为Pl
a st ic a

,

相应 的方程称为Pl
a s-

t ic a 方程
.

伍小强和余同希对水平悬臂梁受竖直集中力作用的全过程进行 了研究(见〔1 3 〕)
,

用解析形式给出了全梁在 塑性 区扩展阶段 的解
,

用数值方法得到 了塑性 区卸载阶段全梁的弯

曲情况
。

以 上两篇文献〔12
,
1 3〕分别研究了集中力平行和垂直于杆轴的情形

.

本文研究集中力同

.

叶开抚推荐
.
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杆轴有一定倾角时的塑性区扩展过程 (图 1)
.

着重 讨沱
一

州司倾角对变形的影响
.

二
、

基本假定和理论结果

假定
:

l) 集 中力从 。开始准静态地逐渐 ]]ll 大
,

同时保持其空间方向不变
.

2 ) 梁为矩形截面的等截面直梁
,

一

长
,

宽
,

高分别为 L
,

b
,

h
,

其中梁长比梁的截面尺

寸大得多
.

忽略截面上剪力和轴向力对弯曲变形和屈服的影响
.

3 ) 材料为理想弹塑性材料
,

弯矩一曲率关系如图 2所示
.

当载荷 较小时
,

全梁处于弹性状态
.

在这一阶段
,

变形服从 El as tic a 规律 (见仁1〕)
,

其

方程组为
:

卜沪上

_ 一
一

一

叼立

图 1a 坐标轴的取法和a 角的定义 图 lb 瓜, 梁在自由端受倾斜集

中力作用的大挠度奇曲

d 8 M
d s关 一 E l 一

F
_ , 。 , , 、

.
; Lc o s a

·

又O ’一 g ‘ )十 s ln a
·

L l一刀 , 一 x , )」 1
乙 丈

丁 (2
.

1 )

d 戈苦 / d s莽 = e o s s
,

d y 井 / d s 关 = sin s

其中
,

e为梁 的局部转角
,

户为弧长(0 ( 尹( L )
, x 气 尹 坐

标取法见图 l( a)
,

J 苦和d勺于别是 自由端 的水 平 和 竖 直 位

移
.

M为弯矩
,

F 为集 中力
,

E l为弯曲刚度
,

a 为集中力同

尹轴夹角
.

M
。

~ Y bh
Z

/ 6是矩形截面梁的最大弹 性 弯 矩
,

而

y为材料的屈服应力
.

方程(2
.

1) 写成无量纲形式为
:

}
八 二好

’

/lI
·

d o/ d一刀
阴一盯〔(‘一刁一

‘ )
’‘n a + (J一”)“

。’a 〕下
d 劣/ d s = e o ss

,
d 夕/ d s 二 sin s

0《
s ( l

///// 友二 d 夕/ d :

(2
.

2 ) 圈 2 奇矩一曲率关系

其中
,

无量纲参数为
: “= 户 / L

, x = x 关 / L
, y = , 圣 / L

,

J = J 补 / L
,
d = d 釜 / L

, m 二M /M
。 ,

f ~ F L /M
。 ,

刀二M
o

L / E l = ZYL / E h
.

这里刀是一个反映梁的几何及材料性质的参数
,

它等

于截面承受弹性极限弯矩时截面的无量纲曲率d o/ ds
,

因而可以 表征梁的柔度
.

方程(2
.

2 )的解可以 用第一类和第二类完全和非完全的椭圆函数表示 (参看〔1〕)
,

也可以

用数值方法给出
.

后面的计算结果表明在这一阶段f随占的增加而增加(见图 5 )
.

当外载增加到

某一值 了= f
。

使得固定端截面达 到最大弹性弯矩时
,

塑性区开始形成
,

变形进入塑性 区扩展

阶段
.

设 l,
为塑性加载区的无量纲长度

,

I
,

~ L
,

/ L
,

其中L ,
为塑性区 长度

.

假定在这一阶

段
,

塑性区内截面的弯矩是单调增加的
,

即i, 》o ,

叻 !
:

召
p李。

.

这一假定 的正确性将 被后面

的计算结果验证
.
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塑性加载区的Pl
a st ie a 方程组为(参看 [ 1 3〕)

:

d o 刀 刀
一

育万一口下
一

而一材 万二玄了〔石石歹舀硕舀二画)不若;五硕l二正i二妥刃
‘l义 /

‘
15 二 e o ss

,

d 夕/ d s = sin o

其中。(
s ( l, .

仿照文献仁1 3〕的作法
,

可以解析地求解(2
.

3 )式
.

根据(2
.

3 )式可知

ds / d0 = V 万二之m /刀

对0求微商并再次利用(2
.

3 )式可得
:

d Z‘
’

一 1 d m l d o d m l d m

丽
“
=

一

万万万二万而
, 一

丽 ”一 刀
‘

习
:

万。 ’一石
至一刁云

(2
.

3 )

一舌
一

(一奈一
‘二奈)

一

苍
‘

一
‘·“+ S‘

一
“,

一

责
5 ‘·(夕+ “’

积分 上式并利用d o/ ds }
: 二 I, = 刀

,

自
:

司
, ~ 0 ,

得
:

d ‘

d 0
〔e o s

(口
, + a )一

e o s
(夕+ a )〕 (2

.

4 )
f

一

尸
十

2
1

刀
一一

积分 (2
.

4 )式并利用自
, 一 。

~ o得

f
二 _ . _ _ _ : _ , 。 . _ 、 二 : 。

「1
.

f
_ _ _ / 。

.

_ 、

1
石
=

一

产
一

L 器 , ““ 一
“‘”、“十 “ ’“一 “

L万十 下「
‘。 石、“’ 卞 “ 少] (2

.

5 )

利用 d x = c os o
·

d :
,

d , = sin o
·

ds
,

把 : = :
(0) 的表达式代入并对 0积分

,

同时利用 川
, 一 。

= 0 ,

川
, . 。

= o的边条件
,

得到
:

劣一

苍!
。一

赶

:
一‘n (2”+ “’-

(2
.

6 )
口口S n

门lesee一
、、了

a+月
沙

‘
、

SOC�工尸十
l

ee

刀r..ee�

十
lee
J

aSOC
n口

11一,曰

e o s
( 2 6 + a )

4

C O S a +
要O

S i n 。

乙

f
_ _ _ , 。

. 、

1 , ,

十 刀
2 c u “、“ , 十 “ )J、

王一 c o s o ,

( 2
.

7〕

因为f
,

刀
, a 都可以事先给定

,

所以 ( 2
.

5 )
、

( 2
.

6 )
、

( 2
.

7 )式中只有e
,

未知
,

这个量要用

m ~ 1处 的连接条件定出来
.

将
: 一 l

,

处的: ,

0代入 ( 2
.

5 )式可得
:

f
二 _ : _ _ _ : _ , 口 . _ 、 : . 刀

‘一 =
一

。 Z L 万 二1 1 “一 。 i u 、 U , 下 “ 产J --I-- . ,

尸
- !音

+

子一
(“

, + · , ] ( 2
.

8 )

而弹性区 l, 《 s ( l内的E la s t ic a 方程组给出
:

d叨 d
, 。 、 。 : 尸 _ _ _

_

, _ .
_

_ 。 、
. _ , _ _ , _ _ _ 。 、 , o f _ .

_ , 。
. _ _

、

j 二, ~
一

J _
LP m ) ~ P J L c U s“气一 s i ll o j十 万i u “L 一 ‘。 5 口 ) J = 一 P J ‘l u L I7 十 “ 少

“ 西 《J O

进一步
,

对 ( d o/ d : )
2
微商可得

:

d ( d o/ d
s
)

2 = 一刀f
s in ( 8 + a )

·

2 d 8

积分并利用d o/ ds }。一。
。 = 。得

d o/ d s = 斌 2刃
一

〔e o s
( 0 + a ) 一

c o s ( 口, + a )〕‘
, 2

其中夕
, 二自

: 一 : .

利用: ~ I
,

截面上转角0和曲率d o/ ds 的连续性条件得到 :

刀= 斌乏刀了〔
e o s

( 0
, + a ) 一 c o s

( o
a + a ) ] “ 2

因而

( 2
.

9 )
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e o s
(0

, + a )=
e o s
(0

, + a )一刀/ Zf

利用(2
.

10 )式
,

(2
.

9 )式可积分为
:

(2
.

1 0 )

, 一 : 一 {
’、: 一

{

一

{

0 0
d o

。 刚2盯 厄
e o s
(0 + a

卜
。0 5
(o

。 + 。)」
’‘2

d夕
0 2斌

一

刃 口
n Z

((0
,
于动厄歹二或五豆改口千石牙幻j玉死

令叻~ 0 + a ,
P= s in ((0

, + a )/ 2 )
, : in (沪/ 2 )~ P sin 功可得

:

(夕
。
+ a

i 一‘二 l
J 口+ a

即
2斌 吞f 〔s in

“

((口。 + a )/ 2卜
s in

Z

(吵/ 2 )〕
‘产 2

师
_

斌 那 (l一P
Z sin

Z

必)
‘1 2

一

f
、 / , f. d功

(l一P
Z sin

Z

功)
’‘ 2

〔K (P)一 F(P
,

m )了

哥猛户
I
J

一一

(2
.

1 1 )
�

厂」
1
�

刀
一斌

其中K ( P )
,
尸 ( P

,

脚)分别为第一类完全和非完全椭圆积分
.

而

P二 5 i n
O

B + a

2

一

码
一

;cos( 0r+
· , +

象
矛

一
‘一 ’

(岛{说专聪)一
、一丫 l一 e o s (口+ a )

l一 c o s
( 8

, + a ) + 刀/ Zf
在 ( 2

.

1 1 )式中令
; 二 l, 并与( 2

.

8 )式相加得
:

0
, .

f
刀 个 刀

‘ 仁5 in a 一 s in (夕
, + a ) + 夕

, e o s
(口

, + a )〕

十 万石又

一 “

(了

川人
一

于蕊氏
+ 。

介荟)
l

2 ;一 (“
, + a ) +

异
S ‘
一了

: 一

益箭赘架协
2 ,
)〕
一 ‘一。

( 2
.

1 2 )
这是一个关于0

, ,

夕
,

f和a 的超越方程 当刀
, 了和 a 给定时

,

可以得到 0
,

的多个根
,

但只

有一个根是真实的
.

从后面的计算结果中可以得到真实的 e , 的取 值范围
,

这可以 帮助确定

0 , .

求出凡后
,

全梁的挠曲形状
、

塑性区长度以 及外力都可以确定
.

三
、

数值计算方法

为了更为直观 地比较不同a对梁的大变形 的影响
,

需要通过合适的算法得出数值解
.

我

们的算法是
: 对弹性区的E la s t ic a 方程组进行差分迭代

,

结合塑性区的解析解
,

最终给出全

梁的整个变形过程
.

在迭代时
,

选 : 一l, 处为初始点
.

在这一点 。一 l 是已知 的
,

而 且观察

( 2
.

8 )式可以发现 : 如果用L
,

代替L对式中各量重新无量纲化
,

即令了二F
·

与 /M
。 ,

产= M 二

L ,
/ E l ,

则新 的无量纲参数子可以用声
,

凡和 a表示 出来
.

从物理上我们可以得 知
,

当0 , 和 a

确定后
,

每个刀值都对应唯一的一个声值
,

而这个尸值可以 通过设置循环来 找 到
.

因此只要

在程序中输入a和刀
,

并且给0 ,

赋值
,

就可以求得刀和了
,

使迭代得以实现
.

如果我们给 e , 赋

一组值
,

就可以得到不同状态下梁的弯曲形状
、

塑性区长度以及所需载荷的大小
,

从而描绘

出梁的变形过程
.
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四
、

计算结果和讨论

运用以上介绍的方法做了大量算例
.

根据计算结果绘制 了 7 张图
,

从这 些图中可以 得出

以下结
)

论
:

1
.

图 3描 绘了不同a 下梁在变形
l

士程巾的弯 曲形状
.

图 4 将具有相同 d的压杆 (a ~ o
“

)的

屈曲形状和悬臂梁(a = 9 。
。

)的挠曲形状迸行 了比较
,

从中可以看出压杆形状 比 悬 臂梁形状

更挠曲一些
.

2
.

图 5给出了不同a 的载荷 随挠度变化的曲线
.

a 越小
,

载荷 随挠度 的变化越显著 ; a

越大
,

曲线越平缓
.

对于小
a ,

在弹性阶段外力随着d的增长而迅速增大 (a ~ O例外 )
,

进入

塑性阶段后
,

外力很快由增长变为减小
.

对于大a ,

外力在弹性阶段和塑性阶段都 随d的增长

而缓慢 地增长
.

3
.

图 6给出了不同a
一

下的 l
,

、d 曲线
,

从中 可以看出塑性 区长度随 d 的增长而变化的情

形
.

a 越小
,

塑性区 发生时的j值越大
,

而塑性区长度扩展得越迅速
,

其最 大 塑 性 区长度也

越大
.

4
.

图 7和图 8反映了最大载荷和最大塑性区长度同a 角的关系
.

当 a 较小时
,

曲线非常

陡峭
,

而当a 较大时
,

曲线非常平缓
.

在非理想加载的压杆屈曲研究 中 应 对 这一点加以 注

意
.

压杆的非理想加载的情形之一相当于川良小的情形
,

这时
,

所需的载荷和 塑性区长
、

度对

a 的变化反应非常敏感
,

载荷 倾角的微小变化对结果将产生很大影响
.

因此在做 压 杆 实验

时
,

要控制a 使之尽量接近于。
,

这样才能保证整个实验的精确度
.

5
.

图 9 比较 了a相 同但柔度不同的悬臂梁变形 时的载荷一挠度关系
.

从图中可以 看出刀

越大
,

变形越容易
.

柔度大的悬臂梁
,

进入塑性 区加载阶段和卸载阶段 时的变形都很大
,

而

这 时所需的载荷反而较小
.

6
.

在假定 2中忽略了轴力对弯 曲变形的影响
.

如果考虑轴力
,

根据〔1 4〕得到
:

一
,

d o
乙 1

, 一

面
a s贾

M
。

= 寸骊l二之万7万刁两二丽两叮
(4

.

1)

其中N 是轴力
,

N
,

= y bh 是最大弹性轴力
.

无量纲化得
:

d 口 刀
半一

, 一 工

一
犷、 一 二

一

(4
.

2 )
d : 一斌 3(l一

n l

)一 Zm

其中”~ N / N
。 .

从上式可知轴力对梁的屈服和屈服后的曲率都有一定影响
,

它使得梁 在m ( 1
.

0 时就进

入单侧甚至双侧塑性屈服状态
,

在屈服后则起到增加曲率的作用
.

但是
,

考虑轴力效应之后

问题的解析解难以求得
.

今后
,

轴力的影响仍是E las t iCa 和 Pl as t ica 理论中 要 进一步研究

的课题
.
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