
应用数学和力学
.

第 1 2卷第 6 期 (1 9 引 年 6 月 )
A p p lie d M a th e rn a tie s a n d M e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

线弹性微孔材料广义变分原理的

构造函数理论
’

皮道华 金莉华

(华中理工大学
,

1 9 8 9年 12 月 18 日收到 )

摘 要

本文应用构造函数理论得到线弹性微孔材料的广义变分原理
,

得到构造函数与广义 变分原

理之间的对应关系
.

关从词 构造函数 微孔 变分原理

微孔弹性材料的非线性理论 由 N u n z ia t o 和C o w in ‘” 建立的
,

在文 献〔Z j中
,

C o w in和

N tt n z ia to 建立了微 孔材 料的线弹性理论
.

在本文中
,

我们建立了构 造 函数理论和 单值 化条

件
,

假如 脚
,

勿
,

丙 j ,

甲
,

少 , ,

爪
,

夕全部独立变化
,

我们从构造函数得到 广 义 变分原理的

泛函表达式
,

给出了构造函数与广义变分原理之间的对应关系
.

构造函数方法与通常基于能

量的广义变分原理的方法是不同的
‘3 ’〔‘’‘5 〕‘”’.

一
、

基本方程和构造函数

令犷为正则区域
,

aB 为其曲面
,

x ‘ (i ~ l
,

2
,

3) 为直角坐标变量
,

对微孔线弹性材料

静力学必须满足下列方程组

夕 1= a ‘川 + F ‘= o , 夕;
, 二 。‘, 一 (

“‘, , + 。 ,
, ‘
)/ 2 = o

9 3 = h‘
, ‘+ 夕 + l= 0

,

g 二= 少
‘一 甲

, ‘~ o

g 蚤, = C‘, , , 。护 , + D ‘, 。中
。 + B ‘,切一 口‘, 二 o

g 二二A ‘, 中 , + D
, , . ￡, , + b ‘甲一 h ‘= o

g :
= 如 + B ‘, 。‘, + b‘中‘+ g ~ O

(1
.

1)

、....t扩...尹

其基本变量为
“‘, 。‘,

,
a ‘, ,

甲
,

少‘,

h‘
,

g
,

其材料常 数 C ‘, , a ,

A . ,
,

B . , 和 D 勺
,

满足下列条

件
:

C‘, , ,

= C
护 。。, 二C , ‘, , ,

B ‘, = B , ‘,

A , , = A , . ,

D ‘, ,
二D , ‘,

(1
.

2 )

边界条件为
:

.

叶开沉推荐
.
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u ‘= 云‘

(1
.

3 )
中= 甲

戈〔S
。 ; P‘= 口‘, 炸, = 尹‘

戈〔S , ; h二 h‘ft ‘~ 万

令 L 二 L(
u ‘ , u 。, , , 。‘,

,
。‘, ,

。、, , 二 ,

甲
,

中‘ ,

甲
, ‘ ,

h‘
,

h‘
,
二

,

a )

满足下列方程
:

口L / 日
“。一 (aL / a

“‘, ,
)

, , = A {丁5 1+ A要盆
8 9 二

’ + A l
。g : + A {戈g 二

+ A {互
“

g 二
, + A }百夕二+ 月

, : 9 7

口乙/ a
e ‘, = 通盆犷

r

9 1+ A轰爵
’ “

g 二
“

+ A轰簇g
。+ A 轰迈

r

g 二+ A要g
r s g 二

8

+ A盆漂
f g 二+ A 氮不9

7

a L / a a
‘, 一 (aL / aa

‘, , 。
)

, 。 = A二犷
r

g l+ A轰霆
护 ,

g 二
’

+ A且盖g 。+ 遵魏
r g 二

+ A丢省
f ’ g 互

,

+ A导名
r

g 二+ A第夕
;

。L / a沪一 (a L / a甲
, ‘
)

, ‘= A轰
1 9 ; + A乏麦夕是

, + A
4 og 。+ A 二

‘g 遏

+ 月二咨g 丢
了+ A ;

。g 二+ A
。, 9 7

。L / a叻
‘二月互丁9 1+ A兰盆

’ 夕J
s

+ 月 ;
。 夕。+ A ; ; g 二+ A 要g

, g 二
8

+ 月互答g 二+ A 二
: g :

。L / a h‘一 (a L / 。h
‘, 。

)
,

一 A盏丁9 1+ A ;呈
a g 互

‘
+ A ;

3 9 3
+ A ;二g 二

+ A急百
’

g 畜
8

+ 月 ;百g J+ 左孟
7 9 7

a L / a夕= 刁 ; ,夕里+ A李才夕孟
, + A

? 3 9 。+ A 二
‘g 二+ A李曹夕;

,

+ A {
。g 二+ A

7 了夕 ?

则L称为构造函数
〔7 ’.

(1
.

4 )

(1
.

sa 、 g )

其中 月{下
,

A吞茎

为零)

A盆二

而且 矩阵 (A呈咨
, .

)
,

成行列式满足下式
:

r , ,

A
4 。 ,

A北为常数
,

其余系数A 满足条件
:
(而 「! A抓不全为零

,

A 43 不

一 A黑
,

A 蕊
’

= A斋
, = A豁

‘

(A 变否
,

)
,

(A盆事)
,

(月兰互
,

)
,

(A套忍)
,

(1
.

6 )

(月{遭)
,

(刁李
。

)
,

(A
: 7

) 构

(A魏
’ J

)

(以梦)

(琳老)

(A盆老
’

)

(A 套落)

(A李
。

)

(A织)

(A聋
7

) 牛 O

(A聋
7
)

%〔犷 (1
.

7 )

(A
: :

)

引理 若 L二L (夕
: ,

夕: ,

⋯
,

夕。

) 定义在函数空 间 {夕, ,

夕2 ,

一
,

夕,

} 上有
一

二阶连续偏 导数
,

而

且
aL / 日v

‘二甲‘(夕
: ,

夕: ,

⋯
,

夕。

) (1
.

8 )

则L在空间上单值的必要充分条件为
:

a尹‘/ ay , = a沪,
/ a夕

‘

由 (1
.

5 ) 式的(
a
)

,

(
e
)

,

(d )
,

(f)式可作分解式
:

(1
.

9 )
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。L /面
‘
~ 月朽F

,

十 A {护川
‘
+ 月 {

3 9 3
+ A托川 十 A }梦g 少

+ A {百夕二+ A : ? g ;

口无/ 。
。‘, , 二一 A {丁a

, ,

(1
.

1 0 a
,

b )

、eelL
,

‘直../

aL /。a
‘, 一 A轰f

护

夕I+ A互盆
, , 。, :

+ A么簇

+ A乡各
护

g 百+ A 轰琴g
了

口L / 口a
‘, ,。 = A轰孟

, 仍u r

“3
+ “鑫‘

r

““‘“吞‘”““
’

!
!

(1
.

lla
,

b )

a L / a甲 = A乏
: 夕互+ 月乏羞g 孟

了+ A
‘。
(g + l)+ A 二

‘夕二+ A乏聋口立
了

+ A乏
。夕二+ A

4 , 夕?

口乙/ 口甲
, ‘= 一 A 4 sh ‘

(1
.

1 2 a
,

b )

a L / 口h
‘
= A各rg l+ A ;互

, g 梦
8

+ A ;
。9 3
十 A各互动

,

+ A ;葺
沙g 二

’

+ A名石夕J+ A 二
: 9 7

a L / 口h
‘, 。 = 月尝r切

(1
.

1 3 a
,

b )

显然
,

满足分解式 (l
.

10 )~ (1
.

13 ) 式的方程组也满足方程组 (l
.

5) 式
,

即函数 L 也 是构

造函数
。

若L 为单值的构造函数
,

有如下的定理
.

定理 1 若L为单值的构造函 数
,

满足方程(1
.

5 )式和分解式 (1
.

1 0 )
、

(1
.

1 1)
、

(1
.

1 2 )
、

(1
.

1 5 )
,

贝,J分解式 (1
.

1 0 )
、

(1
.

1 1 ) 不能 同时成立
,

(1
.

1 2 )
、

(1
.

1 3 ) 不能同时成立
.

证明 根据 L 的定义
,

A 打不全为零
,

A
4 。

不 为零
,

由于 L 为 单 值
,

由 (l
.

10 b) 式和

(l
.

lla ) 式
,

利用引理 (1
.

9 ) 式有
:

a 么L

口u ‘, , 口J , 。
~ 一 A {Ta刀二

a Z
L

口a , 。口u ‘, 了 (1
.

1 4 )

由上式得到 A打~ 0
,

而且对任意‘
, r 都成立

,

这 与A打不全为零相矛盾
.

由此 证 明 了分解式

(1
.

1 0 ) 和 (1
.

11 ) 不能 同时成立
。

若 (l
.

12 )
、

(1
.

13) 分解式同时成立
,

利用引理有 :

口Z
L

a甲
, ‘日h.

~ 一 A
‘3d叮=

a忿L

ah。口甲
, ‘ (1

.

15 )

由上式得到A ‘3 = 0
,

这与假设 A ‘3手 O矛盾
.

定理证毕
.

以后我们只 讨论有分解式的构造函数
,

由定理 1 得到的构造函数只有四类
:

( l ) 有分解式 (1
.

10 )
、

(1
.

1 2 )
,

而且 :

( 2 )

( 3 )

L 一“(
“‘ , “‘”

’“‘” ““
’

切
’

甲
’‘’

中‘’人‘
’

“, }
口L /日a “

, 。一 0
.

aL / 口h ‘
, 。 = O

有分解式 (1
.

1 1)
,

(1
.

1 2 )
,

而且 :

L 一 L(
“‘ , “‘, ,

口‘, ,
“‘, , 。 ,

中
,

甲
, ‘ ,

少‘ ,

人‘
,

“) 下
a L / 日

u ‘, , = 0 , a L / ah‘
, 。二 0

有分解式 (1
.

1 0 )
,

(1
.

1 3 )
,

而且 ;

(1
.

16 a 、 e
)

(1
.

1 7 a、 e
)
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L 二L(
u ‘ , 。‘,

,
, e‘,

,

a ‘, ,

甲 ,

必‘ ,

h‘
,

h‘
, 。 , 夕)

aL /a a
‘,

, 。 = 0
,

aL / a甲
, . = 0

( 4 ) 有分解式(1
.

2 1 )
、

(1
.

1 3 )
,

而且 :

} (1
.

ls a、 e
)

L 一L(
“‘ , “‘’ ,

“‘, , 口‘’
, 。 ,

切
,

巾‘’

人!
,

人!
’“ ’

“)飞
aL / a “‘

, I = 0
,

口L / a甲
, ‘= o

(1
.

1 9 a 、 e
)

二
、

一

单值构造函数的方程组

定理 2 若L为第一类单值构造函数
,

则L满足下列方程
:

”L / a
“‘一 a F ‘,

“L / ”
u ‘,

,

一
a 口! ,

)
。L / a

e‘, 一 “孟聋
, ’ “歹

’十“互咨
’“: 十“封9

7
_

}
”L /。“

‘, = A 丢盆
, ‘ “;

‘ + A 菩g
r ’ “二

’ + A喜咨
’ “二十 刁冬落9

7

,

(2
.

1 )

aL / a沪= A
4 s

(夕+ I) + A乏咨夕二, + A 二
。夕二+ A

一, g ,

a五/ a甲
, ‘= 一 A

‘3
h‘

aL /a少
‘= A各苍

a g 互
’
+ A急苍夕: + A 二7夕

7

aL / a人
‘= A各二g 丁+ A ;艺

. 夕r
’
+ A晋百夕二+ A ;

了g 了

口L / a夕 = A 客省g ; 了+ A ;
。g 二+ A

: , g :

其中系数A 满足下列方程 :

(2
.

2 )

、J.....笼
了

l

(2
.

3 )

A 梦
.
= 叼票二

,

川二二人s6 二
,

玛咨
” 一刁百聋

了二o

A 异+ A铭= 0 ,

A 二
,
+ A ;

。

~ 。

A g梦
‘, + A g梦

, a

C
r , ‘, + A盆聋

,

D ‘, ,

+ A截了B
‘, + A受g

’口= o

A 二考
r 忍
B

, :
+ A貂

r

b
,

+ A梦占十 A二遭= o

A 红, 十 A盖老
护 .

D
, 。。 + A盔名

r

A
, . + A 生考b

。+ A雾, = o

A 乏落D
‘, . + A 二。A ‘。 + A

一, b一 A扩
S

B
r :

一 妊爵 b
,
一 A借

,

雪二 o

一 A要蓄
r ,

B
, ,
一 A 盆名

r

b
,
一 A 盆孚舀+ A :言C

, , ‘, + A 二。D ‘, ,
+ A . : B ‘, 二 o

一 A魏
f ’
D

, a

一 A孟若
’
A

r 。 一 A公b。 + A黔
S

C
, 。‘, + A乳

,

D ‘, , + A爵B ‘, = o

A 轰若
仇 + A 扩

.

C
, a ‘, + A品

f 二

D ‘, ,

+ A爵B ‘, = o

A 几+ A爵
,
B

, 。
+ A扩 b

,
+ A爵舀= O

A 给十 A打十 A豁
.

D
, , ,十 A豁 A

, 。十 A爵b ‘= 0

月孟咨
f 8

C
, s , 。+ A盆孟

,

D , 。,

+ A 要咨B
, 。= A里;

r s
C

, s ‘, + A翌矛
,

D ‘, ,
+ A雪乒B

‘,

一 A男+ A军言C
, 一 , + A ; . D ‘, ,

+ A , , B ‘, 二 o

一 A
一 A

一, + A琴老B
. , + A I

。6 ‘+ A , ,
省~ o

(2
.

4 )

(2
.

5 )

、
l
es
ee
ee
l
eees,ee
l
ee

⋯
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j
护
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如0
.
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一 A 丢
?
+ A 岑gD

, ; ‘+ 才 ;
。
A

一‘+ A
了7
b
‘
= O

A 急落
S

D
, 。。 + A普芯A

, 二 + A 二
:
b。 = A雾

‘
D

, : ‘+ A 豁A
, ‘+ A 晋

:
b‘

证明 由L的单值性
,

a Z
L

日: ‘, 口a 一。
, 。

满足引理的 (1
.

9) 式
,

取 (l
.

1 6 a ) 和 (1
.

5 b ) 有
:

一 一 A欲
r

占犷氛~
口么L

a J , 。, 。a e‘,

则有 A 封

利用相同的方法
,

通 考扩

取 (l
.

1 6 b) 式和

二 O

可得到
:

= 月二
,

~ A杏r一月言r一且李
,

~ 。

(l
.

1 0 a ) 式
,

利用引理
:

(2
.

7 )

口z
L

口u ‘口h
, , 。

一A 呈
3
d森 =

aZL

口人, , 。a u ‘

则有 过 r
。
= O

同理 可证
:

(2
.

8 )

A 魏二 A挑~ A ; 3 = A 二
。
二 A

了。二 0 (2
.

9 )

取 (l
.

lo b) 式和 (l
.

1 0 a ) 式有

口“L

口“‘口u , , 。

A ;呈
8

= 0

~ 一 A I梦 d黯二
a 么L

au , , 。au ‘

则有

利用

(2
.

1 0 )

(l
.

1 0 b ) 式
,

同样 可得到
:

A 魏
尸 习
= A北= A红

口
二 A能

沙
= A 兴二 0 (2

.

1 1)

但是 A 魏”斗 。

取分解式 (1
.

1 2 b)

口Z
L

口u ‘a甲 , 。

式和 (l
.

1 0 a )

一

~ 一 A {二d丁=

式则有
:

a 么L

口中, 。a“‘
二0

则有

利用 (1
.

1 2 b)

A l ( 2
.

1 2 )

式和同样方法得到
:

A 盆
r

= A魏
护
= A 二

‘
= A 红= A 令

‘
= o (2

.

1 3 )

但 是
,

A盖二不为零
.

利用

a Z
L

a甲, ‘日h。 一

则有

(1
.

1 2 b ) 式和 (l
.

sf) 式有
:

一 A ‘3 d7 =
口ZL

口h。日中
, ‘

= 一 A井d 二

A 黔二A
‘3

勿 (2
.

14 )

取 (l
.

1 0 b) 式和 (l
.

s e )

a “L
口“‘

, , 日口一。

式有
:

= 一 A {丁占灯 ~
日么L

口a 一。e“‘
, J

= 一 月貂
, 乡
d二二

则有 A貂
‘, = A I丁戈了

利用 (l
.

6) 式
,

容易证明上式可得出

(2
.

1 5 )
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A {r= 叼牛

A 盆
护于
= a占季二

对系数A 满足的余下的方程组
,

只要重复利用引理的 (1
.

9) 式
,

容易得到

式
,

此处不再重复
.

由此
,

前述定理证毕
.

对第二类构造函 数
,

容易得到如下定理
:

(2
.

16 )

(2
.

1 7 )

(2
.

4 ) 和(2
.

5 )

定理3 若L为第 二类单值构造函数
,

则L 满足下列方程
:

口L / O
u ‘二 a g 二

a L / a
。‘, = A 盆省

护 , 夕夏
‘ + A盆孟

,

夕二十 A轰李9
7

口L / a。
‘, = 月要才

’‘。 , 。

+ A要梦
’ s

夕二
’

+ 刃轰咨
, 夕了+ A 息零夕

7

口L / 日a ‘, , 二 ~ 通轰孟
f 仇。 , )

(2
.

1 8 )

和方程组

定理 4

(2
.

2 )
、

(2
.

3 ) 式
,

而且系数刁满足方程组 (2
.

4 )
、

(2
.

5 ) 式
.

若L为第三类单值构造函数
,

则 L满足方程

口L / 口切 = A
‘3 9 。+ 月乏省夕;

J + 妊乏
。g 二+ A

‘: g 、

。L / a小
‘= A乙百

‘夕二
’
+ 刁聋落夕二+ A 二

, 夕,

日L / 口h
‘
= A态二中

,

+ 刁急笃
, g 二

,

+ 过喜二g 百+ A 二
, g :

aL / a人
‘,

. 一 A各r切

(2
.

1)
、

(2
.

3) 式和下列式子 :

(2
.

1 9 )

、..性|又少·

!

系数A 满足方程组 (2
.

4) 和 (2
.

5 ) 式
.

定理 5 若L为 第四类单值构造函 数
,

则 L 满足方程 (2
.

1 8 )
、

(2
.

19 )
、

(2
.

3) 式
,

系数

A 满足方程 (2
.

4) 和 (2
.

5 ) 式
.

三
、

构造函数对应的广义变分原理

定理6 当L l
为第一类单值构造函数

,

若 u ‘,
a 灯

,

切
,

巾‘,

瓜
,

g 为有独立变分的 自

变 函数
,

当泛函

二
: 一 (:

,
(
u ‘ , 。‘,

,
, : ‘, ,

a ‘, ,

,
,

J V

e ‘了,

中‘,

甲
, ‘,

人‘
,

g )d 犷

+

{
s

。·
(一

“‘, ,
!
d s 牛

{
s , 。

,
。一d s

+

!
,

,
A 一(, 一币)”d s +

{
s 。
A ‘3‘, d s

(3
.

1)

在点 (。‘
, 。‘,

,
a ‘, ,

切
,

小‘,

h‘
,

夕) 上取驻值时
‘ ,

贝!」“‘
, : ‘, ,

口‘, ,

切
,

小‘,

人‘
,

夕为 微孔线

弹性材料混合问题的解
.

证明 由于刀,
取驻值

,

则有占刀 , = O
,

“11 !一

{
;

l瓮
一

“一 + aL
,

一又一 -
、

O“‘
, 子 +

a u ‘, 了

且口

日L
, 。

又一 』 - O e ‘岁+
。￡‘夕

口L
.

一一二二 一 一
~

O a ‘才

仔a ‘了

aL
, 。

十
一
万二

一
O甲十

u W 标
. 十
后易
口L I 一。。‘+

华
。h。十

一

孕
一

。。1。:
u r“ 。习 」

L入对切(口
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+

{
‘

:

: ·(一
“,

,如
‘+ ·, ‘“一〕d s +

{
s 。· ,

‘“一d s

+

{
;

,

仁A
4 3

(* 一 , )“”+ A
4 3
““, 〕d s +

{
:

。

A
‘3““, d s 一 。

由于

卜屿
J犷 口u ‘

, ,

“一 d犷 一

!
。。 一

念
一d一d s 一

{
,

( d u
‘
d 犷

J. 了

、、,了
、l一封Oh(口

aL z

口甲
, ‘
、

, ‘、。一

{
。,

象
一
、

“一

!
犷

心器自
, ‘

、
厂

5 3 7

(3
.

2 )

(3
.

3 )

(3
.

4 )

(3
.

5 )

(3
.

6 )

(3
.

7 )

(3
.

8 )

(3
.

9 )

V

r
.

l
�

将 ( 3
.

3 )
、

( 5
.

4 ) 式代入 ( 3
.

2 ) 式
,

利用 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

2 )
、

( 2
.

3 ) 式得到
:

““ 1一

!
v : ·。;“一 + ( A“‘

· “g 互
· + A “

r g “+ A ,‘。
7

,“一

+ (月丢聋
’“夕二

‘ + A 轰言
”夕二+ A且弓夕

7 + A轰孟
’ “夕二

8

)d a
‘J

+ (刁
‘。g 。 + A二号g 兰J + 月度

。g 言+ 月 ‘7 9 ,

)d中

+ ( A 聋百
5 9 二

s + A吞苍g 二+ A ;
7 9 了

) d中
‘

+ ( A盖互夕二+ A 盖百
5 0 二

“ + A 吞二g 百+ A 言
,

g 了

)dh
‘

+ ( 月季考夕二
j + 月姿

。夕二+ A
7 :夕7

)勿〕d V

+
(

_ 。
(
。 ‘一 。‘)。p 。、s 一 {

‘,

。
( , ‘一 , ‘)。u ‘Js

JS
。 、 一 ’

“
’

JS 户

+
(

_
,

4 3

( , 一 , )。、Js 一 (
‘ ,

,
‘3

(、一、)。, 、s 一。
一

JS p ’“ 、 ‘ ’ ‘

JS *

利用变分学基本引理
,

得到方程组
:

A 孟咨
r s g 互

“ + 月豆者
’

g 二+ 月轰弓g
,

~ o

、eeles、J

J

A 杏互
s 夕二

S + A互落g 二+ A 立
: 夕了= O 户

, ,、g ;
, 十 , ;

。g : + , , 79 ,
一。

、

{
a g 二= 0

A 轰孟
护舌g 二

’

+ A 轰咨
, ‘g 二

‘ + A 直咨
, g 二+ A 吞岑g

;
= o

月
‘s夕: + A二若夕二

, + 月二
e夕忌+ A ‘?夕7 = 0

A 名二夕二+ A盆g
a g 二

a

+ A志葱g J+ A 言
, g ,
二o

由条件 ( 1
.

7) 和 (3
.

6)
、

( 3
.

7) 式得到
:

g 互= 夕二
‘
二 9 3

= g 二= g 丢, = g 言= 9 7 = 0

由 ( 3
.

5 ) 式得到
:

a ( u ‘

一
‘
) = O

,
a ( P

‘一夕‘) = O

A
一a

(甲一币)“ O,

A 4 8

( h 一而) = 0 7

显然得到边界条件
.

定理证毕
.

定理了 若几
,

L
3 ,

L ‘

分别为第二类
,

第三类
,

第四类单值构造函数
,

令晰
,

匀 , , 口场
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中
,

中‘,

从
,

g 为有独立变分的自变函数
,

当泛函

二
:
一

{
; L Z d犷一

{
:

。·。‘, ‘d s 一

{
: 。·

(, ‘一 ,
。
, 一d s

+

{
￡,

A 一(, 一 , )‘d s +

{
:

:

A
4 3

“, d s (3
.

‘o )

。
。
一

{
; :

a
、、 +

!
:

: ·
(一

。。),
。d s +

!
: , · , 。一d s

一

L
,
A ‘3 , ”“S 一

{
:

*

A
‘3

“ 一‘, , d s (3
·

“ ,

。
‘
一

{
; :

‘
d 厂 一

Js
“ ·“, , ‘d s 一

兔
, ·
(, ‘一 ,

‘
,一d s

一

{
s ,

A ‘3 , ”d s 一

{
s

*

A 奋昌
(“一‘, , d s (3

.

‘2 )

在点 (“ . , “‘, ,
a 。, ,

切
,

中 。,

h‘
,

夕) 上取驻值
,

贝}J。‘
, 。, , ,

a ‘, ,

卯
,

必‘,

h‘
,

夕为微孔线弹

性材料混合问题的解
.

由于证明与定理 6 的方法相 同
,

从略
.

四
、

构造函数的表达式

利用方程组 (2
.

1)
、

(2
.

2 )
、

(2
.

3) 式在函数空间上积分
,

由于积 分 与 路 径无关 (单值

性 )
,

可直接积分
,

由于方程组(2
.

4 )
、

(2
.

5 )式的解相当复杂
,

我们希望 有一个 简单的表达

式
,

为此
,

令
:

、...........产
吸

l
A 梦

.
= 一 a 占票簇

,

A盆言
,

= o
,

A 抖二几B 。

A 魏
护口
= a髯二

,

A韶
护‘
= A器

护
= A纤= 0

,

A魏
护口
= o

A ‘3 = a ,

A北二 A托= 0,

A 能
,
二 0 ,

A韶二 一
。6二

,

A ‘7二 一 。十几叠

A 夸, = 几b ‘
(4

.

1)

A 欲= 时寡
,

A 毙= A李
。

A拾 = A韶= A 孟
,
= o

= O
,

通7 : = 几

其中 几为常数
,

将上式代入 (2
.

4 )
、

(2
.

5) 式显然满足
,

而且 (1
.

7) 式为

(一 a d二二) o

(一
a d票)

0

(几B
. ,
)

(几b
‘
)

兄

今 O (4
.

2 )

将 (4
‘

l) 式代入方程组 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )
、

(2
.

3 ) 式得到
;
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aL : / a
。‘= a F ‘,

。L l / 日
u ‘, , = 一 a a ‘,

aL :
/ 口

。‘, = 一 a
(C

, , , a e , , + D , , ,

中
。 + B ‘, 中一 a ‘,

)

+ 几B ‘, (占甲+ B
, , e r 。

+ b
,

必
, + g )

aL :
/。a

‘, = a 〔。. , 一 (
u ‘, , + “, , ‘

)/ 2 〕

aL ,
/ a中 =

a
(夕 + l) + (一

a + 几占)(雪甲 + B
, e 。, , + b

,

巾
, + 夕)

口L l
/ 口甲

, ‘= 一 a h‘

日L :
/ 日中

‘二 一 a
(A

‘, 中 , + D
, , ‘: , : + b‘甲一 h‘)

+ 兄b ,
(雪切+ B

, s 。 , ,
+ b

,
少

,

+ 夕)

。L ,
/ ah

‘= a
(必

‘一甲
, ‘
)

aL,
/ 日口= 几(雪甲 + B

r . 。 , 。
+ b

,
少

, + 夕)

将上式积分
,

容易得到
:

5 3 9

(4
.

3 )

、,......口

l
‘1...1..11....产

L ; = a F ‘“‘+ a a ‘, 〔。‘, 一 (
。‘, , + u ,

, ‘
)/ 2〕+

a h‘(巾
‘一 甲 , ‘

)+
a l甲+ 不 (4

.

4 )

其中

(4
.

5 )

将 (4
.

1 )

(4
.

6 )

将 (4
.

1 )

(4
.

7 )

将 (4
.

1 )

平 - 一 a
(C

‘, , a e 一 a : ‘,
/ 2 + 众

, a

少
一e ‘, + B ‘,必

‘, + 细
忍
/ 2 + b

,

巾
, 尹

+ A ‘, 中 , 巾‘
/ 2 )+ 几B

‘, 。‘, (细 + B
, a 。, ,

/ 2 + b
r

巾
, + 夕)

+ 久细(细 / 2 + B
, a o r , + b

,

中
, + 夕)

+ 完b ‘(b
r

必
r

矽‘
/ 2 + 夕少

‘
)+ 只夕

么

/ 2

式代入方程组 (2
.

2 )
、

(2
.

3 )
、

(2
.

1 8) 式积分可得到
:

L : “a
(a

‘

川 + F ‘
)“

‘+ a 口‘, 。: , + a h‘(币
‘一甲

, ‘
) +

a l甲+ 甲

式代入方程组 (2
.

1 )
、

(2
.

3 )
、

(2
.

1 9) 式积分得到
:

L 3 = a F ‘。‘+ a cr ‘, 〔。‘, 一 (
u ‘,

J + 。 ,
, ‘
)/ 2 )〕+ a h‘中‘+ a

(h
‘, ‘+ l)甲 + 才

式代入 (2
.

18 )
、

(2
.

1 9 )
、

(2
.

3 ) 式
,

积分得到
:

L ‘= a
(a

‘

川 + F ‘
)
u . + a 口‘, 。‘, + a h‘中‘+ a

(入
‘, ‘+ l)甲+ 研 (4

.

8 )

五
、

等 价 定 理

将 (4
.

1) 式代入泛函式 (3
.

1 )
、

(3
.

1 0 )
、

(3
.

1 1)
、

(3
.

1 2 ) 式
,

得到广义变分原理的泛

函分别为
:

“ 1一

!
, 、不+ ·F ‘一 + ·a ‘, 〔一 , 一(一 , + ·, , ‘

)/ 2〕+
·“·(, ‘一 , , ‘

)十
a‘, ;、。

+

{
:

。 ·
(一

“‘, , ‘d s +

{
: , · , ‘一d s +

l
: , ·

(, 一 , )“d s +

丘
。·‘, d s (5

.

, )

H
Z
一

{
, : 附 + ·

(a
‘, , , + F ‘

)一 + · a 。,一 , + 。”‘(,
‘一 ,

, ·
) +

·‘, 〕d :

一 {
_ 。。‘p ‘、s 一 (

‘

。
(, ‘一 ,

‘
)。

‘、s +

【
。 。

(, 一币)*、s +

【
。 。、, 、s (5

.

2 )
J 合 “ J O 夕 J O 护 J J 人

“3 一

{
, ‘牙 + ·F 4、 + ·“‘, 〔

一
(。

‘, , + 。 , , ‘
, / 2〕+

·“‘, ‘+ 。(“
‘, ‘+ ‘), } d犷

+

{
:
: ‘一

“‘, , ‘d s +

{
: , a ,

‘·,d s 一

{
: , · , ‘d s 一

{
:

; ·
(‘一 ‘,、s (5

.

3 )
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二
‘
一 {

J V

〔研 + a
(a

‘

川 + F
‘

)
u ‘+ a J ‘, 。 , , + a h ‘少‘+ a

(h
‘, ‘+ l)甲〕d 犷

{
〔 ,

。。‘p
‘
、s 一 {

。 。
(, ‘一 , ‘

)
u ,、s 一 {

。 。 , h、s 一
l
。

J
, , “ J 0 P J 、 叼 J

L )

当u ‘,
。‘, ,

甲
,

必‘,

h
‘,

g 独立变化 J付
,

如果有11
。
二刀 。,

a
(h一万)甲d s (5

.

4 )

贝}ljl
。

与H 。是等价的
.

当“‘
, 巴‘j ,

a ‘j
,

甲
,

少
‘,

h
‘,

g 为 有独立变分的 自变函数时
,

则11 ‘
(i“ l

,

2
,

3
,

4) 是 互为等价的
.

证明 只要证明H
:与H

Z ,

H
3 ,

11
‘

等价即可
,

由于

{
。
(a

‘,
(一

+ 一
, ‘
)/ 2 )d 犷一

{
。, 。‘,

一
d s 一

{
F 。‘, , J一d 厂

(5
.

5 )

将上式代入 (5
.

1) 式
,

即得到 (5
.

2) 式
,

V

r.‘
.J

B

r...J

一一hi甲
, ‘d犷 h‘”‘甲d s

则刀l与刀
:

等价
,

又 由
一

于

h
‘, ‘甲d 厂 (5

.

6 )
r

rJ...

将 (5
.

6 ) 式代入 ( 5
.

1 ) 式
,

即 得 (5
.

3 ) 式
,

则 刀: = 刀
a ,

即 11 , 与 11
。

等价
.

将 (5
.

5 )
、

(5
.

6) 式代入 (5
.

1) 式
,

得到 (5
.

4 ) 式
,

即刀; = 刀
4 .

从而定理证毕
.

参 考 文 献

N u n z ia to
,

J
.

W
.

a n d 5
.

C
.

C o w x n
,

A n o n lin e a r o f e la s t ie m a t c r ia ls w itli v o id s ,

且
.

R
.

M
.

左
. ,

7 2 ( 1 9 7 9 )
,

1 7 5
.

C o w in
,

5
.

C
.

a n d J
.

M
.

N u n z ia to
,

L in e a r e la s t ie m a t e r ia ls w ith v o id s ,

J
.

方Ia s
-

才ie i才,
,

1 3 (1 9 8 3 )
,

12 5
.

O d e n ,

J
.

T
.

a n d J
.

N
.

R o d d y
,

厂a r云a 云云。路a l M e 才h o d : ‘n T he o r e才ie a l M e c h a 路‘e s ,

S p r in g e r 一 V e r la g
,

B e r li n
,

H e id e lb e r g
,

N e w Yo r k (1 0 5 3 )
.

胡海昌
,

‘弹性力学的变分原理及其应用乡
,

科学出版社 ( 1的 1)
.

钱伟民
,

嘴广义变分原理乡
,

知识出版社 (工9 85 )
.

Jin L i一 h u a ,

G e n e r a liz e d v a r ia t io n a l p r in e ip le s fo r lin e a r e la s t ie m a t e r ia ls w i th

v o id s ,

刀e t a M‘c ha ”‘e a S o lid a S ‘”ie a ,

1
,

3 ( 1 9 8 6 )
,

皮道华
,

线弹性力学广义变分原理的构造函数理论
,

固体力学学报
,

10
,

1 ( 19 8 9 )
.

,J..1J..Jesi

Z
r,‘f.L

弓J..1..J唯
1
西.J

dl廿乃匕l
月‘r..月. r.L

St ru c tu ra l F u n c tio n T he o ry o f G e n e ra liz e d V a ria tio n a l

P rin c iple s fo r Lin e a r E la stie Ma te r ia ls w ith V o id s

Pi D a o 一

h u a Jin L i
一
h往a

(H u a 二ho ”g U ”‘v e r s ft甘 o

f S e‘e , e e a o d T e e h怜0 10 9 “
,

附“ ha 。 )

Ab str a e t

In th is p a p e r
,

w c h a v e o b ta in e d g e n e r a li z e d v a r sa t io n a l p r in e ip le s fo r lin e a r

e la s t ie m a t e r ia ls w ith v o id s fr o m s t r u e t u r a l fu n e t io n th e o r y
.

C o r r e s p o 且 d e n t

r e la t io n s b e tw e e n s t r u e tu r a l fu n e t io n s a n d g e n e r a liz e d v a r ia t io n a l p r in e ip le s a r e

9 Iv e n
.

K e y w o rd s st r u e t u r a l fu n e t i o n , v o id
, 丫 a r ia t i o n a l p r in e ip le s


