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摘 要

在本文中
,

我们研究了一类变分不等式解的存在性和唯一性问题
,

作为应用
,

讨论 了力学中

的著名的 S ig n or ini 问题
,

改进了这一问题有解的条件
.

关幼词 变分不等式 K K M 映象 S棺 n or ini 问题

引言及预备知识

变分 不等式理论是非线性分析的重要组成部分
,

它不仅在偏微分方程而且在力学
、

控制

论
、

数理经济
、

对策理论
、

非线性规划
、

优化理论等学科有重要的应用
,

在变分不等式理论

中
,

双线性型变分不等式又有着重要的意义
.

本文的 目的是研究下面形式的双线性变分不等式
:

a
(

u , 。一 。
)+ b(

。 , 。
)一吞(

u , 。
)> (A (

“
)

, v 一 “
) ( V 。〔M ) (1

.

1)

解的存在性问题
.

为此
,

我们首先给出一个抽象的变分不等式定理
.

借助于这一定理
,

我们

在自反 B a
na ch 空间中得出了变分不等式(1

.

1) 解的存在性唯一性的几个充分条件
,

改进和

发展了 N oo
r LS ’中的主要结果

,

作为应用
,

我们还把所得结果用于研究力学中的Sig n or in i问

题
,

改进了这一问题有解的条件
.

二
、

一个抽象的变分不等式问题

引理 [ K , F a n 」 设E 是一 H a
此d or fff 拓扑线性空 间

,

X 为 E 中任一子集合
,

设G:

X 、 2 刃为一K K M映象
, _

目
.

对每一戈〔万
,

G (劝是 E 中的非空闭集 ;
_

且存在某一x0 〔X
,

G (x 。
)

是 E 中的紧集
,

则

, 199 。年2月24 日收到
.
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n {G (习
: 二〔X 卜今小

定理 1 设X 为 H a
us d or ff 拓扑 线性空间E 中的非空凸闭集

,

设甲
,

p : X x X 、 R 满足

条件
:

( i ) 沪(x
,

夕)或甲(多
, 夕) ( V 二

,

孵X )
,

且沪(二
,
二 )》o

(ii )
‘

对每一二

“
,

诚 二 ,

妇关于汁半连续 ;

”
-

(iii ) 对 陈二y〔尤
,

集义二〔X
:
以“

,

妇< 叶 是 凸的
;

(沐 )
,

存在非空紧集K c= X
,

‘

及肠〔K
, ‘

使得沪(劣
。 ,

的 < o

则存在歹〔K
,

使得

切(二
,

歹)乒。 (v 二〔X )

证 任给 x 〔X
,

令

G (x )一 {夕〔K
: 甲(二

,

, )夕。}
.

(丫正X );

’

(丫夕桩X \K )
.

(2
.

1 )

如果能证明 {G (二 )
: 二〔X }具有限交性质

,

则由K 的紧性及G (x )的闭性知 门 G (劝今小
,

因而存在歹( n G (、 )
,

其满足(2
.

1)
,

结论即得证

事实上
,

对任意的有限集 {为
,

⋯
, 义二 }C X

,

令

C ~ e o
(K U 王x

l ,

⋯
,

x 。

})

则C为X 中的 紧凸子集
,

对每一正X
,

定义

月(
、
)一 {, 〔C

:

功(二
,

, )乒。}
,

几(x )一 月(二)

L(二 )~ {v〔K
:

劝(二
,

夕)) o}
.

易知L(二 )一A (二 )n K
,

且乙介) 二双牙) n K ( V 二〔X )
.

下证且
:

C , 2 “是K K M映象
.

设不然
,

则存在某一有限集王“
: ,

⋯
, u 。

}c C
,

使得

c o {u ; ,

一
“· }气目

,

次动
,

因而存在某一 至〔co {u : ,

⋯
,

‘ 但 恋法U
‘一 !

因而有

沪(
: ‘,

毖)< o (i = l
,

2
,

双不)
,

故对每一 ‘= l
,

2
,

⋯
, , ,

至住A (
“‘

)
,

, n
)

于是由条件(i 11 )知试牙
,

幻 < 0
.

这与条件(’i )相矛盾
.

由此矛盾得证河是C、 2“的 K K M映象
.

于 是由引理知
: ,

见A( 劝钟
,

即存在海气几A( 刃
·

因’。〔K C C, 因而特别 有“天刀(石)
·

于是

存在网切
。

}c A (x 。

)
,

使得梦
。

, 夕, .

因 { , 。

}C= A(
二。

一

)
,

故

叻(x 。,

y ,

)) 0 ( V , 笋 l)
,

于是由条件(i钓得知王y
。

}C K
,

因而y . (K
.

从而

”
瓜

,

乌双幻 )自K 二 ‘叮A( 劝 n幻

一
二

几双丁)气皿双动 (2
.

2 )

_

[7. 式表明集合族{L( 王)
: “〔X }具有限交性质

.
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另 由条件(i) 知对每一二〔X
,

L (劝c G (二 )
.

又因‘(劝是闭集
,

得知 {‘(二 )
: x 〔X }也具有限交性质

,

定理的结论得 证
.

故有耳王)C= G (, )
.

于是

Q
、
E

.

D
.

注 若定理 1中X 本身就是紧的
,

则条件 (iv) 可以取消
,

而定理 二的结论 自然成立
.

三
、

主要结
_

果

在本节中处处假定E 是一 自反 B a n
ac h 空间

,

E 若
为其对偶空间

,

卜 l为E 中的范数
,

而

M为E 中的非空 凸闭集
,

口〔M
.

设“
(.

,

: )是E 上的连续的强制的双线性形
,

即存在常数a > 0
,

和刀> o
,

使得
a
(
。 , ”

)) a }}。 }}
2

( V 。〔E ) (3
.

1 )

}a (
。 , v

) !( 刀}{
u
{l

·

11。 {I ( V u , 。〔E ) (3
.

2 )

设b(
· , ·

)
:

E x E * R 满足条件
:

( i ) b(
· , ·

)关于第一变元线性
;

(ii ) b(
· , ·

)关于第二变元为下半连续凸函数
;

(11 1) 存在常数下〔(0
,

a )
,

其中 a为(3
.

1) 中出现的常数
,

使得

b (
u , 。

)( 下l
。
行

·

{}。 }} (
u ,

丫。〔H )
;

(i
,
) 对一切的

。 , 。 ,

山〔M

b (
。 , 。

)一 b (
。 ,

。 )簇b(“
, 。一切 )

.

注 应指出由条件 (111) 和 (iv ) 知b(。
,

o )= 0
.

设 A
:

M * E 关是一给定的非线性映象
.

称A 是反单调的
,

如果

(A
u 一 A 。 , 。一 。

)簇。 (v “ , 。(对) (3
.

3 )

称月是L ip sc hi tz 连续的
,

如果存在常数止> O
,

使得

l}A
。一 A ” }{簇夕i}“ 一 。

}} (V 。 , 。〔M ) (3
.

4 )

现在我们给出本文的主要结果
.

定理2 设E
,

M
,

a(
· , ·

)
,

b(
· , ·

)满足前述条件
,

设 A
:

M、矛是 反 单调的半连续映

象
.

则存在唯一
“〔M

,

使得
a
(
。 , 。一 u

) + b (
u , 。

)一 b(
“ , “

)) (A (
“
)

, v 一 u
) (v 。〔M ) (3

.

5 )

证 ( I )先证对每一 给定的 忍〔M
,

必存在唯一的匆〔汀
,

使得对一切
u〔M 有

a( 叨
, 。一耐 十b (。

,

的 一 b (反
,

叨 )夕 (A (叨)
, 。 一 叨 ) (3

.

6 )

为此
,

我们作映象甲冲
:

M x M , R 如下 :

沪(
。 ,

。)一
a
(

v , 。 一 。) + b(云
, 。

) 一 b (.
,

切)一 (A (
。
)

, 。 一 ‘ )
,

价(
。 ,

。)二
a
(功

, 。一功) + b (.
, ”

) 一 b(忍
,

。)一 (A (切)
, 。一 切)

.

下证
,

在弱拓扑 意义下
, 中

,

砂满足定理 l中的一切条件
.

由a
(

· , ·

)的强制双线性
,

及A的反单调性易知定理 1中的条件 ( i ) 成立
.

另由“
(

· , ·

)的连续双线性知
。
(
” , ”一 , )关于功是弱上半连续的

; 另由假定 b(u
,

。)关 于切

是凸的和下半连续的
,

因而b(
“ ,

, )关于脚是弱下半连续的
.

从而中(”
,

zD )夭于脚是弱上半连续
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的
,

故定理 1的条件 (i i) 满足

另 由假设条件知定理 1的条件 (ii i)

现证定理 1 的条件 (i 对 也满足
.

显然满足
.

({}月(o )}}
一

卜丫{{。 {{)
,

n曰a

一一户

尤 ~ {二〔M
:

Jl二 }!戒户 }
.

贝}{尤是M中的弱紧凸集
, _

民拢K
.

现取 x 。
~ 口

,

于是对一切功〔M \K 有

砂(0
,

脚 )=
a
(。

,

一。 )+ o 一 b (瓦
,

功)一 (A (功)
,

一 功)

= 一 a
(,

,

, )一 b(忍
,

切) + (A (o )
,

叨)

簇 一 11功 }】(a }}。 }】一 y朋忍}!一 职A (0 )l)

< 一 p (IA (O)}1+ 夕}川})< 0
.

因而定理 1 的条件 (i v) 满足
.

故存在勿〔M
,

使得甲(
” ,

勿 )> o( V ”〔M )
,

即
L

a
(
。 , 。一 功 ) + b (.

, 。
)一 b(.

,

叨)》 (A (
v
)

, 。一 功 ) ( V v〔M ) (3
.

7 )

设 。〔M
,

令x :
= t。 + (l一 t)叨

,

t〔(o
,

l)
,

则二 。
〔M

.

在 (5
.

7 ) 中代
。以劣

: ,

贝iJ有

t(
a
(x ‘ , 。 一 叨 )) + b (忍

,
x :

)一b (忍
,

叨 )> t (A (x
‘

)
, 。 一 叨 ) (V 。〔M )

利用b (
· , ·

)夭 于第二变量的 凸性
,

化简
,

得

t(
a
(x ‘ , 。一 叨) + b (忍

, 。
) 一 b (.

,

叨 ))> t(A (x
。

)
, v 一 叨 )

.

消去l
,

炸注意a
(

· , ·

)的连续性及A 的半连续性
,

于上式两端让 t、 o + 取极限得

a
(叨

, 。 一 切 ) + b (.
, 。

)一 b (.
,

匆 )> (A (叨 )
, 。 一 叨 ) (丫

。〔M )
.

因而叨满足 (3
.

6 )
.

下证这样的功〔M 是唯一的
.

用反证法
,

没对给定的忍〔M
,

存在。 : ,

。2
〔M都满足(3

.

6 )
,

即对一切
。〔M 仃

a
(田

1 , 。一 功:
) + b (忍

, 。
)一 b (.

,

功 :
)) (A (。

:
)

, 。 一 功 :
) (3

.

8 )

a
(田

: , ” 一 功 :

) + b (。
, ”

)一 b (‘
,

‘ :
)) (A (功

2

)
, 。一切:

) (3
.

9 )

现在 (3
.

8) 和 (3
.

9) 中分别取。二、 :和。 = 功: ,

然后两式相加
,

化简得

a
(。

2 一 。: ,

功 : 一 。 :
)簇 (A (川

z

)一 A (功
,
)

,

山: 一 田 , )
.

由A的反单调性及a(
· , ·

)的强制性得证。: = 出 : .

(I ) 现证 (3
.

5) 式成 立
.

定 义映象F :
M、M如下

:

F (. )= 切
,

具中‘是M中的任给的兀
,

而叨是由 (3
.

6) 式所确定的与忍相对 应的唯一元
.

于是对任给的

u , , “么〔M
,

现在 (3
.

6 ) 中代忍以u l ,

代叨以F (
u :

)
,

代。以 F (
u :

)
,

f 是有
a
(F (

。1
)

,

F (
。 :

)一 F (峋 )) + b (
。, ,

F (
“:

))一 b(
“: ,

F (“
:
))

) (A (F (
。,
))

,

F (
。2

)一 F (
u :

))
.

(3
.

1 0 )

又在 (3
.

6 ) 中代忍 , 匆 , 。分别以 “: ,

F (
u a

)和F (
u ,

)得

a
(F (

u Z
)

,

F (
“l)一F (

u :
))+ b(

。: ,

F (气 ))一 b (
u : ,

户
’

(
u :

))

> (A (F (“
:
))

,

F (
“,

)一 F (先)) (3
.

1 1)

上两式相加
,

整理后得
a (F (u :

) 一F (u : )
,

F (椒)一F (
“:

)) + b(“
: 一 u : ,

F (u , )) 一 b(
“: 一为

,

F (。:
))
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> (A (F (
u :

)) 一 A (户
’

(“
:
))

,

F (
u :

)一 F (
u ,
))) o

于是由b (
· , ·

)所满足的条件 (i v) 知

a
(F (

u :
)一F (“

:
)

,

F (气 )一F (
u :

))《b(
。: 一 u : ,

F (
。:

)一F (u :
))

.

故 由条件 (3
.

1) 及b (
·

,
·

)所满足的条件 (i 11) 得知

即

由假设下< a
,

F (“)
,

即有

a {{F (
u ,

)一F (
。:

)】}
“

( , I!
u : 一 u : }卜i】F (

u :
)一F (

u :

)从
,

“F (。
:
)一 F (。

:
)“《
专

l
u : 一 u ;

}1
.

故F :
M

一 ,

M 是一压缩映身
,

故 由B a n
ac h压缩映象原理

,

存在
。〔M

,

使得
“~

a
(
“ , 。一 u

)+ b(
u , 。

)一 b (
。 , u

)> (A (
u
)

,
”一 。

) (V 。〔M )
.

上式中
“
的唯一性是显然的

.

定理得证
.

Q
.

E
.

D
.

注 定理 2 改进和发展了N o or 〔81 中的主要结果
.

仿照定理 2 的证明
,

可得
‘

下面的结果
.

定理3 设E
,

M
,

a(
· , ·

)
,

b(
· , ·

)与定理 2中的相同
.

设 A
:

M o E 关 是L IPs ch itz 连续

的
,

且设条件 (3
.

1) 中的常数a
,

b(
· , ·

)所满足的条件 (ii i) 中的常 数 , 及 (3
.

4) 中的常
,

数 君满足条件

, + 舀< a (3
.

12 )

则定理 2 的结论仍成立
.

注 定理 3 讨论了一类不具单调性的非线性算子的变分不等式问题
.

另外
,

定理 2 和定理 3 所讨论的问题包含〔3
,

4
,

5
,

6
,

8」中所讨论的问题为特例
.

四
、

对力学中的Si g n or ini 问题的应用

作为前节所得结果的应用

a ‘,
(
u
), = f

。
(
。
)

,

,

在本节我们讨论力学 中的S馆n or in i问题
,

即求下列问题的解
:

公‘二 0

a ‘, 。 :“, , z”了一 t ,

。。,
(
u
)= E ‘, , . “。 , ,

·

(在口中)

(在r ,
上)

(在r , 上 )

在厂a
上有

u
·

N 一 s《 o , a , (
u
)( o , 口, (

“
)(

u
·

N 一 s )《 0

!a
,
(u ) }< 拼S (勺(

。
))冷 u , = o

!a
,
(
“
) l一“S (a

,
(“))今存在数几> o

使得u , 二 一几口,
(幻

(4
.

1)

、.砚I...les、‘.........沪

其中口是一有界开区域中的弹性体
,

并
_

且L IPs
chi tz 边界厂 = 厂。

U 厂
,
U r 口 ,

其他的符号与力

学意义与〔8〕或 [ 5〕中的相 习
.

问题 (4
.

1) 比O d e n
和Pi re s〔“’中讨论的问题更具一般性

.

当九(幻 ~ 八时
,

问题(4
.

1)
,

即为〔9] 中的情形
.

由〔8〕
,

[ 1 0 〕知
,

问题 (4
.

1) 可归结为下形的变分不等式的求解
:

a (
u , 。一 u

) + b(
u , 口) 一b(“

,
u )》 (f

‘

(“)
,

卜
u
) (V 。〔M ) (4

.

2 )
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a
(
“ , 。

) E ‘, 。: “, , ‘”‘ , , d x ,

‘(
”
’一

{
。

{
f
‘(。)、: 、二 +

(
_ ,‘: ‘。 )、

: ,

J l 了
,
、

H 一 {。〔H
产

(口)
: 。 = 0

, 。
.

0
.

二〔厂
。

}为容许位移向量的空 间
,

而f是 H 上的 (非线性 )

连续泛函
,

j
‘
为作用于位移方向的力

,

t‘为尸
, 上的摩擦力

,

这里假设 f
。〔L

Z

(口)
,

‘〔L Z
(厂

, )
.

(,
,

(“)
, ·

)一

l
。了(

·
)
·d X ,

厂

.

!
甘

一一b (
u , 。

) 拼S (a , (
“
)) l

。 ,
!d

s .

由定理2 ,

于是可得下列结论
:

当非线性泛函f满足下列之一条件时
:

( i )

(11)

(f(
“
)一 f (

。
))(

u 一 。
)d x ( o ,

口

r...J

l】f(
“
)I}

: 2 。。 )
( , (皿

u }}二
,

)
,

其中, (O为不增函数
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则问题 (c1
.

1) 仃解
.

注 上述结论改进了〔s1 中的关于问题(4
.

1) 的有解条件
.
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