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摘 要

Per zy na 模型是粘塑性本构关系的主要形式之一
,

本文给出该模型的参变量变分原 理
,

该 原

理将原问题化为求解带约束条件的泛函极值
,

其约束条件就是由粘塑性本 构 关系推导出的系统状

态方程
,

所讨论的问题其塑性流动不受 D : 1工c k er 假定的限制
,

文中给 出原理的证明
.

并研究弹塑

性蠕变问题
.

关妞祠 粘塑性 参变量变分原理 濡变

粘塑性本构关系

对于不同物理环境中的材料
,

会
,

己现不同的性质
,

固体材料在高应变率或高温条件下
,

往往同时出现弹性
、

粘性和塑性性质
,

岩士类材料一 般也具有这种性质
,

需 要用弹
一粘 塑性

模型来描述这种现象
,

目 前
,

在实验基础上已建立的这类理论大致有过应力模 型 理 论
、

粘

塑性模型理论
、

拟线性本构关系理论 以及基于位错动力学或非平衡过程热力学的 内变量理论

等 〔” 〔“: .

H o h e n e o s e r和 P r a g e r
(19 3 2 )给出的模型为

仁3 了:

2。· , , 一 ZK <“>
一

溉
-

(1
.

1)

其中刀为粘性系数
,

K 为纯剪屈服应力
,

<F >定义为

<F >一

{
(当 F 镇0 )

(当F > O)

(1
.

2 )

F 为静态屈服 函数
,

并取为
:

F ~ 斌 J Z
一

/ K 一 1

这里J : 是应力偏量的第二不变量
.

P
.

Pe r z y n a 对上述H
一

P方程进行推广
,

有以下P e r z y o a 方程〔‘’

(1
.

3)
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古‘J
一 2

愁
“ , +

吞 * 、己‘, 十 护<功(F )> (1
.

4 )
叮今l一 Zv

有

其中

‘必(卢”卜{
0

功(F )

(当F 《O)

(当F > 0 )
(1

.

5 )

功一般为 自变量 F 的非线性 函数
,

服函数
。

总应变山两个部分组成
:

“t , ” “‘: + 。丫亨

而应变率的非弹性部分为
:

拭F )具体形式应根据动态实验结果给出
,

F 为静力屈

(1
.

6 )

。 : , 一 : 武二 )

总 (1
.

7 )

f(口
‘, , 。李,

)是依赖于应力状态和塑性应变
。兮, 的函数

,

表达了弹塑 性 强化材料的动力屈

服准则
.

P e r : yna 给出
一

F列形式的拭F )函数近拟表达式
:

叔F 、~ 旦 A
:

[ e x p F
。

一 1」 (1
.

8 )

诚F )= 乙 B
o

F
“

(1
.

9 )

并 且
,

一般清况下 怒有 (由
J

介
一

验 )
: “:

功(F )> o (1
.

1 0 )

由此
一

可以舌出 Pe r z y n a方程的特点
,
‘宁, 具有过应力模型的性质

,

可同时 考 虑强化效应

与应变率效应
,

还具有塑性势理论性质
.

二
、

粘塑性变分原理

以上粘塑性问题除 下构关系外 续余的与弹塑性问题基本方程完全相同
.

¹ 平衡方程
: d 沂 , , , 十 d b ‘= O (在口内)

º 应变位移关系
: Zd 心 , == d “‘

, ,
一

升d价
, 。

À 本构关系 : d a “ = D i井Jd 。。 :

d “‘, = d 。: , + d 。梦亨

P”r z y n a 方程
: ‘材二 , <诚F ) >。O闷口: ,

( 2
.

1)

( 2
.

2 )

〔2
.

3 )

( 2
.

4 )

( 2
.

5 )

_ r o

<, (F )>一戈, (尸 )
( 当F 《0 )

( 当F > 的

(在 5 1上 )

(在S : 上 )

( 2
.

6 )

¼ 边界条件
: d a ‘

声 , ~ d 尹

d “ : = d 石‘
( 2

.

7 )

( 2
.

8 )
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以上d a , , ,

d 。‘,
为应力应变增量

,

d衅乍为粘 塑性应变增 量
,

F 是静力屈服函数
,

O是塑

性势函数
, ? 为粘性索致

,

乙〔F )为 自变量的非线性函数
,

由动态实验结果给出
,

如果
,

技Dr uc k 。r 假定
,

叫有F 二口
,

而 F 今 Q为非关连的塑性流动
.

下面推导术 钧关系 (2
.

3 )、(2
.

6) 的红;一表达式即状态 方程
.

可得

将屈服函数F 作一阶展开
,

并将 (2
.

3 )
、

(2
.

4 ) 代入 (以下的 d 。宁,
实际上就 是d 。丫{)

F 二F 。+ d F

二F
。十

口F

口a 。,
d a 。, +

口F

口七了J

Q叭出lal口

与F己口

二F
。+ D ‘什 ; -

aF

而
* ‘ d “ * : 十

口￡于,

一刀 . , 。:

簇
‘

款月
、、“ )>“‘

(2
.

9 )

设 几= <功(尸)>

则(2
.

5 )
、

(2
.

6 )式变为

山即 = 琳 (2
.

10 )

几= O

元~ 功(户
‘

少> o

(当F ( O)

(
‘

匕尸> 〔O

令 F 铃二F 一功
一 ’

(幻

其中少
‘
(又)是沪(F )的反函数

,

(2
.

11) 式可重写为
,
几二 o (当F 并

< o )

、
几> 0 (当F 补 ~ 0 )

再在 F 份中引入一补偿因子
, ,

(2
.

1 3 )式
一

可写为

F 叮d 已‘ , .

d t
。

几)
一

于v ~ O
、

久
· v二0 ,

几> 0 , v
》 0

其中F 份
为 (2

.

12) 式
,

并将少
‘

(几)作级数展开
,

(2
.

1 1)

(2
.

1 2 )

(2
.

13 )

(2
.

1 4 )

Qi八a�氏一 ,
, , ,

_
。 、

一 ~ 口F
厂 ! 咬a : , , ,

叮‘
,
几) 二厂

。 一

卜刀‘, ’‘ 口厅, :

l
一

aF
口 e 一老+ ! 一二犷

~ ‘

L 口e 百夕

。 口卢
’

一口“ ’‘ 百云, :

a Q
口口考 ;

·

,
·

,
·

、卜 !, 一 (。) + 丝处潇业
一“

〕 (2
.

15 )

(2
.

1 4) 就是反映粘塑性本构关系的状态方程
,

。 f f l
,

*
, ,

。
J l 二 ! 悦下

一a ￡‘夕Lj
‘了舌旧 e 汾‘一夕

·

八叹人 , 七君-

J 口 气 ‘

下面应用参变量几构造一个 总 势能泛函
:

黔dtd 一冲
一

}{
。 d”, d 一d“ +

{
, : d , ‘d 一d s

(念
.

16 )

参变量势能变分原理为
:
对于任一 时刻 t ,

就时间增量 dt 范围内
,

在所有满足应变位移

关系 (2
.

2) 式和几何边界条件 (2
.

8) 的可能位移增量场中
,

真实解使泛函 (2
.

16) 在状态

方程 (2
.

14) 的控制下取总体最小
,

其中d 。‘(山
‘

户是自变量函数
,

几是不参加变分的参变量
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(物理意义是粘塑性流动比例 因子)
,

这是现代变 分法可 以 不 对 参 变 量 求 变 分 的 主要思

想 f‘] [ ’〕.

下面给出简要的证明
,

在 时#lJ [t
,

t+ d 门
,

由于系统依赖干 d “
,

(或d 。
, ,
)

,

则

占厅一

!
。

I
D 。, 。! 〔‘一肖(

〔
‘一 , 一 :

·

几
·

D ‘j一 口Q
口J 七‘

d ‘“(d 一 ,
,l

d。

一

l{
。d “

‘
J(d 一 )d。 +

{
。 : d ,

!
“(d 一 , d 夕」 (2

.

1 7 )

将 (2
.

3 ) 变为
:

d 。‘, = D
‘, 。 :

(d
。‘, 一 d 。丫尝) (2

.

1 8 )

并且 d 川专= 丫久

代入 (2
.

17 ) 式的第一项积分
:

「 n
, _ ; , , _ 、

_
, n 「「

, _
,

, 口Q
,

n l
。 , , 、 ,

。

J
。刀

‘’无‘〔‘“‘J 口、“ “ ‘
”“ 。‘

= Jo L
u 。 ‘’十 下

’

”
’

。。 ‘, “ 不刀
: ’“‘

J
O 欠a ““ )a 占才 戈乙

·

‘”)

将 (2
.

1 9 ) 代入 (2
.

1 7 )
,

再应用G r e e n 定理
:

占“ 一

{
。d a 。, “(d一 , d “ 一

{
。d “

‘
“(d 一)d g 一

{
: l d 犷

!

d (d 一 )d s

一

}
。1 〔‘J ‘, 一占(d 一 )d s 一

{
。d J ‘, , j肖(d 一)d“

一

{
。d “。“(d 一 , d“ 一

{
。l d 厕

‘
d(d 一 )、S

{
。

!
d 。‘J

, , + d “
、

」
“(d 一 , d“ +

{
: ; 「d 。‘j

一
d ,

‘

〕“(d 一 , d s (2
·

2”,

令d ll = 0
,

少!}{了!

‘, , , + d b
‘
= O

‘, n , = d 勇‘

(九
一

g 内)

(在从上 )

这就是平衡方程和应力边界条件
,

进一步护厅 > o
,

de
‘
,) 使17 取总体最小值

.

(2
.

2 1)

(2
.

2 2 )

所以由d 厅= o导出的状态变 量d “
‘

(或

上述原理 对材料服从关连流动或非关连流动法则 皆适用
.

三
、

弹 塑 性 蠕 变

有些情况下
,

材料的粘塑性 表现为蠕变
,

如在高温情况下甚至是高强度钢
,

即使应力值

大大地低于屈服极限
,

也将含有一个依赖时间的应变
,

在核反应堆部件
、

透平机械部件等强

度设计中必须考虑蠕变现象
.

这时的应力应变关系 :

d a ‘, = D ‘, 。:
(d

。。 : 一 d 。笠: 一 d e ,
) (3

.

1)

其中温度应变
:

d砂二 a d T (a 为温度系数
,

d少为温度变化 ) (3
.

2 )

螃变应变增聂
:
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aQ
U 石 子 布二 二 口 O

- 一
又
—一d J ‘了

这里的d沙 为等效蠕变应变增 量 (由蠕变产生的塑性流动)
,

变试验获得
,

一般有 (对高温材料) 蠕变定律
‘8 」 :

否”
= 月(l一 e x p〔一 st〕) + B t

其中月
,

B
,

S为 有关材料参数 (随应力 与温度而变化 )

贝}j d 考
“

一(S 刀
e x p [ 一 : t」+ B )d t

按照前面处理粘塑性的方法
,

同样 可构造系统的总势能泛函
:

(3
.

3 )

它可以通过单 向 拉伸的蠕

(3
.

4 )

(3
.

5 )

。 f ( l
,

。
, , 。 J 厂 ,

, 。 、 , .

。
1 1 二 l 左飞 d ￡‘jLj

‘J七乙a 红 乙一 弋0 丑e X PL一 ‘f」十 口 )以 r
·

月‘J介正

J 曰 气 ‘

d Q
日a , ‘

d ￡、:

一d T
·

D , , 。‘d ￡一

}
d‘, 一

l{
。a “

‘
d 一d“ +

{
。 , d , ‘d 一d s

」 (3
.

6 )

那么在满足应变位移关系 (2
.

2 ) 和几何边界条件 (2
.

8) 的基础求 泛 函 (3
.

6) 的极值

则 可得到蠕变问题的解答
.

在该问题中
,

其塑性蠕 变包 含在蠕变尼律之中
,

因而没 有状态控制方程 (2
.

1 4 )
.
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