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摘 要

本文给出H e r tz 接触问题的精确积分方程
,

也就是将压力作用下接触面中各点的水平位移也考

虑在内而得到的积分方程
.

关健饲 弹性力学 接触问题 积分方程

一
、

概 述

H e rt z
接触问题是熟知的一个古典弹性力学问题

,

许多教科书
,

例如〔1 〕
,

都 有介绍
.

1另8 1年
,

H
·

H e r tz 首次解决两弹性球体受压接触面之间的压力分布问题
.

其 后
,

H e rtz 将类

似方法推广到一般的弹 性体接触情形
.

在H e r tz 处理方法 (或称H e r tZ 理论) 中 用 到的假设

有 : 接触物体是均匀的各向同性的线弹性体
; 接触面的尺度远小于变形前物体的曲率半径 ,

接触是光滑的
,

即接触面之间只存在有正应力
.

根据这些假设
,

利用B o
tts

sine
s q解答

,

也就

是半空间表面受垂直集中力作用的解
,

H e r tz 从垂直位移的几何条件 中导出了接触问 题的积

分方程
,

并且
.

(用假设的方法) 求出了问题的解
.

H e rtz 的工作引起力学 和数学工作者的很

大兴趣
.

一百多年来
,

H e r t z 的理论有了许多进展
,

主要有如下几方面
:
一是更 多类型的接

触面或几何形状不同的物体的接触 问题得到解决
;
二是接触面 之间的应力类型更复杂些的接

触问题
,

例如除正应力外还有切应力 (摩擦接触 )
,

得到发展 ; 三是接触物体的材料不限于各

向同性弹性材料
,

例如接触物体之一为刚体 (刚性冲头 )
,

或粒状材料等 ; 四是与解决上述 问

题 (包括二维情形 ) 有密切联系的数学方法
,

如复变函数
,

奇异积分方程
,

积分变换等得到

发展
。

此外
,

弹性接触理论与流体动力学相组合等问题也有进展
.

上述第一至第三项进展
,

文献〔2 〕 (1 9 62 年 ) 的第4 2章有较详细的概括 ; 上述 第四项进展以及弹性接触问题 1 9 8 0年以

前的进展可参阅文献〔3 〕
.

近年来
,

对弹性接触问题 的探讨仍不断出现
.

例如〔4 」 (1 9 8 7)

给出任意形状的刚性冲头的无摩擦弹性接触问题 的解法
,

等
.

上述的许多进展
,

大多数 是运用或者补充H er tz 理论以解决更多的接 触问题
.

似乎未见

到有文献去探讨H e r tz 接触问题积分方程的性质或其推导
.

作 者在文〔5 〕中曾从解的数学意

义指出H e r tz 积分方程的齐次部分的解可以有许多个
.

本 文则是探讨 H e r tz 接触问题积分方
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程的推导
.

在和H e r tz 所用的相 同假设下
,

本文将在压力作用下引起接触面 中各点的 垂直以

及水平位移一并考虑在内而导出与H e r t z 积分方程不同的新的积分方程
.

H e r tz 积分方程仅

考虑在压力作用下引起援触面
、

中各点的垂直位移而导 出的
,

它的解并不满足本 文的 积 分 方

程
.

由于 H e rt 澎积分方程忽略了水平位移的影响
,

因而它并非无摩擦接触的精确的 积 分 方

程
.

这样H e r tz 解是否就是无摩擦接触问题真正的解就成了疑问
.

寻求满足 本 文的精确的积

分方程的解仍待探索
.

二
、

二球体接触间题的精确的积分方程

采用与H e r tz 相 同的假设
,

并用类似的方法
,

但考虑到接触面中 各点的水平位移
,

就可

导出与H e r tz 积分方程不同的新的精确的积分方程
.

设R :和R : 分别代表两个在。点相接触的球体变形前的半径
,

尺为在 压力
,

只作用下两球体

变形后的接触面基底 (也就是接触面向。点的切平面的投 影) 的半径
.

根据接触面尺度远小

于 R :和 R
Z

的假设
,

、

我们可以用半空间的结果来 伐表局
,

部变形 的大 曲率球体的结课
,

以 及用

二次式
‘; , r 奎/ (Z R :

)
,

‘

: :
= : 孟/ (Z R :

) (2一 )

来足够准确地表示距离
z : 、

赴轴线分别为r , 及r Z

的球 R :和 R : 的变形前的子午面上的M
:及M

Z

点

的方程
.

当用止迅假设处理光滑接触问题
,

我们从应用半空凤表面受垂直集中力作用钓解(〔1 :

且的

临协)式p 述4Q2) 可知半空间表面上一点的位移的垂直和水平分量属于 同一量级
,

即Q哈
r “

‘岌
)

,

也就是仔箱色忽略水平位移的影响
.

现在
, 、
我们计及冰平位移项来推导积分方程

.

图土的尺代表基底半径
.

基底内半径伪
r 的M点代表球 1上的M

:
点和球2出的城

: 点 在
之

盛彬

后相厦合点
.

变形前M ,点和对
: 点的基底半径分别记分

, 及 , : ,

M
:点和对

, 点:的冰平位移分捌

记伪U , 及U : .

由水平位移的几何条件
,

可得
:

r “。: + U f ,
r : 十 U

:
·

留
.
几2 )

审垂直位移的几何条件
,

得

a 一 (, l+ w 刃, 孔 + 孔 (2
.

韵

成户刹 ,和四
:
分别代表鲜湘M

:

点的垂直位移
, a 代表考: , ‘: 轴上距离较远的点 之何钓距离的

缩城
.

一

设移纳虫面祠的床知的压力分布为q ,

利用半空间表面受垂直集中 方作用的解可以得到在

全部压力分布夕作用下引起的位移 U : ,
·

U Z , 。 ; , 。:
的表达式

,

郡

、JI、‘J.J

ds拍沪d神OC
户

月

l
�户

l
口

。 1

一 ( 1二

摇令囚
。! ·心‘

碧
一

伽、
( 2

.

4 )

U : , 。 2
类似上式

,

分别用v :
代替

v : , E :

代替E l
而得

.

式中E : ,

E : , , : ,
九分别为球 1 和球 2

的弹性系数及泊松比
.

式中的 : ,

沪为以M点为原窟的极坐标{系
一

(图艺)
,

( 2
.

才)毁中舌了权分限

为半径为R 的基底圆 (为方便并与〔1 〕一致
,

未标出 )
.

将( 2
.

4 )
,

( 2
.

1 )
,

( 2
.

2 )式代入 ( 2
.

3 )式
,

我们得
:
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{{{了刁
2 :::

圈 2

(“
1 + “

2

,
!{

。
·

d , d· + : ⋯ 11
、

一
, d , d s + “

·

({{
。

一
, d , d ·

)
= , 一户

“

式中
(2

.

5 )

、‘l.esesesee
2

1
才

寿z ==
1 一 v圣
汀E l

1 一 v蛋
‘

。
_ _

1 1

吨 ~ 元万i
, p = 蓄及不十 2

万
(1 一 2 , ;

)(1 + v l
)

2 兀E IR z

(z 一 2 v 2

)(1 + v :

)
2汀E

Z
R

Z
- (2

.

6 )

1 「
O 二二 二 , 、 - .

艺式z L

(i 一 Zv ;
)(吐 + , :

)
2兀E l

飞
‘ +

一

务口卜势狡i士 卫笋)
一

1
‘

J Z八 么 L 艺汀乙 Z J

(2
.

5 )式就是无摩擦球体接触问题的精确
.

的积分方程
.

这是一个带沙参数哟 非线性积分

方程
,

它是否有解
,

如何求解还有待进一步探讨
.

假若略去非线性项 ; (2
.

5 )式变成
:

_

{{
。

·

d ‘〔(k
l咔 “2

, 一 :

一
。

州
‘, 。二 , ”

2

(2
.

7 )

我们称(2
.

7 )式为无摩擦球体接触问题的近似积分方程
,

式中交换 了积分次序
.

若再略去代表水平位移影晌的项护得到H e r tz 积分方程

{{
。

·

“·“, 一 (一”
·‘今/ (“, 十“

2

, (2
.

5 )

由于目前还未求得(2
.

5 )式相(2
.

7 )式的解
,

因此
,

无法判断 H o r tz 积分方程(2
.

5) 的解q H

。。 = (。
。

产R )V 天死砰一 (2
.

。)

(式中q 。为常数 ) 对于精确积分方程 (2
.

5 )或者近似积分方程(2
.

7 )的精确的程度
.

需要指出的是
:
一个带小参数钓积汾方程

,

如果略去带小参数的场所得到的解
一

可能会有

很大的误差
。

有一点是可知的
, q H不满足(2

.

5 )或(2
.

7 )式
.

三
、

一般情形的两弹性体接触问题的精确的积分方程镶

按照H e r t : 理论
,

一般情形的两弹性体在接触点O 的邻域
, ,

其表 面 方 程可近似地用二次

项 式子来表示 (见〔z 〕p
.

4 14 )
,

即

之i = A 一劣呈+ A : 劣一甘、+ A 。g 至
, 君: = B I劣轰+ B : 劣: y : + B a梦孟 (3

.

4 )
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式中坐标劣 , g , 二的下标 1 , 2 分别表示所属的弹性体
,

A : ,
A : ,

A
。,

B ; ,
B : ,

B 3
为常数

.

记基底上点M (二
, 夕)为弹性体 1 的表面上的点M

‘
(x : , y : , : ,

)和弹性体 2 的表面上的点

M式二
: , y : , : :

)在变形后相重合的点
.

设u : , 。:和 u Z , v Z

分别代表点M
:和M

:

沿 x , y方向的位

移
.

于是
,

由水平 位移的几何条件
,

得
:

x = 劣l + “l= 凡 + “: , , = v , + v , = y : + v :

(3
.

2 )

由垂直位移的几何条件
,

得
:

“: + 田 : = a 一 (
“: + “2

) (3
.

3 )

式中a 的意义如上节
, w : , 。 : 分别代表M

l和M
: 点的垂直位移

.

设接触面间的未知的压力分布为 q ,

利用半空间表面受垂 直 集中力作用的解 可以得到在

全部压力分布 q作用下引起的位移
“, , v , , 切1 和 u Z , 。2 , 切2 ,

即
:

一
(工二笔鑫犷

竺1
,
{{

一 。二

豁黔翎

(乍
“ ‘

) 、二
产
、。

/

(乍四
一

、
,

dg’ (3
.

4)

:

l
t

.

‘..J ..J
J

切! 一 (

留
,
JJI

d 二
,
d。

,

式中, : = (丫 一 x )
“+ (犷一夕)

“ , x , ,

犷为压力作用点的坐标
,

积分遍及基 底上所有点
. u Z , v : ,

tD : 的公式类似
,

用下标 2替换下标 1即可得二

将(3
.

4)
,

(3
.

2 )
,

(3
.

1) 式代入(3
.

3 )式
,

便可得无摩擦的一般弹性体接触问题的精确积

分方程式
:

(*
: + * :

)
I{全绊一

(A
l + 几 )X

Z
一‘A

3 + B 3
, , ’

一 (, : + 。:
)二。+ 二

[(
2 , 1·: + 2。! ·:

)
{{已岑事应

d A

+ (,
2 ·, 、。2 ·:

)
{{
卫压

夕
ZdA」

+ 。

[(
2A 3一 + ZB 习一 ,

·

{{
“

’

(
不:

”’dA
+ (A

Z·1 + 。2·:
)
{{
“

’

(“

;:
“’d A

」
一 〔A l· , + B ! ·

, 〕[{{
“

’

(’

井
一

笋,
一

d A

I七
「A

Z ·
: + B

么·
:〕
{{
“二‘
井乒丝

d A

·

{{皿臀皿dA 一 〔A : ·
: + B二 :〕[!{

卫二令卫 dA〕
’

‘3
·

5 ,

式中k : ,

益: 的意义同(2
.

6 )式的
-

(1 一 Zv :
)(1 + v :

)
2忿E

这个精确的积分方程(3
.

5 )是否有解
,

位移的H e r t z积分方程

。 .

= 工生丝卫口Q兰 望口
2汀君

:

如何求解还有待探讨
.

d A = d扩d了

同样
,

相应的
,

不考虑水平

(“
1 + “·)

{{男些
一

A X : 一、
2

(3
.

6 )

的解并不满足(3
.

5 )式
.
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