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摘 要

用动力系统描述揣流的主要困难是
:

如何建立无限维连续介质系统与低维动力系统的联 系与

确定湍流的空间结构
.

本文综述复杂系统低维描述的各种方法以及解决湍流问题的新途径
.
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一
Loe v e展开

湍流是流体力学中具有普遍赓义的关键问题
·

从 R “y n ol ds 开始百余年来
,

湍流研究已

经取得二定进展
.

但是
,

能否在本世纪内在这一方面有所突研
,

仍然是今天对流体力学与应

用数学工作者的挑战
.

70 年代以来
,

人们用动力系统来描述湍流 , 在实验中
,

发现了剪切揣

流的拟序结构
,

两个方面的研究平行地进 行着
.

最近
,

人们找到 了两者的联系
,

从中似乎看

到揣流问题可能取得重大进展的一线曙光
.

一
、

动力系统的低维描述[ ‘~ ‘〕

在研究中
,

人们总是 企图用尽量少的变量
,

或者说
,

在尽可能低维的子空间中来描述复

杂的物理现象
.

这样做
,

不仅可 以减少工作量
,

而且可 以增强 几 何 直2观性
.

上 世纪 末
,

Poi nc ar e 提出了相平面的概念
.

艺A
n d r o n 。 , 毕生所从事 的 是二维相平面上的积分曲线的研

究
.

从二维系统到三维系统经过了几十年艰苦的努力
,

因为三维系统与二维系统有着本质羚
区别 , 至于从有限维到无限维空间

,

许多结论不能直接推广
,

泛函分析就是研究无跟攀空间

的数学分析的工具
.

流体力学问题与有限维空间动力系统的对应关系正是人们需要进行研究

的重要问题
.

现在
,

我们来 回顾一下现有的降维 方 法
: 直 和 分解法

,

中 心 流形定
卜

理健抓
L艺a p u n o , 一

S c hm id t 过程
.

刘
.

于 ” 维空间的线性动力系统
:

d X / dt o A X
,

X l一= X
。

(1
.

1)

其中A 为” x n 阶矩阵
,

外 文黑体表示向量
.

该系统的解可用矩阵函数来表达
:

X = X
oe x p〔A t〕 (2

.

2 )

因为A 必与某 Jor d a n 矩阵相似
,

即存在满秩矩阵S
,

使

.
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J 1

(1
.

3 )
:
‘

.11、

一一
SA一S

其 中J‘ (i, 1 , 2 ,

⋯
, r

) 为 Jo r d a 。 块
,

于是

e x p〔A 才〕= S
一 ‘
(
e x p [ J ; t〕¹ e x p [ J

: t ] ¹ ⋯ ¹ e x p〔J
, t ] ) S ( 1

.

4 )

符号¹ 表示直和
.

因此
,

解流特性通过直和分解变成低维子空间问题来研究
.

对于非线性系统
,

我们可在平衡点附近进行局部线性化
.

如果该点 是 双 曲 的
,

那么
,

H ar tm an
一

G r ob m an 定理保
一

证了该系统是结构稳定的
.

也就是说
,

非线性流与线 性流同胚
,

两个系统的稳定
、

不稳定流相
一

切
,

且一一对应
.

为了研究非双曲点附近的解流的定性行为
,

我们利用中心流形定理来降维
.

中心流形定理 设j为R ”

中的口向量场
,

f( 0 ) 二 o , A = D j( 0)
,

将A 的谱分为口 。 , a 。 ,

丙三部分
,

满足 :

「< o 几( “·

R e 几} 一 o “‘“
·

、 > O 几〔汽

( 1
.

5 )

与a 。 , a 。 , a 。

对应的本征空间分别 为E , , E 。 , E 。 .

那么
,

在原点存在C
r

类切于 E “ ,

E
‘

的

不变流形牙
“ ,

不
8

和 C卜
’

类切于E
“

的不变流形班
“ .

它们对于f的流是不变 的
.

其 中
,

稳定与

不稳定流形是唯一的
,

中心流形不一定是唯一的
.

根据上述定理
,

我们便 可在中心流形上来研究非线性方程的局部分叉
,

从而 使 问 题 简

化
.

为了研究 B a n ac h 空间的情况
,

可以采用 L yaP o n 。 , 一

S ch m i dt 过程来 降维
.

譬如说
,

我们讨论非线性本征值问题
:

A “一几“二 0 ( 1
.

6 )

其中A 为B 、 B 的非线性算子
, A ( 0) ~ o ,

其分叉点尸必为线性化方程的谱点

加一几u = 0 ( 1
. 7 )

其中L = A
‘

( 0)
.

对应尸的本征函数
sp a
川甲

: , 甲: , ... , 甲。}形成算子乙一几01 的零空间
。

方程
’

( 1
.

6 )等价于

Lu 一几o。= 占u 一 R u ( 1
.

8 )

其中占= 久一护
, R = A 一乙

.

若把解“分解成两部分的直和

。= 云易诱
, + 。 ( 1

.

9 )

根据可解性条件

<( “‘一 R )(
切 ·

鑫
C ,

,
,

)
,

‘,>一。 (‘一‘
, 2 ,

一 “,
( 1

.

1 0 )

于是

tD 一 r (“ 一 R ) (咨
。 卫

.

、

山七 ,尹了一 切 少
J 一 1

( 1
.

11 )
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这里T 为对应L 一几叮的伪逆算子
‘,

.

将方程(1
.

11) 的解代入 (1
.

1 0 )
,

⋯
,

C 。
)

,

便可建立分叉方程
.

1 7 3

即 , = 切(占
,

C : ,

C : ,

二
、

湍流拟序结构〔
5、8 ]

1 9 6 7年
,

K lin e
等发现湍流边界层底层充满着流向 涡

.

1 9 7 1 年
,

B r o w n R o : hk o 发现

混合层并非是毫无结构的湍流楔
.

他们的实验结果启发人们用新的观点来研究湍流
.

所谓 “湍流拟序结构” 是剪切湍流中一团相位相关 的湍涡
,

是一种能够识别 的
,

长久维

持的流动图案
.

湍流拟序结构的重要性在于
: 至少在发展阶段

,

它 对于质量屯动量
、

能量的

输运过程起主导作用
,

也对湍流混合
,

卷挟
,

噪声等有重要影响
.

通过研究拟序结构
,

人们

提出了加筋
,

开槽等方法来控制湍流
。

同 R e y n ol d s 平均法相比较
,

它保留了更 多的相位信息
.

若定义系综平均量为
:

<f (二
,

g
, z ,

娇)) = l
万

(2
.

1 )

显然它不同于时间平均量

LmOOk 拿
,
‘
(一。

,

一‘+ “(‘, ,

了(二
, 。, 二

)一 工im 爵{
, ,1 , (二

,

。, : , , ‘)‘,‘

牙 . 怡卜‘减〕J J 一 了l 名

(2
.

2 )

若将物理量分解成平均部分
,

相 干部分
,

随机部分之和

f(二
, v , 二 , t )二F (二

,

v
, :
)+ j

。

(劣
,

梦, : ,

* ) + j
r

(二
,

g
, : ,

t) (2
.

5 )

那么

了二F
,

(f>= F + f
。

(2
.

4 )

因此
,

在系综平均后
,

仍能观察到流动结构
.

同湍流统计理论相比较
,

拟序结构说明在 随机行为中还隐含着确定性行为
,

这是无序中

的有序
.

拟序结构无形中说明系统存在着一种尺度
,

只有在 比该结构更小的尺度上
,

随机行

为才会起支配作用
,

耗散的小尺度运动在流动发展的动力学行为中不起重要作用
,

即湍流的

能量平衡只是一种约束
,

而不是一种湍流输运的驱动机制
.

典型 的湍流拟序结构有
:

管流中的湍流栓 , 边界层中的发卡涡 ; 湍流斑 ; 旋转圆筒间的

T ay lo r 涡 , 混合层 中的涡对 ; 卡门涡街 ; 湍射流涡环等
.

可以想象
,

剪切湍流是 由这 些准

确定性的结构为基元组成的
,

研究这些基元的空间
,

时间发展似乎比时均法与统计理论更要

简单些
.

三
、

湍流研究的新途径
—

K a rh
u n e n 一

LO ev
e展开

为了用低维的力学系统来研究湍流
,

必须 回答以下几个问题
:
湍流是否能用低维系统来

l) 若有(L 一知I) “二了
,

Z 为L 一久
。I 的零空间

,

R 为其值域
,

则非齐次方程有解的条件是 了山2 . ,

2 .

为儿一助I共扼算子之零空间
,

定义伪逆算子
_ r o

了
’

j“ 1
, 双笋

f(R 上

f(R

该 . 在Z 上空间中是唯一的
.
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描述 , 如何最的飞效地进行低维描述 ? 衡量低维描述近似程度的准只U是升么?
,

我们首先来看一下实验事实
〔‘。’:

粘性流体绕圆球的流动
,

可以观察到一系步唾分叉
一

现 氛
R e 二3 6 涡脱落开始 f

: = 5 9 0H z

R e = 5 4 出现第二频率菜
;

R 。 = 6 6~ 7 1 浑沌 (R
o e lle

一

T a k e n s 一

N e w h o u s e M o d e
)

R ‘‘胃了6
,

有三个频率的准周斯运动

尺. 二8 1 ~ 8 8 浑沌

R ‘= 马。 有四个须率钓推周期运动

R e = 1 4 0 ~ 1 4 3 浑沌

在上述实验 中
,

.

人们发现流体运动与低维动力 学系统有类似的特性
: 有序运动与浑沌交替妈

姿

现
.

而且
,

确实测到了有三个
、

四个频率的准周期运动出现肠 这二情祝有点象志
a

聪妙最瓤
,

的猜想
,

R 夕e 11伐
一
T a k eas 理论不能包括所有情况

‘

人们还发现涡脱落频率~ 般
!

随刀岁数连续

变化
,

但在通过浑沌窗时有间断
.

同样地
,

根据实验结果还计算了维数
.

有序时
,

维数与独

立的须率数相 同
,

但在浑沌窗内兮 维数跃迁到 某二分数 值
二

譬欢口
:

,

R 暇共6住, 71
, , = 4

.

4 ,

R e = 81 、88
, , = 4

.

8
.

当R 。
数增高到 1 04 时

,

维数 v不超过 2 0
,

这个实验事实确实支持了流

体系统可以用低维动力系统来描述的论点
.

从图象识别 的原理
,

我们亦可以得到一些启示
.

虽然每一幅 图象 可 以 根 据 许 多 象 素

(Pi xe l) 上的信息来识别
,

或者可以展开双重
一

F。二ie r
级数来表达

,

但这样做并非是最有效

的
.

实际上
,

人的大脑可以贮存许许多多图象
,

而且识别是瞬时的
.

这就说明
,

人只要很据
少量信息便可作判断

.

以识别人为例
,

这是因为布大脑中事先存贮了大量的平均脸型
: 欧洲

人
,

非洲人
,

亚洲人
,

在 中国人中又分南方人
,

北方人等等
,

在此基础上
,

我们只要根据个

别冰颧骨
,

眼睛
,

嘴唇等少数特征
,

便可加以辨认
.

所以对图象完全可以进行低维描述
.

同

样地
,

对于湍流有所谓拟序结构
.

因此
,

也可以对它进行低维描诊
, 当然

,

这种描述必须在

最绪捧餐的月11如对 空闻冲来进行
,

考事如下的方程
‘
弄
‘’

a从娜才宁G (“ 、
尸) (5

.

1 )

这里
,

R 为控制参数 (如
: 雷诺数 R 。

)
, “ 还要满足一些附加条件 (如 :

.

v. “ 一 0, 边暑条件
:

等派暇条正交组 {中?
’} 要满足上述附加条件

.

显然可以将正交组作正交变换至
卜

{中‘
” , }

,

使

之休声
.

,
L .

于是

“ 一

别
。

少
(“ ,

(3
·

2 )

定义两点相 干

K , ,

(x
,

夕)= <u ,
(二 )

, u 节(夕) ) = 乙 几, 中犷
,
(二 )中二

“, 怜
(y ) (3

.

3 )

即要水
(A

。 ,
A 君> = 几

。
占
。 。

其中占
。 。
为 K : 。n ec ker 记号

,
·

即当。= m 时为1 ,

否则等于 零
.

于是

K 中(
. ) ~ 几

.
中(. )

可见中‘
, ,
选为相干矩阵函数的本征函数便可以达到 目的

.

取近似表达式

(3
.

4 )
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“” u 二
二兄 A

,

. ‘” ,

(3
.

5 )

采用
、

G al e r ki n 方法

·

a 。
, 。 、

\

丽 u , 一 行Lu N ,
允 ) )

0 (j= 1
,

2
,

⋯
,

N ) (3
.

6 )
JJ

中

了

了砚、

便可导出与连续系统相对应的低维动力学系统
.

误差的标准可要求 u N 包含絮跳的大部分能

量
,

也就是说
,

能量比率

E 二乙 机 /零
,

。
、 〕

(3
.

7 )

应该十分接近于 1 (譬如
:

‘
一

95 肠以上 )
.

这样做便
一

可解决不同模数定性结果不一致时
,

如何确

定截断硕数的问题
〔。’.

二

这种展开法来源于图 象识别
,

称为 K 盯恤廿血
一

加时
e

·

展开
. ‘

它
‘

的优点是能够描述 流动

的几何结构
.

而且这种展开所需模数最少
,

因此
,

是最优的
.

四
、

应 用 实 例

]
.

G in z b往 r g
一

L a n d a 以 方程
t ’‘a

ioA /日t + q 么

(1 一‘c 。)aZA /日二
么一 ip A + (i + ‘p ) !A !叼 = o (4

.

1 )

该方程来自许多物理问题
,

立方 Scli
r 6 di o g er 方程只是它的特例

. c 。, p 为实参数
,

附

加条件是A (二 十 2 , ,

t) = A (x
, t )

.

我们考虑q在 0
.

6 与 1
.

3 间的情况
, q ~ 。

.

95 是浑沌解
,

Lya p u n
ov 指数为 3

.

05
.

根据这个解获得相干函数
,

其头三个本征 值 为 凡; = 0
.

5 3 2 8 ,

凡: =

0
.

08 55
,
几。= 0

.

0 0 1 3 ,

护< 1 0 一 抢 ,

所以这三个模 占总能量的 99
.

9帕
.

准确解 与近似解的结果

令人满意地一致
.

2
.

热对流
〔“ ’.

取尸r = 0
.

72
,

R a 二 4 6 0 0 0时
,

用谱方法进行数值计算
,

获得本 征 值
,

本征函数
,

得到低维动力系统
.

试验结果 表 明
,

10 6 项
,

占总 能 量 80 肠 , 2 85 项 占总能量

90 呱
; 5肠项 占总能量95 恤 , 1 2 7 6 项 占总能量 98 帕

.

即 便是这一不太 理想的结果
,

比流场记

录(3*2 )s 牙4个戮据还要节省存贮量
,

即前者仅为后者的 1 /1 00
.

3
.

图象识别
『‘“J. 取1 15 张样本的信息

,

通过消除误差的处理与归一化
,

获得相 千与本

征函数
.

一般说来
,

本征图在 1 0 0以下便可以得到满意结果
.

这就是 说
,

可 以 从 2“ 维降为

1 00 维
.

全脸的图象取4 0项
,

误差为7
.

8肠
.

局部化可使误差下降
.

即使样本是男性的
,

对女

性脸型仍使用同一本征图
,

40 项的误差仅为 3
.

9肠 (另一次为 2
.

4帕)
.

这个佩子说 明方法是

非常成功的
.

[ 1 ]

〔2 1
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