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摘 要

本文讨论映射 T . , ‘” [妒〕
。

的全局结构
.

T Z

具有对称的不连 通子结构的性质和〔1 ]用计算机

得到的结果一致
.

但当”= 3时
,

这些 子结构不再具有对称性了
.

本文得到随”增大时 T 。
的全局分

叉结构
,

并得到了映射T
。 , , : 万一〔“扩〕

.

的类似结果
.

关. 词 数字映射 分叉 全局结构

- 己 ! 食
.

、 J l 杯刁

由M a n d el bo r t 提出的分形 〔“,几何是数学上研究复数集合的有力工具
.

借助于一些简单

程序
,

计算机可用来研究Man de lbor t集合的边界
.

A
.

K
.

D e w d ne y〔” 利用计算机研究了

数字迭代 T : : 戈, 〔扩〕:
,

发现一些有趣的现象
.

同时
,

他还提出了一些没有解决的问题
.

本

文从数学上讨论了这些问题
,

并给出了部分答案
.

我们考虑数字映射T
。 : 劣 , 〔二

么

〕
。 ,

这里劣是 n 位的自然数
,

〔工
:

〕
。

表示砂的最后”位数
.

利

用计算机
,

〔1〕发现T :
有六个不相连的子结构

,

这些结构具有高度对称性
.

A
.

K
.

D e , d n ey

问T : 的这一结论在”> 2时是否仍然成立
。

本文不仅 回答了这些问题
,

还证明了T
.

的全局分叉结构
,

同时也证明了T
. , , : x , 〔拼砂〕

.

的类似结果
.

二
、

T 乏和T
3

的全局结构

首先
,

我们讨论T Z
和T 。的周期点

.

引理 2
.

I T , 的全局结构如图工所示
.

从引攀知
, T :

有四个不动点
,

其他点经过 两步迭代之后都被吸引到这些不动点
.

这些 不相
连的子结构形成两对对称对

.

,

创刊十周年处一百期纪念特刊( I )论文
.
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\ !f
‘
’ ‘

\ !厂
’
8

. 1 T
l

的全. 抽构

引理2
.

2 (l) T :
有四个不动点 , (2 )护

:
有四个不动点 ; (s) T ,和 T :

都没有尸
一
2和尸

一 3

点
。

证明 这里只证(l)
,

其他证明类似
.

劣是一个两位 自然数
,

写成 x = IOa + b
,

这里。和b是 一位数
.

如果 x 是T : 的不动点
,

则 “

和 b满足方程〔2 0
a b + b

名

〕: , 1 0 a + b
.

比较等式两边第二位数字
,

〔b
吕

〕1 , b
,

所以b是 0
, 1 , 5

或6
.

再比较两边第一位数字得到
a ,

1 :
b二 0

,

则a = 0 ; 2 :
b = i ,

则 a = 0 , 3 :
b = 5 ,

则a = 2 ; 4 :
b = 6

,

则a = 7
.

所以 00
,

01
,

25
,

76 是T Z
的四个不动点

.

用类似方法可以得到其他周期点
.

引理2
.

3 (1)T
:
有两组p

一
4点

,

它们是 (2 1
,

4 1
, 8 1

,
6 1)和 (1 6

, 5 6
,

3 6
,

9 6)
,

(2 )T
。
有两组p

一 4点
,

它们是 (2 0 1
, 4 0 1

,
5 0 1

,
6 0 1)和 (1 7 6

,
9 7 6

,
5 7 e

,
7 7 6 )

.

引理2
.

4 T 。
的两组尸

一

20 点如图2所示
。

J呈上』挤址J 尽三一」专二
~

少弓止公手上习牡_ 卯二止别

坦旦_ 25 6 少3‘ 2洲 6 1‘ 4 5 6 9邪 0 9 6 2 1 6

!
一

。。 6

卫
!

,

二 :
)

: :
_

、!
_

。 。9 。 7 : 。 。5 。 。1。 。9 。 。3 6

1
日2 T 3的两组尸

一
20 点

接下来我们讨论T :和T 。
的吸引域

.

引理 2
.

5 (z)若两位数 a 的末位是。
,

则〔a .〕: 二 0 0 ,

(2 )若两位数a的末位是 5
,

则〔。“〕: , 25
.

利用这一引理
,

有18 个数经过一步迭代被吸引到00 或25
.

引理2
.

6 (1) 若 a 是一个两位数
,

则〔(1 0 0干a )勺
: = 〔a勺

: ;

(2 ) 若
a 是一个两位数

,

则[ (5 0士a )
. 〕: == 〔a 勺

: .

根据这个引理
,

不动点0 1 ,

76 和两组尸
一
4点的每一点都有三个点作为它 的一步吸引域

.

这样

不动点
,

尸
一
4点和它们一步吸引域中含有 60 个点

,

它们的个位数是
一

o
, 1 ,

4
,

5
, 6 ,

9
.

剩下

的点的个位数是 2
,

3
,

7
,

8
.

引理 2
.

了 不动点和 尸
一
4 点的一步吸引城中的点

,

若十位数是偶数
,

个位数是 4或9
,

则

它们有自己的一步吸引城
.
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根据这引理
,

在P
一 4点的一步吸引域中只有 4 9

,
2 4

,
5 9

,
2 9

,
6 9

,
0 9

,
0 4

,
5 4

,
4魂

,
6 4 有它

们 自己的一步吸引域
.

很容易写出0 4 , 0 9
,

49
, 6 4

,

44 的吸引域
,

剩下要讨论的是 24
, 8 9,

2 9
,

6 9和 8 4
.

引理 2
.

8 (1)若两位数
a 是偶数

,

则有
: 仁(2 5 +

a
)
“〕, ‘〔。昌+ 2 5〕: ,

(2)若两位数 a 是奇数
,

则有 : 〔(2 5 + a )
“〕: , 〔口“+ 2 5〕

:
, 〔。多一 2 5二。

,

根据这个弓!理
,

我们就能发现 24
,

89
,

29
,

6 9
,

84 的吸引域
.

类似地讨论
,

我们可以发现T 。

不动点和尸
一
4点

,
尸

一
2 0点的吸引域

.

这样我们就得到 了T : 和 T :
的全局结构

.

定理 2
.

I T : 的全局结构包含六个不连通的子结构如 图3所示
.

晶3中
,

我们看到六个子结构形成一些对
,

每一对都高度对称
.

4 。。 愁
) 6。)

.
8 日

. 移O
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.
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. 、

\
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.0份
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, 一
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、2

价芝、 5 4 、4

) 一
艺

�

韶\厂j/
22 ?

匕1 6 1人

熊叹

z‘四

4 2 5 3

\
石x /

甘
’7

4生 研

二

爷
9 3

5 ’\ 工,
9 9

\/

爵|产
J卜 /

! 6 ‘、

0 1 7 6

. 3 T .
的全 . 幼构

定理2
.

2 T 。的全局结构包含八个不连通的子结构
,

如图4到 图7所示
.

从定理 2
.

2知
,

这八个子结构不形成对称的对
,

即T : 不再具有T l那种对称性
.

三
、

T
。

的全局分叉结构

在 T l和少。结论的基础上
,

我们讨论随”增大时T
,

的分叉现象
.

引理3
.

1
, ‘
对任意

n > 3 , T .

有四个不动点
.

证明 用归纳法
,

设A 二 ( 00 一心)
,

刃‘ (加 :. 1 )、 召‘丈
“ .6 25 )

,

刃= ( ⋯ 3 7 6 ) 是 T 一 : 的

四个不动点
,

这里A
, B ,

C
,

D 是。一 1位数
.

刘诫若 1沪 x a 十城是 T
,

的不动点
,

则 。 满足关

系仁Z
a x o 十 0〕: 二a, 唯一地只有 当a ~ 。时上述关系才成立

.

于是从A 得到八的一个不动点
.

对凡 C
,

刀的讨论类似
.
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。
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- 一

~
.

}一

圈4 T :的不动点 00 0,

月

... . ---

444 9 9 5 0 1 9 9 999

少
2 (牙

⋯
. ,

- 一
.

~ ~ . . 奋一
.
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一
一一
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几

一
_

}。
。

晶
. ’

荡流}
!

.

⋯
⋯

、 二

1
圈 5 了

’

, 的不劝点0 01
,

3 T6 生成的子结构

引理3
.

2 对任意
n > 3, T

,

没有户
一 2点和尸

一 3点
.

证明 T
,

的尸
一
2和尸

一 3 点只能由T。 , 的不动点生成
,

由
·

上面关系式解的唯一性
,

知T 。

没

有尸
一
2和P 一

3点
,
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圈7 T ,的奇教尸

一 4点
,

尸一2 。点生成的子结构

引理3
.

3 对任意
, > 3 ,

少
, 一 :的不动点B和D 分叉出T

。

的两组尸
一
4 点

.

证明 这里只对B证明
,

D 的证明类似
.

若 10
” x a 十刀是少

,

的尸
一
4点

,

则 a 满足关系式

〔6 a + 0」, ‘ a

易知
, 。== 。

, : , 4 , 6 ,
8是该方程的解

.

由引理 3
.

1 (。、 : 。· 十

堆
T

。

的不动点
,

且 ,
.

没有

P
一
2和p 二3点

,

所以( Z x 1 0 .
+ 刀

, 4 火 1 0
”
+ 刀

,
6 x i o

,
+ 刀

,
s 义 1 0

.
+ B) 构成尹

,

一组 尸
一
4 点

.
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可以证明A和 C不会分叉出T
。

的尸
一
4点

.

引理3
.

4 若 E 是 T
。 一 1的P

一 4。点(m = 1或m (m
o d s )= o )贝!JE + ‘x 10 ”

(i~ O
,

2
,

4
,

6
,

8 )或

E + j x 1 0 ” (j= ], 3
,

5
,

7
,

的是 T
。

的尸二即。点
.

证明 若1沪 x a + E 是T
,

的一个尸
一

20 m 点
,

则 a 满足方程

〔T 若
0“
(i。

” x a + 万)〕
。
= 1夕 x 二 + E (3

.

1 )

I;日 〔。, + , ( E “2。仇
)〕

, 二 a
(3

.

2 )

这里
。

(E
“2。饥

)表示 E 户
价 的最 后。

位数
.

显 然方程 (3
.

2 )只有当
‘

(E 户
份
)二o 或 5时有解

.

设

〔T 二“(1 0
” x a + E )〕

。
= 1 0 , x a : + E (3

.

3 )

〔T 之, (1 0
” x 夕: + E )〕

,

== 工O
, x 夕: + E (3

.

4 )

[ T : ,
(1 0

” x a : + E )〕
。
= 1 0

. 义 a 3 + E (3
.

5 )

〔T 二‘ (10
. x a : + E )〕

。
= 10 “ x a ‘+ E (3

.

6 )

从 (3
.

3 )、 (3
.

6 )可以推出下列关 系式

[ 6 a + ‘

(E
“‘.

)]
; = a :

(3
.

了)

[ 6 a l + ’

(E
Z ‘价

)〕
: 二〔6 a 。

一 ’

(万
‘, 价

)〕
, ~ a Z

(3
.

5 )

〔6 a : + ‘

(万
2 ‘饥

) ]
: = [ 6 。 + ‘

(万
“, 2 价

)〕
: = a 3

(3
.

。)

〔6 a : + ’

(E
“‘价

)〕
: == 〔6 。 + ‘

(E
Z , ‘饥

)」
, = a ‘

(3
.

1 0)

将 (3
.

7 )代入 (3
.

8 )
,

(3
.

5 )变为

‘

(万
“‘拼

) == 〔7 x ‘

(E
“‘价

)〕
:

(3
.

1 1)

同样(5
.

9)和。
.

1 0)成为

‘

(万
”‘, 份

)~ 仁6 x ‘

(万
2 . 协

)+
‘
(百

“‘价
)〕

,
(3

.

2 2 )

‘

(E
“, , 饥

)= [ 6 x ‘

(E
“, , 协

) + ’

(E ““ )〕
:

(3
.

1 3 )

从(3
.

2 )和 (3
.

10) 得到下列关系

: 6 。 + 1

(E
: : 。· ,)〕

: 一〔6 a ‘+ 1

(百
2 4 。

)〕
:

(3
.

1 4 )

将(3
.

1 0 )、(3
.

1 3 )代入 (3
.

1 4 )得

‘

(万
‘, 。价

)二〔。又
‘
(E

“‘”
)〕

:
(3

.

1 5 )

于是只可能
,

(E
“, , fft

)= o或5
.

若
,

(万
‘, , 价

)= o
,

(3
.

2)的解是
。= o

,

2 , 4 ,
6

,
8 ; 若‘

(E
, , 。’

)

= 5 ,

(3
.

2 )的解是
。 = 1 , 3 , 5 , 外 9

,

南于 8,
,

1 2川
,

t编娜不整
‘

除 2自扔
,

所以这些解不是 T
.

的尸
一 sm ,

尸
一

12 。
,

和尸
一

16 拼点
, 只辜证明这紫解不是T , 的尸

一

细岛 郑们韵证明钟寒成了
·

由归纯堵E 暴由几
一 :

的尸
一

枷/歼优> 落)卓或不动点(拼二 1)尸生成的
.

,

于是凡, 军
,

尸
: 二

〔E + Z X lo “
一 ’〕

, 一 : ,

E
:

, 〔E + 4 X lo ft 一 ‘

〕
, 一 , ,

万,乡厂君+ 早火 1 0 ”
一 ‘]

。 一 : ,

E
。
二〔E + S X

IQ
’ 一 ’

〕, ,

逞 T ,
一

乒的尸
一 4哪点(华 > l) 成一个不动卓和四个尸

二
4点(砰, 正)

.

若有内使
“ : X IQ

, + 万
:

是 T ,

的p
一
4 m 点, 则有 、 今

, a归 , 使 得
a , 大 工。

,
+ 君

: ,
卒。X 表Q

”
十如 个‘X 工p

”
+ 军, ,



二奥数字碘射药全局塔宿
1如

a 。x 1 0 ” 十 E
。

也是 T
,

的尸
一 4 m 点

,

则下列要求必须满足
:

,
(E 考

‘加

)二 o或5 (‘二 1
,

2
, 3 , 4 , 5 ) (3

.

2 6 )

注意到E ‘的末位是 1或6
.

(3
.

16 )不
一

9J’能满足
,

这表明 (3
.

2 )的解不是 T
。

的尸
一 4”点

.

根据引理 3
.

1、引理 3
.

4 ,

我们得到T
。

的分叉定理
.

定理3
.

1 任意
n
> 3 ,

T
.

有如下周期点

( 1 ) 四个不动点
:

(0 0 ⋯ o)
,

(0 0一 )
,

(⋯ 6 2 5 )
,

(⋯ 3 7 6 )
;

( 2 ) 两组p
一4点

,

(2 0 0 ⋯ 0 1 ,
4 0 0 ⋯ 0 1

, 8 0 0 一 0 1 , 6 0 0 ⋯ 0 1 ) 另一组由引理 3
.

3给出 ;

( 3 ) 两组p
一
4 x 5 念

一 “

点 (k二 3 , 4 ,
⋯

, n
)它们的末位是 1或6

.

定理3
.

2 当n 增加
,

T
”

的全局分叉结构如图 8所示
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s
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. . . . . .
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. 、

戈二:
‘.

二丁
’

二万
’ .

“

, ~ 气 、
、

、
户

_

、、、

甘口 、

、、

卜\人
了粉

,

殆

\飞
介

\
_

邵扮“补\
’ ‘ ’

二
、

圈S T
。

的全局分叉绝构

记T
”

的定义域为N
。 ,

吸引子为A
” ,

当 n固定时N
。

中含有 1 0 ”个数
,

而 A
”

中包含 2 + Z X

5 “
一 ‘
个数

。

当 n
, oo 时

,

类似于H a此 dor ff 维数 〔“’那样考察其对数比
,

我们得到

lim
ft es 伽〕O

In (2 + z x s一
’

)
In 1 0 . 盔

、。
·

6”8 9 7

具有
“分形” 的性质

.
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四
、

T
。 .

;
的周期结构

在本节 中我们考虑参数数字映射T
, , , : x , 〔漪

艺〕
。 ,

这里拼是正整数
.

引理4
.

1 对任意拼
,

T
。 , ,

没有尸确点
,

这里k斗 1和k今 4 x 5 ‘(l = o
,

1 ,

⋯
, 。一 2)

.

证明 若 劣是T
. , ,

的尸确点
,

则

T 鑫
, ,
(劣)= 二 (4

.

1 )

这等式可写 为
〔拼

2今劣“含」
。
二〔僻〕

.

(4
.

2 )

这表明若劣是 T
, , , 的尸确点

,

则〔拼幻
”

是T
。

的尸
一
k点

.

利用定理3
.

1 ,

引理结论显然成立
.

从引理4
.

1我们知T
。 , , 只可能有尸

一 4 X 5 ‘(l= o
,

1
,

⋯
, 。一 2 )和不动 点

.

引理4
.

2 若拼是奇数且 5老拼
,

则 T
。 , ,
有四个不动点和两组 尸

一 4 X 5 ‘(l= 0
,

1
,

⋯
,
”一 2 )

点
.

证明 考虑映射m , :
Z份、 Z言

, x一印幻
。 ,

这里Z 吉是整数集合 {0
, 1 ,

⋯
,

99 ⋯ 9 }
.

若
、

二〕r 曰

〔拌劣〕
.

= 〔拼v」
。 ,

则拼(卜
g )二 10

” x a , a 〔Z 言
.

由伽的条件
,

只可能
a = o 或1 0 ,

】(二一夕)
.

所

以 , , 是单射
,

注意到Z 言是有限集
,

所 以m
,

也是 满射
,

即m , 是双射
.

从定理 3
.

1知引理4
.

2的

结论为真
.

引理4
.

3 若“是偶数5 才户
,

则T
。 , ,
有两个不动点和一组尸

一
4 x 5 忿(I= o

,

1 ,
⋯

, 。一 2 )点
,

证明 首先设拼= 2拼, , 拼: 是奇数且 5 犷拼: .

考虑 m
, ,

若 〔拼二〕
”
= 〔拼梦〕

”

则2拼:
(戈 一梦)= x o

,

x 。即劣 = v或者 劣二 S X i o “
一 ,

+ , , 义
,

g 〔Z 吉
.

由于m ,
(Z 吉) 只含 5 大 1 0 , 一 ’

个象点
,

由定理 3
.

1

当拼, 2拼1时结论成立
.

若拼= 2 ,
: , t> l

,

内是奇数且就拼
: ,

则(4
.

2 )可改写 为

〔2“奋 (2
‘一 , , 一二 )沪 」

,
= 〔2(2

‘一 ’; x二)〕
.

即 [ 2 , . , “. 〕一〔2 9〕
.

这里g = 2’
一‘内劣

.

由归纳法
,

当t> 1时结论为真
.

用同样方法
,

我们可以证明下面结论
.

引理 4
.

4 若拜是奇数且5 }拼
,

则T
” , , 只有两个不动点

.

根据引理4
.

1、 4
.

4 ,

我们得到 T
。 , ,
的周期结构如下

:

定理4
.

I T
。 , ,

的周期结构归纳为

( 1 ) 当5 了“
,

2之拼时
,

T
. , ,
的周期结构和T

.

相 同
.

( 2 ) 当2 {拼
,

5之拼时
,

T
。 , , 只保留T

。

的一半子结构
.

( 3 ) 当2七拼
,

51 拜时
,

T
. , ,

只保留两个不动点
.

(4
.

3)

(4
·

4 )

刁 p 口

0 0 6 了 7 5

二
0 0 4 4

卜.

11
1.1

7’ : , 。

呷、|?.’
. . 州. . . . . . 同. . . 口~
7

.

4 7

田g T : , ,

(“ , 3
,
4

,
5 )的周期结构



一类数字映射的全局结构 1甘3

( 4 ) 当 1叫“时
,

T
, , ,

只有一个平凡不动点
.

最后
,

我们给出T : , ,
(拜二 3 , 4

,

5 )的周期结构
.

计算和理论分析完全一致
.
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