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摘 要

本文导出了分析计及横向剪变形的浅壳小孔应力集中问肠的简化方程
.

对浅球壳和圆柱壳 带

一小圆孔的情况
,

获得了方程的级数形式通解
.

对均匀内压作用下的圆柱壳
,

求得了 小 圆孔边上

应力集中系数的近似显式解
,

并计算了数值结果
.

关翻润
.

壳 横向剪变形 应力集中

一 已1 言
、

. 砂 . 翻~ 月

R ei s sn e r
和 W

a n 仁”提出了计及横向剪变形
、

二维各向同性
、

线性浅壳理论 的一组
:

方

程
.

用这一组方程
,

R e iss n e r 和 W an
‘“’
研究了带一小圆孔浅球壳的桃向扭转和 切向剪切问

题
,

给出了这两个问题的应力集中系数
,

一

并发现横向剪变形对应力集中有很大的影响
。

.

用 R ei ss n er 租 W
a n 的方程去研究带小孔浅壳问题是很困难的

二
本文为分析应力 集中

问题
,

导 出了一组简化方程
.

这一组方程在形式上非常类似于浅薄壳理论的方程
,

这就使得

我们有可能用在薄壳理论中所用方法来解这一组简化方程
.

对一受均匀内压的圆柱壳
,

其 中面半径为R
、

弯 曲刚度为刀
、

膜柔度系数为 B
、

横向剪

切柔度系数为A
,

上面有一半径为
a 的小 圆孔

,

和球壳问题一样
,

我们发现应力集中系数是

三个无量纲 参 数 的 函 数
.

这 些 参 数 是 拱= “
/( 岁 刀石斌R )

,
几= 材艺牙硬1 二云)

“/ 斌 力月和

Poi ss o n 比v .

对横向均匀的壳体
,

壁厚为 h
、

杨氏模量为E
、

剪切弹性模量为G
,

则刀
,

B 和

A 有如下形式

刀二
E hS

1 2(i 一
v Z
)

’

从而有

拼二岁 1叹丁二沪)

B 一
赢

,
‘一

六

、箭
,
“一

了
2
啥洽)戈

.
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显然
,

极限情况 几= oo 对应于横向剪变形影响不存在或可略去的情况
.

因此下面计算的结果

K (凡
, “ ,

幻包含了徐秉汉等在仁3〕中对K (二
, “,

叻计算的结果
.

二
、

分析均匀各向同性
、

带孔浅壳应力集中问题的方程

在计及横向剪变形的浅壳理论中
,

膜力
、

横向剪力和内力矩的表达 式如下

N ll = K
, : 2 ,

N : : = K
, rz ,

N 1 2
二N : l = 一 K

, 1 :

Q : = 一 D (V
“
V )

, : + X
, : ,

Q : = 一 D (V
“
犷 )

, :
一义

, ,

M
, ;
= 一 D (厂

, : , + v厂
, : :
) + (1 一

v
)A D x

, : :

M
z :
= 一 D (犷

, : : + v厂
, , ,
)一 (z

_

一 v
)A D x , , 2

卜

M
; :
= 一 (1 一

v
)D 厂

, ; : + (1 一
v
)A D (x

, 2 : 一 x
, ; ;
)/ 2

(2
.

l a ,

b
, e
)

(2
.

Z a ,

b )

(2
.

3 a ,

b
, e
)

其中

犷= 牙 + A D 〔v
么

班 十 A 夕K 〕 (2
.

4 )

了 = Z
, : :
( )

, : , 一 2 2
, : :
( )

, : 2 十 Z
, : :
( )

, : :

Z 表示壳中面
,

K
,

牙和 x 满足下列方程

D V
么
V

Z

班一夕K + A D V
Z

了K = o (2
.

5 )

B V
Z
V

Z

K + 了珍 = o
,

(1一
,
)A D V

Z x / 2 一 x = o (2
.

6 a ,

b )

设中面半径的量级为R
、

壳厚为h
,

开有孔口大小量级为
a 的小孔

.

如果研究的是孔边附

近的小区域
,

则式(2
.

5 ) 中
,

第一项和第三项的量级分别为 D 不 / r
,

A D K /( R a ‘

)
.

又由方

程(2
.

6 a
)知B K / a 毛、砂 / R a “ ,

故方程(2
.

5 )中第一项和 第三项的量级比为 (5八2(1 + ,
))

·

(R /

a
)
2 .

一般说来
,

R / a 是很大的(R / a 》 z则(5八 2(1 +
,
)

·

(R / a
丫》 1 )

,

因此
一

可略去方程 (2
.

5 )

中的第三项
.

由此导出

D v勺
2

不一了K = O (2
.

7 )

有孔壳体的应力状态由两部分组成
.

一部分是无孔情况下的应力状态
.

另一部分是由于

孔的存在
,

在孔附近引起的应力扰动
.

随着离孔距离的增加
,

这种扰动迅速
J

衰减
,

具有局部

性质
.

方程(2
.

6a
,

b)
、

(2
.

7 ) 是在孔附近成立的
,

因此
,

如果我们要求的是孔引起的应力扰

动
,

只要
a / R 较小

,

就可用上述方程组代替方程组 (2
.

6a
,

b )
、

(2
.

5 )来求壳的应力扰动
.

方

程(2
.

6a) 及(2
.

7 )在形式上和薄浅壳的方程完全一样
,

故可用现有的方法来求解
.

三
、

球壳开小圆孔问题的解

对浅球壳问题
,

用〔4] 中的方法
,

我们
一

叮以把方程(2
.

6a) 和 (2
.

7 )中的才和K 表示成

才 = 。 + 叻
,

K = 必一 R D V
Z。 (3

.

la ,

b )

其 中p和功是调和函数
,

而。是下式的解

R ZB D V : V 名。 + 。= o (3
.

2 )

下面在极坐标(
: ,

0) 中来研究间题
.

引入无量纲参数

犷

p = 五
“一斌 1。

号
“一澎 万厄丈i二两万簧不

如果我们研究的是孔 引起的局部应力变化
,

且问题关于0= o对称
,

则。
,

沪
,

功和 x 可表示成



横向剪变形对具有一小回孔的浅壳应力集中系数的影响

叻= 艺 B
o p 一 ” 。0 5 ”o

拐 . 1
(5

.

3 a
)

功二D
; 。

夕+ D : 。In p 一
a 忿B

ZzP

R 刀(z + , )
〔osin s一 In p e o s s〕+ D : : p e o ss+ 乙 D

Z o

p 一 ” e o sn s (3
.

3 b )

x ~ E A
二

K
.

(几p )
5 1。 , 0

二1

(3
.

3 e
)

。二 乙 〔C , ,

H 分
,
(创

一

了
一

拜p )+ C : ,

K
,

(斌 矛拼p )〕
e o s。口 (3

.

3 d )

在这些表达式中
,
B

, ,

Dl
。 ,

Dl
: ,

刀 : 。 ,
A

。 ,
C : 。和C : 。 是积分常数

.

在表达 式(3
.

3a
,

b
, c ,

d)

中
,

交换 c os 和 si n 的位置
,

我们可得关于 0 = 二/2 对称问题的解
.

应用上面的解于文献〔2〕
、

〔5 〕研究过的带小圆孔浅球 壳横向扭转问题
,

我们很容易得这

一问题的应力集中系数
.

l坦犷
_

f
.

1 一 v
)几

2 ‘ 。

汉一(
一

、
、,J/、、,/

拼一几
/了吸、
、

(1 +
,
)(

1 - 4

(z 一
v
)
么

‘一 、1与
: 一

(:)
‘

」;
一。竺斋

二‘
: +

[(l 一)(l 一。尚
么一

(1)’)+ 牛七润
‘!r

.

IL一一
K

(3
.

4 a
)

K . 二 二 - - - - -

一一
:

一七
.

4
1 1 一

- 不二

一—
可
犷

L Ll 一 v )
‘

亡厄甲飞乙二
一

二
_

矿丈二
\ 几 / J Z (1 一

v
)凡

2

f
:

一

,
: +

t(
1 一 ,

,(
1 - 4

(1 一
v
)
2
了胜
、兄

.

了工三巫E
丹 3

)
‘

)
+

窝尽}
f !

(3
.

4 b )

其 中

f = 2 一
2 凡(久)
久 K 式人)

功 = k e i,

(“)k e r :
(召)一 k er ,

(“)k e i: (“)
, 夕: 二 一 〔k e i

‘

(拼)k e i(拼)+ k e r ‘
(“)k e r

(“)〕

‘
: 一

瓮
令4 , o.

,

(k e r ,
(拼))

, + (k e i,
(“))

名

一 2料g -

贝!1(3
.

4 a
,

b )化成

K
. 二

1 + v

1 + (i 一
v
)f

: ’

,
_ _

/
一

1二不「 了
:

几 , ~ 闷一 感尸 丁干丈r二西万
(3

.

sa
,

b )

式(3
.

5 a
,

b)和〔5〕中的结果完全相同
.

对实际问题
,

下面两式总能成立
:

a / R < 2 / 5
,

h/ R < 1 / 3

在上面两式表示的范围内
,

用 式(3
.

4 )算得的结果和 [2 〕的结果完全一致(见图 1 )
.

这也在某

种意义上说明了前面的简化方程是足够精确的
.



1: 98 声
。

文 达 程 尧 那

1
了气

门

一日1 在. 向扭转情况下
,

带小日孔浅球宪的应力绍中系傲的最大最小位
. , ~ 。

四
、

圆柱壳开一小圆孔问题的解

引入一复函数
口二不一‘K /斌

一

刀石五
一

(4
.

1 2

则方程(2
.

6a) 和(2
.

7 )可合写成

V 含V
Za 一 (i/斌

~

万万)了a ‘ o (4
.

2 )

按图 2 取坐标系
,

且作变换
’

劣 /介二P c os e
, 尹= P si n o (4立3,a

,

b)

如果缺究的问题关子介侈对称
,

则〔3] 中已列出了方检(4
.

2 )

的解认

曲 2

Im 。 = ;丝丝‘1
。 户 + 1。

妙、
一丝鲤 (1 +

军 \ P o V Z / 万

c o s 2 8 )一三望 丝
汀
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P 2

+ : :

卜
一
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。。s Ze)+ 一
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一

L 4
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4
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汀 \ P o
V 艺 /

B
。: 2几

: e os 2 0 A
: :

2 兀 p Z 兀
(1 +

。o s Ze)〕 (4
.

4 a
)

R ea 一

认鲁
一 ZB01 ‘·

努
+ Bll 一

鲁

一 : 凡
, l。些+ 姓

; 。p ,

({ 一l。巴一 l。

尸 0 \ 任 尸0
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2 1·

久
+ 2‘·

努
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)

兴
一

川
, ‘尹(

‘

会
‘“
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+ A ! 。。:

(;一
‘·

几
一‘·

舞)
+ B !立- ZA : 2

P 艺
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一万
恋

_

一

嘿
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粤
一

十

鲁
+ 2

争)CO
S‘

好 (4
.

4 b )

其 中 p 。
二 a / R

,

雪= 心3仃二沪)牙厄刚左2入
,

而 A
。。,

A 。: ,

A : 。,

A ; : ,

B
。: ,

B
: : ,

B
: : ,

B 一3 ,

A zl, A 。: 是待定常数
,

1n , = 0
.

5 7 7 2 2
.

虽然下面
一

我们将用表达 式 (4
.

4 )
,

但为了得到更精确

的解
,

我们可以采用仁6〕中的方法去求解方程(4
.

2 )
.

对应于 (4
.

4a
,

b)
,

方程(2
.

6) 的解可写

成
x 二 C :K :

(珍雪协 )
s in 2 8 + C

4

K
‘

(喊节)台纽 4口
一

(寸
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其中 刀一 4心
一

而牙亏丈j二沪)

下面我们限于研究不太厚的壳
.

贝lJ通过量级分析知犷 的表达式可以简化成

厂二砂 十 A D V
Z

那

因此内力分量可以表示成

E h / 1 日
z v ” = 厄反呀又万而

十奥
日2 \

了
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)
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‘
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沙
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下
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一
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.
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b
, e
)

N
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一务瀑
一

、下 +

吴
一

奈
,
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一爆
一

晶
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.

7 a ,
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川
”
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.
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M
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D
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1 0
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丝D V
Z
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_ _
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“
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Z
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月D
/ ‘ 、

a / 1 口、

一左了气土一 , ) 石户标 和夕X (4
.
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肠
,
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(卜

·
)
命始晶)(i

十

警
v

今枷
.

(1 一 v )滩刀 f l 日

十
-
一 万

不犷一- 一
代
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一

下一
一 -

式
一

\ p a p

.

1 刀2 \
十矛

一

百石厄
一

)x 一X (4
.

老e
)

其中 a 二 2雪

五
,

内压作用下的带圆孔圆柱壳的应力集中

承受均匀内压尸 作用的两端封闭圆柱壳
,

在没有小圆孔时
,
内力分最只有两个不为零

.

N
.

二尸刀/2
,

N , 二尸R

在坐标 系(p
,

0) 中
,

有

3 n o I n 。
_ _ _ n 门 、 : _

3 n o
.

1
.

o D
_ _ _ 。 。 入r

_ 1 月。
_ :

_
n 。
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丁 J

一
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.
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4 4 一

4 4
一

4
(5

.

la ,

b
, e
)

有孔时的内力状态是上式结果和由孔引起的内力变化的迭加
.

对薄膜力
,

在孔边上有边界条件

P二P o , N , = N
, , ~ o

把式(4
.

6 a , c
)和(5

.

la
, c
)进行迭加

,

然后代入上式可解得

(5
.

2 )

A 00 二
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丝
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, 1。一卫嘿
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把上面求得的常数代入式(4
.

6 )
,

可求得N
。,

从而得膜力集中系数

N
。

八二
二 一、下七 . 二

JV ,

P毛5
.

9找
一二 十—乙

护
(5

.

4 )

在此求得的薄膜力集中系数和用不计横向剪切变形的薄壳理论得到的结果相同
.

对弯矩及剪力
,

在孔边上有条件

p = p 。 , M
, = M

, 。
= O

,

Q , = 一尸尸p 。/ 2

把式(4
.

8 a , c
)和(4

.

7a )代入上面 的条件
,

可解得

(5
.

5 )
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-
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7 1 1 1
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了.
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人

在孔边上
,

利用(4
.

8 a ,

b )及边界条件
,

我们得到M
e。
的一个简单表达式

、
。
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利用式(5
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、
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.
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、
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.
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,

我们求得了弯曲应力集中系数
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横向剪变形对具有一小圆孔的浅壳应力集中系数的影响
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