
应用数学和力学
,

第抢卷第 1 期 (19 91 年 1 月 )
A p p lie d M a t妙m a tle s a n d M e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

无波动
、

无自由参数
、

耗散的

隐式差分格式
’

张 涵 信

(中国空气动力研究与发展中心
,

1 9 9 。年2月 2 4 日收到 )

摘 要

本文建立了求解N S方程和E ul er 方程无波动
、

无自由参数
、

耗散的隐式差分格式
.

该格式是

T v D 的和无条件稳定的
.

其隐式部分在 1
,

2
,

3维情况下仅分别依赖于 3
,

5
,

9个点
,

且系数矩阵

是主对角占优的
.

计算例题表明
,

该方法可获得和显式方法相 同的精度
,

能很 好 地捕捉激波和剪

切层
,

且计算时间比显式有较多的节省
。

关. 祠 数值模拟 T V D 格式 隐式差分方法 N N D 格式

一 己 1
.

言、 J . 卜刁

文献〔1 〕通过对一 维N S 方程的解析分析指出
,

若适当控制差分方程的修正方程式三阶

色散项的系数
,

使其过 正激波变号
,

则差分解在激波前后的波动可以完全被压制
.

在此基础

上
,

文献〔2 〕建立了半离散化的无波动
、

无自由参数
、

耗散的差分格式
,

并且证明
,

它是总

变差减小 (T V D )的
.

进一步通过对时间导数项的适当处理
,

文献〔2
,

3」给出了时间一阶
、

空

间二阶精度的单步显式T V D 格式
、

时间和空间二阶精度的单步 T V D 格式
、

二阶精 度的两步

显式T V D 格式(也称修正的M ac
c or m ac k 格 式)以及二阶精度的R u n g e 一

K 毗 ta 显式T V D 格式
.

这些格式
,

我们统称为N N D 显式格式
.

大量的数值结果表明
,

这些格式均对捕捉激波
、

剪切

层
、

旋涡等有较高的分辨率
,

且计算工作量小
,

能成功地计算各种复 杂的流场
.

但是
,

由于

稳定性条件的限制
,

这些格式推进求解的时间步长是有限的 (例如
,

时间为一阶精度的N N D

格式C O 往r a
nt 数为2 /3

,

对于二阶的N N D 格式
,

C o
ttr

a
nt 数为 1 )

,

因而对于类似于湍流问题

需要小网格计算的流动
,

取得稳定解的计算时间较长
.

为 了解决这个不足
,

进一步发展隐式

T V D 格式是必要的
.

文献中目前已提出不少隐式T V D 格式
,

然而
,

在一
、

二
、

三维流场计

算时
,

这些格式一般分别依赖于头 9 ,

13 个点
,

这会导至较繁的块矩阵求逆
.

为了避免这个

困难
,

发展依赖点数少的隐式T V D 格式自然也是希望的
.

解决以上问题就是本文的目的
.

本文第二节给出了隐式 N N D 格式的建立过程
.

第三节介绍 了格式的应用
,

并作了简单

的讨论
.

,
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隐式N N D 格式的建立

研究一彻 E o le r方程 aU / at + aF / a‘= o (2
.

1 )

这里 U 是向量函数
,

F 是U 的函数
.

根据文献比〕的结果
, 、

价离散化的N N D 格式是
:
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这个表达式在时间上为一 阶精度 (乡一 l) 和二阶精度(0 一 1 / 2 )
.
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:
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经整理后可得 :

盛梦
一 , d衅士} + 力梦d必

+ ‘
+ 亡梦

+ , 占吮班 =
么亡

, 二 , .

一厄了(月歹+ 十 一月歹
一
于 , (2

.

7 )

把式中
。二 ,一

。 :一
。 ?

,

“:
一 :

一
。
一

轰
( 1 + “: -

aF / 日U = A
十
十 A

一

= A

)A 亨乳



隐式N N D 格式的建立

研究一彻 E o le r方程 aU / at + aF / a‘= o (2
.

1 )

这里 U 是向量函数
,

F 是U 的函数
.

根据文献比〕的结果
, 、

价离散化的N N D 格式是
:

(器
一

)
‘

一众
一

怀
· ‘一“了

一‘

)

式中 H 抖 专 = F丁
+ + : 十 F歹+ 十 : ,

F歹
+ 于 : = F 咨+ 2

一 ‘
m in m o d (八F 少

十 、

(艺
.

2 )

△F 丁
一 十 )

凡
+

钊 一凡
、

一
2

一‘m in m ”
d( △凡

十 3/ 2 ,

△凡
+
护

F
‘ ,

F
一

以及其他符号的意义见〔2 ]
.

由(2
.

2 )
/ aU \介 1

, 二 ; 。 二 , , 、

了日U \. + 互 1

‘
一

擎
~

、 ~ 一子一〔H 乎
:
二

_

一 H 呼
,

)
.

‘户井已
一

、 - 一 下
二 一

(H , 户
,

一打
” 十了 ;

、
、

一

丽
一

,
, 一 一 吞元、“ , + 十 一 “ , 一十 了,

、硒奢
一

夕
, 一 一 么天以

止 , 十十 一月 , 一 全少

利用 C r a n k
一
N ie o ls o n 方法

,

U 梦
十 ‘

可表示为
:

,

「
, 。 、

了 日U \
n . ,

j 日U \介 + l 飞
U 蟹+ ‘

二 U 母十 }〔1一口)《宾共
一

1 + 以宾拱匕 、 }△t
一 ’ 一 ’

一

L
、 ‘ 一 /

\ a t / ,
’

一

\ 日t / , 」一
’

这个表达式在时间上为一 阶精度 (乡一 l) 和二阶精度(0 一 1 / 2 )
.

将 上两式代入此式得
:

u :一
u :

一豁
(几

十于 一“ , 一 * )
(2

.

3 )

万 , + + 一 万, 一士二〔(卜 0 )月
一

罗
+ 十 +0 H 罗拜卜 仁(卜 0 )H 罗

一 十 +0 H 少少份 (2
.

4 )

‘

、,.... .厅了
.飞..且... ..‘
.、、,1..刀了、飞....,口夕

k一二

1
. _ _ _ 」

{△可
+ 、

,

乞m
, n 坦” u

(不万下
、”

:

二
I△尸几

, /
,

_

负一万m ‘” m ”“

(飞, 兀
一

公
’

入中式引

(2
.

5 )

k
3
二

1
. _ ,

1
.

△F丈
一 3

/
2

。m l

一(
‘ ’

厄不
‘

·

:
. ,

I △F

R ‘一万m ‘” m ““

(
”

一

示
少一 奋

j + 资
-

~ F 育
十 1一 F 十

.

m in m o d (
a ,

b)二 2
一 ‘

〔sin g a + sin g b ]
·

。 in (}
a !

,

{b ! )
士

f
,

士
。

,J

这里 △F

再定义
o F 牛

’ + ‘
= F 亨

““

由于 k牛
十 ‘
△F

士 朴 斗 1

-
了十宁一

一 F 亨
” ,

6尸丁
”十 ‘= F 了

” 斗 ‘一 F 俨

k , △F君飞
十O( △‘△‘)

经过不复杂的运算易得
:

马
十十一马

一、一 H 罗
十 是 一H 了

-

十口(z 一 k孟+ k贯

*
一

+ 0(1 + A卜 k 理)(占F亨
’ 干 ’一 dF 乡竺广

)(己F 歹圣广
’一 乙F 歹

” 十’
) (2

.

6 )

由于 己F 亨
” + ‘

= A 亨峪U 梦
+ ‘十 O(△才

2

)
,

己F 尸
十 ‘
~ A 丁

“

6 9 号
‘ ’十 O(△才

“

)

为此二式代入 (2
.

6 )
,

然后将所得结果代入 (2
.

3 )
,

经整理后可得 :

盛梦
一 , d衅士} + 力梦d必

+ ‘
+ 亡梦

+ , 占吮班 =
么亡

, 二 , .

一厄了(月歹+ 十 一月歹
一
于 , (2

.

7 )

把式中
。二 ,一

。 :一
。 ?

,

“:
一 :

一
。
一

轰
( 1 + “: -

aF / 日U = A
十
十 A

一

= A

)A 亨乳



张 涵 信

一

第二个是入射激彼与圆柱超声速绕流的干

扰
.

入射 激波角为韶
.

75
’ ,

其位置见图 3
.

它

属于文献以〕所述的第五类千扰情况
.

来流M oo

“ 5
.

弘
,

R e山。 ~ 10
”,

T oo ~ 98
’

K
,

壁 面是绝

热的
.

气体是常比热完全气体
。

采 用激波捕捉

法求解层流N S方程
.

周向和径向网 格取 6 1 x

9 1
.

图3是计算给出的等M
a c h线分布

.

通过以上计算
,

可以看出隐式 N N D 格式

对求解N S 方程是适用的
.

如果和显式N N D 的

结果比较 (图中没有 画 出)
,

它们是 很一致

的
. _

同显式情况一样
,

隐式格式可很好的捕捉

激波
.

由于隐式格式能取较大 的计 算 时 间步

长
,

节省计算时间的优点是明显的
.

1一入射激 2一波园柱
. 3 . 柱上傲坡

一

橄坡钻性千扰的称Mac 卜象分布

作者感谢邓小刚
、

毛枚 良和刘伟同志
,

他们利用本文方法作了大最计算
,

本文引用了他

们部分结果
.
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