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摘 要

本文引进。一可链的P M
一
空间的概念

,

并给出这类空间上单值和多值局部压缩映象的几个不动

点定理
.

关份阅 概率度量空间 M en g er 空间 。一可链的 局部压缩映象 不动点

一
、

引 言

在仁1〕中
,

S e h g a l和B h a r o e h a 一

R e id证明T (
e ,

几卜可链的 PM
一

空间上单值局部压缩映象

的不动点定理
.

后来
,

C ai n ,

Jr
.

和K as
r ie l 在 [幻 中将这一定理作了重要推广

.

但是
,

〔1〕
、

〔幻中给出的定理
,

对卜范数刁的限制条件太强
,

都要求J 满足
:

J (t
,

t) ) t
.

容易证明
,

满

足这一条件的卜范数只要一个
,

即J = m in
.

因此
,

这些结果有较大的局限性
.

本 文引进
。 一

可

链的PM
一

空间的概念
,

它是(
。 ,

几)
一

可链的 P M
一

空间定义的加强
.

在这类空间中
,

我们在只

要求f
一

范数J 满足 :
su p 才(t ,

t) 二 1 的 条件下
,

给出单值和多值局部压缩映象的几个不动点
0 (‘ < 1

定理
,

它们是通常度量空间上局部压缩映 象不动点定理
『’, ‘’的推广

.

二
、

预 备 知 识

一切

空间

以下
,

我们记R 二 (一 oo
,

OO )
,

R
+

~ 〔o ,

oo )
,

Z
十

表示全体正整数的集合
.

牙 表 示R 上

(左连续) 的分布函数成的集合
.

概率度量空间 (简 称PM
一

空间)
,

M en g er 概率度量

(简称M e n g er 空间) 的定义
,

记号及有关术语参见文〔5] 或〔6 〕
.

S e hw o iz e r ,

S k la r和T h o r p 〔。’指出
:
设(X

,

F
,

J )为 M e n g e r 空间
,

如果 t
一

范数刁满

s o p J 以
,

t )二 1
,

则 (X
,

F
,

刁 )是 H a u s d o r ff拓扑空间
,

以
0 才‘ < 1

犷
,
二 {U ,

(。
,

久)
: 。) o

,

几〔(o
,

1 )}

为点P〔X 的邻域基
,

其 中

U ,
(

e ,
几)= 王g〔X : F , , 。

(
:

)) 1 一久}

.

张石生推荐
。
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记上述拓扑为了
,

称为(X
,

F
,

J )的(
。 ,
几)

一

拓扑
.

因此按(
。 ,

还)
一

拓 扑了
,

在(X
,

F
,

刁 )

中可 引进一 系列概念
,

如了
一

收敛
,

了
一

C a
“h y列

,

了
一

完备等
.

下文中
,

若不作特别说 明
,

均假设t
一

范数J 满足 s往p J (才
,

t) ~ 1
.

0 (‘ ( 1

命题 1 谈(x
,

尸
,

J )是M o n
ge : 空 间

,
占为(0

, 、

月中的一个定数
,

对每一 又〔(0
,

句
,

定义 d ; :

X x X o R
+

如下
:

d
*

(,
,

夕)一in f{才> 0 : F
, , ,

(t )> 1 一只} (2
.

1 )

l]llJ 笼d : : 元《o ,
d )卜具有以 下性质

:

( l ) d
:

(二
, , )< 才 当且仅当F

. , ,

(才)> l一肠

( 2 ) d *
(x , 夕)= 0

,

V 之〔(0 ,
d )当且仅当二 二夕

;

( 3 ) d *
(x

,

y )= d *
(夕

,
二 ),

( 4 ) 若几
, 户〔(0 ,

j )
, 拼< 几则d :

(x , 夕)簇 d
,

(x , 夕)
,

丫 x , 夕〔尤 ;

( 5 ) 对任何几〔(O
,

d )
,

存在“〔(0 ,
兄〕

,

使得

d ;
(劣

, :
)簇d

,

(劣
, , )+ d ,

(g , z
)

,

V 二 , , , : 〔X (2
.

2 )

我们称由(2
.

1 )式定义的魂d
* : 久〔(0 ,

的 }为由 M e n g e r 空间(X
,

F
,

J )导出的 X 上的L
-

伪度量族
.

注 1 由(4 )
,

(叼可将广义三角不等式
,

即 (2
.

2 )式推广为
:

( 6 ) 只寸任何
n 〔Z

+

及 只〔(o ,

d )
,

存在产〔(0
,

兄〕使得

” 一 1

d *
(二

, ,
x 。

)( 乙 d ,
(x ‘, 二‘+ : ) (2

.

2 )

其 中x , , x : ,

⋯
,

x 。

为X 中任意 n
个点

.

命题2 设 {d‘ : 兄〔(o ,

d )}为(X
,

F
,

J )导出的乙
一

伪度量族
,

诬二
,

}〔X
, 二〔万

,

则

( i ) 二 ,

兰
一

、二

份
尸

二 , , 二
(, ), 1 ,

v * > o

特
J *

(二
。 , 二 )* o ,

v 久〔(o ,

占);

(11 ) 咬x 。

}是了
一

C a u e h y列

姜二势F 介
,

耘(t)、 1 (
。 ,

m , OO )
,

V t > o

<令今乡d ‘
(x 。 ,

x ,
)。 0 (

n ,
m , OO )

,
V 几((0 ,

占)
.

定义 1 设(X
,

F
,

刀 )是 M e n g e r 空间
,

A c X
, x 〔X

.
x 与集A 间的概率距离 F

: , ‘
定

义为
:

F
二 , ,

(t )= s住 p F
二 , ,

(t )
,

V 泛R
刀 A

记 CB (X )为X 中一切非空了
一

闭
、

概率有界的集合族
,

定义 户
: C B( X ) x C B (X )、牙

如下 (我们用户
, , B
来表示户(A

,

B ))
:

户‘ , ,
(t )= s‘p J ( in f s

F
。 , 。

(
:

)
,

i二f s 往p F
。 , 。

(
:

))
夕 ( 名 口 电通

往P
匕 B b 任刀 a 二 A

V A
,

刀〔C B( X )
, t〔R

我们称尸, , ,
为由F 诱出的A

,

B 间的 M e o g e r 一

H a 佳 sd o r ff距 离
〔”

.

注2 〔,[1 中将F
: , ,

定义为

F
, , ,

(才)= s让p s 往p F
, , ,

(
。

)
,

V t》o
a <弓 梦‘通

不难证明
:

s u p s o p F
: , ,

(
s

)= s 住p F
: , ,

(t )
a < ‘ 夕七

、

理
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因此本文中F
: , , 的定义与〔7〕中是一致的

.

于是
,

据〔7〕中命题 1
.

3 ,

有

命题3 设(X
,

F
,

J )为 M e n g e r 空 l,riJ
,

A c= X
, 劣 , 夕〔X

,

贝一J

( i ) F
: , ,

(t )= l ,

V t> o当且仅当x (河 ;

( 11 ) F
: , ,

(t , + tZ

)》J (F
: , ,

(t,
)

,

F
, , ,

(t :

))
,

V t : , t :

> o ,

(111 ) 对任何A
,

B 〔C B (X )及二〔A
,

有

F
: , ,

(t )> 户, , ,
(t )

,
丫 t》 o

命题 4 〔
‘0 〕 设(X

,

F
,

J )为M e n e g r 空间
,

A
,

B〔C B (X )
,

对每一几〔(0 , 1 )
,

定义

D *
(姓

,

B )= in f{t> o : 户, , ,
(t)> l一几}

则

( i ) D *
(且

,

B )< t当且 仅当户
, , ,

(t )> 1 一几,

(11 ) 对任一几( (o , i )
,

有

d ;
(x ,

B )簇 D ,
(A

,
B )

,

V x 〔A

其中 d :
(x ,

B )= in fd :
(x , 夕)

犷任B

定义 2 设(X
,

F )为PM
一

空间
, 。> 0是给定的正数

,

若对任何二 , 夕〔X
,

存在X 中的有

限点组
: x = x 。 , 劣 , ,

⋯
, x .

= 夕
,

使得

F 二、一 :
.
二 *

(
。

)= 1 (i = 1 , 2 ,

⋯
, n

)

贝lJ称(X
,

尸 )是
。 一

可链的
.

定义 3 称函数中(t)
, R

+

、 R
+

满足条件(少 )
,

如果中(t )严格增
,

且兄 小叹t)收敛
,

V t > 0
.

, . !

其中少叹t) 是少(t) 的第
n 次迭代

.

命题5 若函数中(t )
,
R

+

、 R
+

满足条件(中 )
,

则中(t )< t ,
V t> 0

,

且中(0 )= 0
.

证 由文〔1 1〕的引理即得
.

三
、

多值局部压缩映象的不动点定理

定理 1 设(X
,

F
,

刀 )是
: 一

可链的(
。> O)

、

了
一

完备的M e n g er 空间
,

映象T : X , C B (X )

满足以下条件
:

( i ) 对任一数刀> 1和任何二 , , 〔X
, “〔T 二

,

存在v〔T y使

F
。 , ,

(刀t )》户
, , , , ,

(t )
,

v t〔R
+

‘

(3
.

1 )

(11) 存在满足条件(中 )的右连续函数巾(才)及 a〔(o , 1 )
,

使得当F
: , ,

(
。

)祷 o 且 F
: , ,

(t )

> 1一 a 时
,

有

户, , , : ,
(中(t ))> F

, , ,
(才) (3

.

2 )

则T 有不动点
,

即存在劣 , 〔X
,

使 x . 〔T x , .

证 我们首先证明
: 由(3

.

1) 式可推得

d :
(
。 , 。

)簇口D ‘
(T 戈 ,

T 夕)
,

V 丸《 o , i ) (3
.

1)
,

以及 由(3
.

2) 式可推得
,

·

当F , , ,
(的 笋 。时

,

D :
(r 二 ,

T 夕)簇必(J‘(二
, 。))

,
v 几((J

, a 〕 (3
.

2 )
‘

设 D 从T 劣
,

T , )一公
,

则 丫。> 亡,

由命 题 4 得 户, : , , ,
(

:
)夕1 一 凡

,

从而 由( 3
.

1) 式 得
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F
。 , ,

(户 ) > 1 一几
.

故由命题 1 得d式
“ ,

v) < 刀
: .

由 s
的任意性即得 ( 3

.

1 )
‘

式
.

设F
二 , , ( 。 )笋 。

, d : ( x 刃 )二 t ,
之《 o

, a 〕
,

贝IJV s ) t ,

由命题 i 得F
二 , , ( ; ) ) l 一几) z 一 a

.

从而 由条件( 11)得户, 二 , , , (巾 ( s ) )> 1 一几
.

由命题4 ,

我们有D * ( T 二 ,

T , ) < 中 ( s
)

.

据中( * )的

右连续性
,

令
: * t ,

即得 ( 3
.

2 )
产

式
.

任取瑞0) 〔X
,

川
。,〔T式

, , ,

因 ( X
,

F
, ‘

了)是
。一

可链的
,

所以存在X 的有限点组
: 川 0)

二“
, ,

⋯
, x ;

‘ , 一‘ ;
, , ,

使 F x
;
‘一 : 、 .

“
》
(
e ) = 1

,

i一 1
,

2 ,
’ ‘

一 ” ·

今

任取
e 。> ‘ , ‘·〔( “

, “。)
, “·尸 “。 ·

因为F 月
。、

一 ;
1 ,

( e )气1 ,

所址走d : ( ‘石
。, , “‘

, ’
)<

“ ,

V “〔( 0
,

1 )
.

记 d 。( x 石
。, , 二名

, , ) 二 s o p d ;
( x 毛

。,

盛
卜

二( 0 , l )

< 巾 ( 。: )
.

取d : > o使

二 ;1’)
,

显然d
。

( x 吕0 , ,
x 石盆

, )《。< : , .

于 是 少 ( d
。

( x 石
o , ,

二石” ) )

中 (
。:
)

币丈己双刁叮丁反于勺升一 /
上

由条件 ( i) 及 ( 3
.

1 )
‘

式知
,

·

对对0) 〔T 瑞
。, ,

d : ( X l, , , ‘ f
, , )《顶(J

存在

巾( 。: )

x l”〔T x 石
, ’,

使

。( x 奋o , , 劣 0( ‘, )开刁「
一 D :

( T “吞
。, ,

T x 石, ’)

再由( 3
.

2 )
‘

式
,

并注意到 中( d : ( 二石
。)

,
二百

1 , ) )《必 ( d 。( 二吕
。, ,

义石
, ,
) )

,

即得

心 (川0) ,

二f
, ,
) < 中( 。办

,

丫兄《 o ,

司

类似地
,

由F 二 ;
, , . 、‘

, ,( ‘ )一 1 及 x l
, ,〔T x ‘

, ’知
,

存在 x 尸〔T x ‘
, , ,

使

J : ( 二11 ,
,

二f
名, )< 中 ( 。: )

,

V 诬〔( o
, a 〕

如此下去
,

可得X 的有限点组
:
城0)

,

刘1) ,

⋯
,

对川 = 戏0) 满足 刘
‘〕〔T瑞

‘’,

且

J :
( 二 f‘

一
”

一
,

’

二支
‘,
) ( 中 ( 。: )

, 一

( f二 1 , 2 ,

⋯ 、 , ) 丫几〔( o
, a 〕

因 d : ( 戈10 ,
,
二 fl

, )< 中( 。: )
,

V 几〔( o
, a 〕

,

所以

d 。( 劣釜o , ,
戈f皿

, )二 S 吐P
么赶 ( 0 , . 1

飞

d : ( 二至o )
,
二宝

, ’)簇中(。: )( 中( 。: )

于是中 ( d 。( x 二。
’ ,

x 厂” ) )< 必吕( e : )
,

必么

(。
: )

取J: > O使

一

必 (‘
。( x 1( , , , 二 f

‘,
) ) + 盯

> 1

对 二护
,〔T x 10 , ,

由( 3
.

1 )
‘

及 ( 3
.

2 )
‘

式知
,

存在 x 互
, ’〔T 川

, ’,

使

d , ( 二轰
o ’ ,

x 互
, ’
)《

中 : ( 。:
)

少 ( d
.
( 二夏

。, , 二资
‘少
) ) + 人

·

几( T川0)
,

T川
, ‘

)

《画
中 ,

(
。: )

( d . (劣老。,。(二老”
, 二
百

, , ) ) + 人

·

少 ( d : (二fo , ,
x f

i ,
) ) < 少么( e : ) 丫浇〔( o

,
a 〕

仿此下去
,

’

可得 X 的有限点组
:

戏
。, ,

以
, ’,

⋯
,

城
“ , , 城0) ,

满足 城
l) 〔T 对幻且
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d : (x 互
‘一 t , , 二盖

‘, )< 中么
(
。:

) (f= 1
,

2
,

⋯
, 。

) V 久〔 (o , a〕

用数学归纳法不难证明
,

对任何自然数 ,
,

存在X 的有限点组
: 二罗

,
二&l)

,

⋯
, 二盆

,

= x 票
: ,

满足 二留〔T 二梁
: ,

且

d *
(二言

一
”

,
二公

’
)< 巾

,
(

: .
)( 必 ,

(
。。

) (i= 1 ,

2
,

⋯
, n

) 丫人〔(0
, a 〕

现证 {x .0) }言
一 ,

是X 中的了
一

C a
uc h y 列

.

对任何‘
,

j〔Z
+ ,

i< j及任何只〔(0 ,

司
,

由注1知
,

存在拼〔(0 ,

幻使得

J
一 1

d :
(x 百

, ’ ,
二罗

’
)《乙 d ,

(x 留
, ,

x 留幸
:
)

同理
,

对上述的“
,

存在
, 〔(O

, “〕使

d , (x 公,
,
二公象

:
) = d ,

(二留
, , x 公

,
)

《艺 d
一

(二蓝
一
” , 二公

,
)< , 中‘

(
。。

)

于是

J
一 1

d ‘(, ;
, , ,

“尹
,
)成

n

E 巾份(
‘。

)
,

V 孟〔(o , a 〕

注意到级数万 少 ,
(
。。

)收敛
,

在上式中令10 00
,

即得 d式对 0)
,

x 护), o ,
v 之《 o ,

司
.

题 2 知招留}言
一 ; 是了

一

C a
o h y列

.

因(X
,

F
,

刁 )是了
一

完备的
,

所以存在 二 . 〔尤 使

堵
,

兰 。二 , .

最 后证明劣 . 是 T 的不动点
,

即 x . 〔T 义二

因 二华
一

兰
一

, 二 . ,

所以F 刃
》,

x. (t )、 1 ,

v t> 0
.

故对任何 t> o
,

存在 N 〔z
+ ,

当

时
,

有F 二华, ,

、(
。
)祷 0

,

且 F 二势, .

介(t )> 1 一 a
.

于是
,

由条件 (11 )得

户T 二毕
, .

: 、(中(* ))> F 二嘿
)

,

二.

(t), i (m 、 OO )
,

v t> o

注意到巾(t) < t ,

户

故有

犷二 沪
、 ,

T x 一

(t)” 1 (m 0 00 )
,

v t> o

因 二留
, = 二华

:
〔T 二招

:
= T 二公2

、,

由命题 3 得

F、
,

丁、(t)》刁(F 介
. 二梦,

(矛/ 2 )
,

F 二留, .

丁、(t/ 2 ))

> 刀 (F、
, x 梦

,

(t/ 2 )
,

户: 兜
: .

: 沪 (t/ 2 ))

在(3
.

3 )右边令m , co
,

注意到刀(t ,

t) 在t= 1处连续
,

因卜范数刁满足 s住p 刀(才
,

Q ‘t ( 1

由命

m > N

(3
.

3 )

t )== 1
,
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我们得 F 二,
,

7
’

x ,

(t )= l
,

v t> 0
.

由命题 3 即知 二 , 〔T x , : 这便完成了证明
.

在定理 l 中令必(t) = kt
,

o < k‘ 1
,

我们得下述推论
.

推论 1 设(见
,

尸
,

刀 )是
。一

可链的
,

了
一

完备的 M en ge r 空 间
,

映象 T
:

X 、 C B (X )满

足定理 1 的条件(i) 及下述条件
:

(11 )
‘

仔在正数 k < 1及 a 〔(o
,

1 )
,

使得 当F
: , ,

(
。
)笋。且F

二 , ,

(t )> 1 一 a 甘齿
1

,

有

户: : , , ,
(k t)) F

二 , ,

(t) (3
.

4 )

则 T 有不动点
.

一 ’

了

下面利用定理 1 来证明度量空间上多值局部压缩映象的不动点定理
.

设 。 是一正数
,

我们称度量空间(X
,

d )是
。 一 卜

可链的
,

如果对任意两点 x , 刀〔X
,

存汇

X 中的有限点组
: x = x 。 , % , ,

⋯
, , 二

二 , ,

使得d( 为
一 : , 二‘)<

。 , ‘= 1
, 2

,

一
, ” .

引理 1 没(X
,

d )是度量空问
,

定义映象 F
:

X x X 。牙如
’

下 (我们用 F
二 , ,

表小 F (x ,

夕))
:

F
二 , ,

(t )~ H (t一 d (二
, 夕))

,

v , , 夕〔方 (3
.

5 )

取J = m in
,

贝lJ( X
,

F
,

J )是 M e n g o r 空间
,

且尤上由度量d 确 定的拓扑厂
‘与(尤

,

F
,

一

/)

的(
。 ,

几)
一

拓扑了是一 致的
.

我 们称(X
,

F
,

J )为 由(X
,

d )导出
、

的M e
ne gr 空间

.

证 由〔l〕中定理 3 知
,

(X
。

F
,

。 in
)是 M e n g e r 空间

.

由(3
.

5 )式易知
, 《寸任 何 。> O

及几〔(0 , 1 )
,

d (x
,

夕)< 。专
二

乡尸
, , ,

(
。

)=
’

1岭今 户
’ : ,

户(
。
)> 1 一只

因此了
‘与了是一致的

.

引理2 设(X
,

F
,

了 )是度量空 间(尤
,

d )导 出的 M e n g e r 空间
,

则

(i ) (X
,

d) 完备当且仅 当(X
,

F
,

J )了
一

完备 ;

(ii ) A 是(X
,

d )中的有 界闭集 当且仅当A 是 (X
,

F
,

刀 )中的概率有界的了
一

闭集
.

因此
,

(X
,

d )中一切非空青界闭集族也可以用C B (X )来表示
.

引理3 设 (X
,

F
,

刀 )是度量空间(X
,

d )导出的M e n g er 空 问
,

贝lJ对任何A
,

B〔C B (X )

户, , ,
(t )= 万(t一 D (A

,

B )) (3
.

6 )

其中 D (月
,

B )= in f {r :
A c S (B

, r
)

,

且 B C S (A
, r

)}为 A
,

B 间的 H a 。多d o r ff度 量
,

S (A
, r

) , 王二〔X
:
d (x ,

A )(
r }

.

证 由(3
.

5 )式易证
:

A c S (B
, r

)(殆争 in f s 住p F
二 , ,

(
r

)二 J‘争今
团

in f s o p F
, , ,

(
r

)> 0
.

, 任 A 犷屯 B 苦〔A 犷 B

据此可证
,

若D (A
,

B )< t ,

则

户, , ,
(r )~ s往P m in 互in f s住p F

二 , ,

(
;

)
,

in f s o p F
: , ,

(
;

)}= l

A 沙 分 B B 夕 A

若 D (A
,

B )) t ,

则
一

可证户, , ,
(t)二 0

.

若不然(设户
, , ,

(t)) o )
,

必存在 r〔(o ,
t )

,

使

1tt f s住p F
: , ,

(
r

)> o
_

且 in f s ‘p F
: , ;

(
r

)> o
言 A 夕 B 留 、

B 梦 A

从而 D (A
,

B )簇
, < t ,

矛盾
.

(3
.

6 )式得证
.

定理 2 设(X
,

d )是
。一

可链的
、

完备的度量空间
,

存在满足条件(少 )的右连续函数户(雌
,

使得

尽 T x ,

与 )镇《 d( 为 , ))
,

当d( x,

则 T 有不动点
.

映象 T
:

X 、C B (X )满足下述条件
:

夕)< 。时 (3
.

7 )
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证 没(X
,

F
,

。泣 )为(X
,

d )导 出的 M en g c r空间
,

因(X
,

d )是 : 一

可链的
、

完备的度

量空间
,

由引理 2 及 (3
.

5 )式易知
,

(X
,

F
,

m in )是
。 一

可链的
,

了
一

完备的 M en g er 空间
.

下面只需证明 T 满足定理 1的条件(i )和
‘

(i i)

⋯
(i) 对任一 正赞刀> 1和任何戈 , 夕〔X

, “〔T x
,

r片N a d le r 引理
〔‘“’知

,

存在
v〔T 梦使

d (
u , v

)( 刀D (T x
,

T 刀)

据此可证(3
.

1) 式
.

事实上
,

不妨设 户, 二 , : ,
(t) > o ,

由(3
.

6 )我 们 有 D (T x ,

T妇 < t ,

从而

d (。
, 。

)< 刀r ,

由(3
.

5 )式得F
“ , 。

(刀t )二 ,
.

故户
二 , 。

(刀t )) 户
, 二 , , ,

(t )
.

。i) 没F
二 , ,

〔
。)势 。目

_

F
二 , , t )> l一 a

.

由 (3
.

5 )式易知d (x , 夕)< 。 且 d (x , , )< t
,

从

111玉

D (T 二 ,
T 夕)( 中(d (二

, 夕))< 巾(t )
·

由(3
.

6 )式即得夕
, : , , ,

(巾(t))= l》F
二 , ,

(*)
.

定理 l 的条件都满足
,

因此 T 有不动 橄
.

注 3 〔4」中定理 1
.

〔a] 中定理 5
.

4
.

5均为定理2的特例
.

四
、

一

单值局部压缩映象的不动点定理

定理3 设 (X
,

F
,

刀 ) 是
。一

可链的
、

了
一

完备的 M“ g er 空 间
,

映象 T
:

X o X 满足

以下条件
:

存在 d〔(0
,

1 )
,

对每一 a创 。,

句有相应的满足条件(必 ) 的函 数 必式t)
,

使 得当

F
‘ , ,

(
。

)若 。且F
二 , ,

(t)> l一 a 月寸
·

有

F , 二 , , r
(少

a

(t))> F
: , ,

(t) (4
.

1 )

则黝
三x 中有唯一的不动点二,

。
一

目 付任一x0 〔x
,

T 咏
。

了 、 , , .

证 对任一与〔X
.

不妨设T 二。
笋 x 。 , 、

因为(X
,

F
,

刀 )是
。 一

可链的
,

所以存在 X 中的有

限点组
: x 。,

x ; ,

⋯
, “。

= T x 。,

使 F x ,

小
二 :

(
“
)= l

,

F : 二 , 一 : : 二‘(。
·

(
“

))一 l (i

用数学归纳法易证
,

对任何m 〔Z
十 ,

尸T 二卜 : .

沙
二 :

(穴(t) )司
从而

,

由命题 l得

d
。

(T . , ‘一 , T . 二‘)< 少 :〔t )

记 z 二 = T , x 。

(。一 l
,

2 ,

⋯ )
, 又寸任何

久〔(o
,

a 」使得

” 1 , 2
,

” 1
, 2 ,

一
, n .

从而由定理条件知
,

n
) v a 〔(d

, ’

。)

(f= l
,

2
,

⋯
, n

)
,

V a 〔(0
,

d )

(i~ l
,

2
,

⋯
, 。

) V a〔(o ,
d )

i ,

j〔Z
+ ,

‘< j
,

对任何 a 〔(o ,

d )
,

由注 l
,

存在

夕一 l

: ‘, : ,
)( 乙 d

*

(、
, z 。 十 1

)

对上述的几
,

存在 尸〔(O ,

几三
,

使

d 、(
二二 , 2 . 十 :

)二d
入

(T ‘ x 。 ,

T , x
:

)

( 艺 d
,

(T ’二
一 , T 鹅x ‘

)< n功二(
。

)

丁
几

是
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d
o

(
“‘, “ ,

)( n

艺。二(
。

)
,

丫a 〔(o ,
占)

注意至‘,级数
勇

必 ; (
·

, 收敛
,

故有 d
·

(
: ! , : , ,今 。(‘今 OO )

,

v a〔(。
,

“)
.

由命题 2 知 ‘之。‘是

了
一

ca uc h y列
.

因(x
,

F
,

刀 )是了
一

完备的
,

故 : 。
牙 。二 , 〔x

.

现在证明 劣, 是7’的不动点
.

由 2 。一

兰 。二, 知
,

对任何t > 0及妊(0
,

句
,

当m 充分大时
,

F
: 。

.

二 .

(
。
)铸。且F 二。 , 二

.( t) >

1 一 a ,

从而由定理条件得

F r z , ,

T介 (巾
。

(t ))李F
z 。

.

、(t)

由于 中a( t)< t及 F 、
.

、(t) , l( 二、 oo )
,

故有

F 丁二 , .

? x. (t), l (m , OO )
,

v t> o

注意刀(t ,

t) 在t二 1处连续
,

所以

F 二, ,

丁二 ,

(t )> 刁(F、
,
二,

(f/ 2 )
,

F
z o .

丁、 (t/ 2 ))、 l (。 , OO )

即知T 苏. 二 x , , x , 是T 的不动点
.

最后证唯一性
.

设另有 y , 〔X
,

T 夕, 二夕, .

若劣 . 子 y , ,

因 (X
,

F
,

刀 )是
。一

可 链的
,

故

存在 X 中的有限点 组
: 二, = y 。 , y : ,

⋯
, y ,

二 y . ,

使 F 。‘一 : ,

。‘ (
。
)二 1

, f = l
,

2 ,

⋯
,

p
.

由

(4
.

1 )式
,

对任何m 〔Z
+ ,

有

F :
。
。‘一 : .

丁
·

, 、(中 : (
‘

))= l (i二 1
, 2 ,

⋯
,
夕) v a 〔(o ,

乙)

从而
d

a

(T “ , ‘一 1 ,

T 价夕‘

)< 少忿(。) (i= l
, 2 ,

⋯
,

P ) 丫a 〔(o ,

占)

对任一 a〔(0 ,

d )
,

存在义〔(0 , a 」使

d
。

(二
, , 夕,

)二 d
一

(T “二 . ,
T . 夕一 )

, 护

戈乙 d :
(T . 夕‘

一 , T . , 。)( 乙必片(
。
), o (。 , ao )

故d
。

(x , , 夕,
)二 o ,

v a 〔(o ,

d )
.

从而 劣. = 夕. ,

矛盾 : 因此T 的不动点是唯一的
.

推论2 设(X
,

F
,

J )是
。一

可链的
、

了
一

完备的 M en g er 空间
,

T 是X 上的自映象
,

若

存在占〔(o , 1 )
,

对每个 a 〔(o ,

J)有相应的正数k
。

〔(o
,

1 )使得当F
二 , .

(
。

)砖 。且 F
: , ,

(t)> l一 a

时
,

有
F , . , , ,

(k
o t )> F

. , ,
(t) (4

.

2 )

则T 在 x 中有唯一的不动点 二 . ,

且对任一 二。

以
,

T 、
。 一

之
一

* 二 , .

定理 4 设(X
,

d )是
。一

可链的
、

完备的度量空间
,

T 是 X 上的自映象
,

若存在满足条件

(必 )的函数必(t)
,

使得

d (T x ,

T 夕)( 巾(d (x
,

y ))
,

当d (二
, 夕)(

e 时 (4
.

3 )

则T 在 X 中有唯一不动点 x . ,

且对任一x0 〔X
,

T 、
。一互 , x , .

证 设(X
,

F
,

m in )为(X
,

d )导出的 M e n g e r 空间
,

贝11(X
,

F
,

m in )是
e 一

可链的且

了
·

完备的
.

任取占〔(o ,
l)

,

对任一 a 〔(o ,
占)

,

令中
。

(t )”必(t)
.

设 F
: , ,

(
。
)特 。且 F

。 , ,
(t )

> z 一a
.

由(3
.

5 )式知
,

d (二
, 夕)< 。且d (二

, 夕)< t
.

于是
,

由(4
.

3 )式得

d (T x ,

T , )( 中
。

(d (x , 夕))< 必
。

(t )

故有F , , , , ,
(巾

。

(t )) , 1 ) F
二 , ,

(t)
,

定理3的条件都满足
,

因此定理得证
.

注4 〔3」中给出的局部压缩映象的不动点定理是定理 4的特例
.
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