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摘 要

本文在裂纹尖端场的应力分量仅仅是 0 的函数的假设下
,

利用 H il l 屈服准则和平衡方程导

出了正交异性理想塑性材料平面应力问题中裂纹尖端场的微分方程
;

在允许应力不连续线存在的

情况下
,

把解析表达和数值计算法结合起来
,

得到了 I型和 I 型裂纹尖端的应力场
.
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一
、

引 言

过去在研究问题 时
,

人们往往把金属材料都视为各向同性的
.

这种假 设在许 多 情 况 下

(如鲍辛格效应及经压力加工后的材料 ) 是很粗糙的
,

并不能真实地反映材料的客观属性
.

复合材料以其特有的性能得到越来越广泛的应用
,

但最常见的纤维增强复合材料的断裂问题

的研究也往往局限在弹性阶段
.

这很不够
,

因为断裂发生时
,

裂纹尖端常伴随着塑性区域
.

所 以研究各向异性的塑性问题是非常必要 的
.

R ic e 和 R o s e n g r e n 仁‘’ ,

H u t e h in s o n 〔2 ’ 3 ’给出了各向同性的幂硬化材料与理想塑性材料

的 I型
、

I 型裂纹的尖端应力场
.

Slii h 〔
4 ’ 5 ’给出了各向同性的幂硬化材料与理想塑性材料的

I
一

I混合型裂纹的尖端应力 场
.

H a yas hi 「” 和 Pa n ,

Shi h[
7 ’给出了正交异性幂硬化材料的

裂纹尖端应力场
.

Pa n[
“’给出了正交异性理想塑性材料平面应变问题的裂纹尖端应力场

.

本

文将给出正交异性理想塑性材料平面应力问题的 I 型与 I型裂纹的尖端应力 场
.

一 其 太 右 程
一

、 弋二 L 山 , . ’

产 、口 月

一

在平面应力问题中
,

H il l 屈服准则为

(G + H )以 + (F + 万 )时 一 ZH a
:
a , + ZN : 孟, = 1 (2

.

1 )

其中
,

尸
,

G
,

H 和 N 为描写材料正交异性性能的参数
,

用沿三个材料主轴 的 单向拉伸屈
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服应力和三个相应的主坐标平面 内的纯剪屈服应力表示
.

卜

假设 a , ,

‘。和 J
r

仅是 0 的函数而 与半径
r
无关

,

由平衡方社
一

可得

a 。
二f(8 )

, : , 。
二 一 f

‘

(口)/ 2
, a ,

二j
“

(0 )/ 2 + f(口)

通过坐标转换
,

把(2
.

2 )代入(2
.

1) 得

(2
.

2 )

f
““

(G
e o s‘0 + F sin

咭
0 + H

e o s晗8 + 0
.

S N s in
“2 0 ) + Zf

‘

f
“

〔G e o s“8 一 F sin
2
0

一卜(2 1了气N )
e o sZ口」sin 2 6 + 4ff

“

(F
sin

2
8 十 G e o s 2

8 )

+ f
/ “

[ (户
’

十 G + 4H )
sin 么2 8 + ZN e o s 22夕j

+ 4ff
‘

(G 一 F )
sin 2 0 + 4f

么
(F + G )= 4 (2

.

3 )

对(2
.

3 )的两边求导后整理可得

(f
班 + 4f

‘

){f
“
[ G e o s 4

口+ F s io
4
8 + H

e o s 22 口+ (N / 2 )
s in 么2口〕

+ f
‘

〔G e o s“0 一F sin 2
8 + (2 11 一 N )

e o s2 8〕s in 2 0

+ Zf(G
c o s 2

0 + F s in
么
0 )= 0

’ .

(2
.

4 )

(2
.

4 )可以分解为下面两个方程

f
. 十 4f

/
= o (2

.

5 )

f
“

[ G e o s 4
口+ F s io

4
口+ H

e o s 22 0 + (N / 2 )
s in

2 2夕] + f
’

仁G e o s 2
8

~ 一

尸 sin Z
口

+ (2万 一 N )
e o s2 8〕sin 2 0 + Zf(G

e o s 2
0 + F sin

2
0 )= O (2

.

6 )

(2
.

5 )和(2
.

6 )即为正交异性理想塑性材料平面应力问题的裂纹尖端应力场的微分方程
.

对正交异性理想塑性材料来说
,

如果裂纹尖端场存在着应力间断线
,

则有

a 言= a 万
, : 吉e= : ; , , 口吉一 a 下= 士(b

么一 4 a c
)“

2

/
a

(2
.

7 )

其中
,

a ~ G e o s 4
0 + F sin

‘
0 + H

e o s 忿2 8 + (N / 2 )
s in

“2 8

b一〔(1 / 2 )(G + F 一 ZN )
sin

22 0一 ZH
e o s么2 0〕a ,

+ 〔一 Z G e o s 2
8 + ZF sin

么
8 + 2 (N 一 ZH )

e o 乒2 0〕sin 2 0
·

: , ,

c = 〔F c o s 4
8 + G sin 48 + H

e o s么2 8 + (N / 2 )
sin 2 2 0〕a 言

十 〔ZF e o s“8一 ZG s in
2
0 + 2 (ZH 一N )

e o s2 6〕s in 2 8
·

a 。二 , 。

+ [ (尸 + G + 4H )
s in

22 0 + ZN e o s么2 0〕: 手。一 1

(2
.

8 )

三
、

I型裂纹尖端的应力场

I型裂纹尖端应力场的 分区如 图 1 所 示
.

当 0二口: 时
,

应力 间断
.

根据理想塑性理论 的

固有属性
,

没有连续的应力 场及相关的特征场

能满足裂纹尖端场的 自由边界条件(0 = 士二)
,

并满足在一 二簇0簇 二上的屈服条件
.

H a y a shi “ ’

的幂硬化材料平面应力问题 的解
,

在材料的硬

化程度较低时
,

也暗示着。,

的间断性
.

所以我

们在此引进了a ,

的应力间断线OC
.

区域 D O C 为均匀应力区
,

其解通 过解方

程(2
.

5)可得
.

各应力分量为

D 一 介

图 1 正交异性理想组性材料平面应力向

. 的 I纽琪故尖峨应力特征场
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·

= 一 2 又1 + c o s Z , )
, T ·e之 2 s l n Z口 (3
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1 )

在区域C OB
,

应力也是均匀的
,

其解也是方程(2
.

5 )的解
.

各应力分量为
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S‘n Z‘“一”
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性
�

一一口fT

X
.

十 2 s ln Z口“c o sZ又U 一 U , )

其中

当8 = 口
:
时

, a
,

问断

a 产
= G e o s 4

0
: + F s i n 4

6 : + 万
。0 5 “2 8

: + (N / 2 )
s i n 之2 0 2

X
, _ 。

. 、

I
一

1
, , 、 .

。 _ 、 了 、 . 。_ 。 _ r ; , _ 。
1

b
/
= 艺 ( e o s 2 0

: 一 1 )l全( G + F 一 ZN ) s in “2 8 ,
一 ZH

e o s 2
2夕

:

l
2

“

一
“ 一 ’

L Z
、

-

一 产 - - -

一
‘ - 一 “

」

X 二
, _

.

一
。 八

一
·

十
“

二
5 in

2 2夕
:

〔一 Z G e o s “8
: + ZF s i n

“
夕

: + 2 ( N 一 ZH )
c o s 2 0 : 〕

2 一 “ - 一 “

一
“

一
“ - 一

一

X
Z ,

_ _
。 、 。

「。
」 。

.

0
. J 。

.

, , 。 _ ,
.

N
. , _ 。

一

1
C

‘

一
J

t l 一 e o s 艺口z )
‘

l厂 e o s ’口2 + 行 S ln ’口: + 月 e o s 一艺口2 + 下 s l n “
艺U Z 】

怪
’

L 乙 J

( 3
.

3 )

一

落
“ 5 in

22”: ( l

一
2“

:

)〔2二。。5 2。: 一 Zo s in
·2 0 2 + 2 ( 2、 一、 )c’o

5 2。
:
:

+
一

冬
S in

2 2“
2
〔(F + G + 4H )

5 ‘n : 2“
2 + ZN一

“2”2

卜
‘

区域B OA 的特征 场是扇形场
,

在OA 上两族特征线合并为一族
.

此区域 中应力是非均匀

的
,

是方程 ( 2
.

6 )的解
.

方程 ( 2
.

6) 的解析解很难得到
,

下变换
,

令

Y( 1 )二 e
,

y ( 2 ) = f
,

玖 3 ) ~ f
产

则方程 ( 2
.

6 )变成

d y ( l ) / d夕二 1
,

d y ( 2 ) / d口一Y ( 3 )

本文用数值法来解
.

尹( 2
.

6 )进 行 一

( 3
.

4 )

一 Y ( 3 )〔G
e o s 么0 一F s i n 么8 + ( ZH 一 N )

e o s 2 8〕s i n 2 0

dY( 业 _ 一 2 Y( 习( G co szo 七互恤塑
_ _ _

_
_ _

d o 一 G e o s 40 + F s io
4
8 + H e o s 22 0 + ( N / 2 )s i

n 名2 8 { ( 3
.

5 )

( 3
.

。)是一个微分方程组
,

可以拢方便地对其运用数值法解
,

其解和 ( :
.

6 )的解等价
.

我们以一种材料为例
,

给出此材料在区域 BO A 的某些点的数值解
,

见表1
.

对方程 ( 3
.

5 )
,

如 取 步长 为 o
.

l r a d ,

初值为
一

Y( 1 )二 o , Y( 2 ) = 〔( G + H )/ (F G + F万

+ G H )〕
’产2 ,

犷( 3 ) ~ o ,

则可得如下的结果
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工型裂纹尖端应力场区域B O A 的应力解

(X = 1 5 oM Pa ,

X
:

Y : Z
:

S
: , 二 I : 2 : 1 : 1

.

3 3 )

8 ( 度 ) “。(M Pa
)

a r

(MP a
)

0 0

1 1
.

4 6

2 2
.

9 2

3 4
.

3 8

4 5
.

8 4

5 7
.

3 0

6 8
.

了6

8 0
.

2 2

8 1
_

3 7

3 1 0
.

0

2 9 9
.

2 7

2 6 8
.

56

2 2 1
.

9 8

1 6 5
.

59

10 6
.

2 1

4 9
.

8 3

一 0
.

2 1

一 6 2 5

3 8
.

75

4 5
.

5 5

6 8
.

2 1

9 8
.

5 6

12 8
.

8 9

1 4 6
.

5 8

1 3 3
.

8 4

7 0
.

8 7

5 9
.

IC

r r口(MPa
)

0
.

0

5 3
.

0 1

9 8
.

8 2

1 3 1
.

5 0

14 7
.

5 3

14 6
.

8 2

13 3
.

6 0

1 17
,

0 3

1 1 5
_

2 9

此时
,

8 1 = 8 1
.

4
。

,
8

:

= 1 3 8
’

四
、

且型裂纹尖端应力场

I 型裂纹尖端应力场的分区及特征场如图 2 所示
.

对 l 型裂纹尖端的应力场做和 I型的

裂纹尖端应力场相似的处理
,

则可得各区域的解为

龙一 口

. 2 亚型班故的尖雌应力场分区
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‘
O

,

C
, ,

J f
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X
. _ 。
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.

1 )
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产
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产
B
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_ X
. _ 。

. _ , ,
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s‘n Z口2 5 ‘n Z L“一 “, ) (4

.

2 )

X
一百co s艺人十 坦

’一 4 a “ c 护
)
‘, 2

2口
” 〕

s‘n Z(“一“
!
)rwe

.

L

一一r

X

2

sin 2 0
2 e o sZ(0 一 0

:

)

其 ‘}“
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卜
‘

在区域B
产
O

‘
A
产

衰2

也给出一种材料部分点的数值解
.

亚型裂纹尖端应力场区城B
’

O ’A
’

的傲值解

(X = 1soM Pa ,

X
: y : Z : S

: , = 1 : 2 : 1 : 1
.

3 3 )

0 (度 ) 仰(MP a
)

0
.

0

一 4 4
.

3 4

一8 4
.

8 2

一 1 18
.

1 8

a r

(M Pa
)

r r口(MPa
)

0
.

0

1 1
.

4 6

2 2
.

9 2

3 4
.

3 8

0
.

0

4
.

4 2

5
.

4 4

一 0
_

0 6

1 12
.

5 0

1 0 7
.

沁

9 3
.

4 8

7 2
.

36

此时
,

0 1 二 3 4
.

Js
。 ,

8
2
= 1 6 5

.

6
’

五
、

应力解的曲线

图 3
,

图 4 给出了 I 型裂纹和 I型裂纹的尖端应力场全场的应力分布曲线
.

J (M Pa )
汀(M Pa )

了加

叮-

00叻000
几J
211

叮.

几U0
.‘U人tl

�八0
1

姗山

价

10 0

~ 100 一 ! 0 0
丙

,a、/\
、

一的
r、‘、\工

一 ZOQ万 45

材料X = 150 M Pa .

X : Y : Z : S

1 3 5
“

夕= 1 : 2

1 8 0
一2 00飞 4S 日0 1 3 5 1 8 0

3 3 材料X 二 一s o M Pa ,

火
:

y : Z : S 、 , = 1 : 2 : 1 : 1
.

3 3

圈 3 1 型裂纹平面应力问曰的尖端场应力解 圈4 亚型班胶平面应力问厄的尖端场应力娜
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