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摘 要

设尤 = L ,

或l, ,

(P ) 2 )
,

T : D (T )、X 是局部 L iPs
c

hi tz 和严格增殖算子
。

本文给出非线性

方程T x = , 的解的叠代逼近并讨论了局部L iPs
o

lii t名和严格伪收缩映射不动点的叠代逼近
.

关锐词 局部L ip o ch itz 算子 增殖性 叠代逼近 伪收缩 规范化对偶映射

、

引

设H 是实的H il b e r t空间
,

算子T 映 D (T )到H
,

如果对 刀(T )中的任意两个元素
,

存在

常数存> O,

使得

(T 戈 一 T , , 二一夕)》k Ilx 一夕}i
“

(1
.

1 )

成立
,

则称T 为严格增值算子
.

关于增殖算子的理论是由K at o[ 们 和 B r o w d e r ‘” 平行地引入

的
,

其最初的结果是由B r o w d er 在讨论初值问题

du / d t + T “= O, “
(o )~

。。
(1

.

2 )

时给出的
.

众所周知
,

问题(1. 2 )可解的条件是有关的算子T 是局部LI Ps ch itz 和增殖的 〔”
.

这 类非

线性方程 T x = , 在H il be r t空间内解的叠代逼近 已有较多的讨论
〔” 〔”’〔7 ’〔8 ’.

由于B a n ac h 空间

并不具备平行四 边形公式的性质
,

给我们在 B a n ac h 空间内讨论这 类问题带 来一定的困难
,

本文将给出B a n ac h空间解的叠代逼近
.

文中
,

首先涉及讨论非线性方程T 二 = 夕解的叠代逼近
,

这里所述的算子T 是在所谓的上

弱平行四边形空间的一类B a n ac h空间上的局部L IPs ch itz和严格增殖的算子
.

这类算子的条

件实际上弱于相应的LI Ps 比it z和严格增殖算子
,

因而得到了叠代逼近收敛的某些较弱条件
.

其次
,

设X 是 B a n ac h 空间
,

映射 T
:

K 、K 是严格伪收缩算子 (请参看本文第二节中的定

义 )
.

B o g in 揭示了严格伪收缩性和严格增殖性之 间的联系
,

并证明了T 是严格伪收缩算子的

充分必要条件是 (I 一 T )是严格增殖的
.

他进一步证明了B雌aC h 空 间上关于 LI P s
ch it z 和严

格伪收缩算子的不动点定理
,

因而得到了B r o w d e r
关于 LI Ps 比it z 和严格增殖算子的映射定

,

徐次达
、

吴家龙推荐
.
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理
.

因此
,

增殖算子的映射定理是和伪收缩性的不动点理论密切相关的
.

C hi d u m e 〔“’
构造了由M a n n 引入的LI Ps ch itz 和严格伪收缩映射强收敛到该映射不动点的

叠代逼近
,

木文将上述一些结果推广到局部 L如
sc hi tz 算子上去

.

二
、

预 备 知 识

没X 为B a n a c h空间
,
J表示映X 到ZX . 的规范化对偶映射

,

即

J(x )二 {f
铸〔X 苦 :

I}j
赞
!】
2
= l}x ll

么
== (x

,

f
朴
)} (2

.

1 )

其中X
关
表示X 的对偶空间

,

(
·

, ·

)表示广义的对偶对
.

如果X 并 是严格凸的
,

则 J 是单值

的
,

如果X 关是一致凸的
,

则J在X 的有界集合上是一致连续的
〔”, .

因此
,

单值规范化对偶映

射 j满足下述条件

(j(二 )
, 二 )= llj(x )!111二 11

,

l}j(二 )11= !{x !}
,

v 二〔X (2
.

2 )

其中)’( x )是X 解的一个元
.

容易验证
,

规范化对偶映射是正齐次的
,

即对任意实数久> o ,

有下列等式成立
:

J(几二 )二兄J(二 )
,

V 二〔尤 (2
.

3 )

设X 是 B a n ac h空间
,

K g X
,

算子T
:

K , X
,

如果对于K 中任意两元 x , 夕,

存在 j( x 一

, )〔J(二 一夕)
,

使得对于某个常数 k> O ,

有

(尹二一 T , ,

j(二一 夕))) 寿I!二一 , }}
“

(2
.

4 )

成立
,

则称T 是严格增殖的
.

不失一般性
,

可假设徒(O
,

1 )
.

没X 是 Ba n
ac h空间

,

K 二X
,

算子T
:

K o K
,

如果对于K 中任 含两个元 , , 夕和 , > O
,

有t> 1使得不等式

}!二一 y l}簇 I}(1 +
r
)(x 一y )一

r t(T 劣 一 T , )I} (2
.

5 )

成立
,

则称T 是严格伪收缩的
.

如果上述定义中
, t = ]

.

,

则称T 是伪收缩的
.

B og in 证明了T 是严格伪收缩的充分必要条件是(I一 T )是严格增殖的
【“’.

如果 B a n a c h空间中任意两个元二 , 夕能够满足下列不等式

2 }{x ll
么+ 2 }}夕11

么

簇 .1二 + 夕}l
“
+ a {{劣一 y !l

“

(2
.

6 )

则称X 为关于常数a > O的上弱平行四边形空间
,

简记作 U 不尸S (a )
.

Byn
u m 证明了L , 或I,

,
p > 2是 U不尸S (P一 l)

〔“, ,

并进而证明了 X 是 U 不尸S (a )的充分

必要条件是
:
存在j(夕)〔J( 夕)

,

对于X 的任意两个元‘ , 夕 ,

不 等式

l{x + y i}
“

( a l}x l】
2 + }}夕}!

名+ 2(x
,

j(夕)) (2
.

7 )

成立
,

其中J( g )是X 的规范化对偶映射
.

对于X = 乌或几
,
P> 2 ,

J是单值的
,

不等式(2
.

6)

可表示为

}}二 + , l}
么
( (P一 1 )l!x l}

“+ l夕l】
么+ 2(二

,

j(夕)) (2
.

5 )

在以后的讨论中
,

总假设L, 或 l, ,

P> 2至少具有两个有 限正测度的不相交子集
.

在这种

情况下
,
T 的增殖性 (或单调性) 可表示为

R e(T 二 一 T 夕
,

J(x 一 , ))》o (2
.

9)

其中二
, y为D (T )中的任意两个元“

, .

如果映射T
:

刀(T ), X
,

对于刀(T )中的任意两个元x ,
夕和某个常数 乙> 0

,

有

}!T x 一 T , l!簇L }二 一 9 1 (2
.

1 0 )

则称T 是关于常数L的L ip sc hi tz 算子
.
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如果对于刀(T )中的任意一个元
z ,

存在。
> O,

常数乙> O,

只要 !1二 一到 (
。和 卜一夕11《

e ,

就有

11T x 一 T y ll《L ll劣一 , 11

则称T
:

D (T )
, X 是局部L ip s c hi tz 算子

.

显然
,

之不然
.

使得对于D (T )中任意两个元二 , g 和某个

(2
.

1 1 )

L ip se h it z 乡咨于是局部 L ip s e h it z 算子
,

反

三
、

主 要 结 果

在证 明主要定理时
,

需要下列 引理
:

引理 1 设X 是 B a n
ac h空间

,

如果算子T
:

D (T )。X 是局部 L IP sc hi tz 和严格增殖的
,

则对于刀(T )中的任意一点
: ,

存在一个闭凸子域B (习C= 刀(T )
,

使得T 在B (约上是 L ip so hi tZ

算子
.

证明 设 之〔刀(T )为任意一点
,

由于 T 是局部
一

L IP sc hi tz 算子
,

对于给定的
。
> o ,

可取

粉〔(0
, 。」

,

只要 i{x 一
:
】}簇刀

,

!{, 一
:
】}簇刀,

有

IT 劣 一 T 夕11《L 朋x 一 y }}

令

B ,
(
二
)= 王二〔万

:

l{二一 二
lj( 刀}

即B ,
(
二
)是以

二
为中心

,

半径为粉的闭球域
.

由于T 的增殖性
,

在它相应的定义域 内的每个内点处是局部有界的
‘7 ’,

因此存在 亡> O
,

使得T 〔B ‘(
二
)〕在闭球域 B ;(

:
)二 {x 〔X

:

l二一列簇奸上是有界的
.

置

B (
:
)= B ,

(
z
)门B 。(

二
)

B (
:
)是 含于D (T )内的闭凸子域

,

因此T 〔B (
:
)〕是有界的

,

犷在B (
:
)上是关于同一常数 L 的

L ip se h it z 算
一

J几
.

引理 2 没X 是B a n
ac h空 间

,

算 子T
:
D (T ), X 是连续的和严格增殖的

,

则非线性方程

八 = 夕
,

灭X 具有解
.

本引理是Mor al e s所证 明定理的直接结果
,

清参看L目
。

定理 1 设X ~ L , 或几
,

P》2
.

T
:

刀(T ), X 是局部 L IPs
c hi tZ 算子且 L》 1 和严格增殖

的
,

则存
.

汇包含非线性方程T 二 = g 的解 q的某个闭域 B (q )
.

对于B (的 内任意一点丸
,

令 二。 + :

= 二。 + 几r
。

(
, = 。

,

1
,

2
,

⋯ )
,

其中r ,

为。次叠代的余项
,

可适当选取加权参数几
,

使得序列你
。

片强

收敛于解q
.

证明 再提及不失一般性 k〔(0
,

1 )
,

因为T 是局部L IP sc hi tz 算子
,

故为连续的
,

由引理

2立即得出非线性方程T 劣 = 夕有解 q
.

由引理 1 ,

存 住闭子域B (的
,

使得T 在B (q) 上是具有常数L》 1的L IP s o hi tz 算子
.

仕
.

取x 。
〔B(q )作为初始值

,

令序列义二
。

};满足下列条件
:

二 , + , = 二 ” + 几r
。

(3
.

1 )
r ,

= g 一 T 二
。

(3
.

2 )
r 。 + , = g 一 T x 。 + : = r 。 + T x 。

一 T 二
。 + : = r 。 + 〔一(T 二

。 + , 一 T 劣
。

)〕 (3
.

3 )

因为与或 l, ,

P> 2是 U不P S (P一 1 )
,

由(2
.

5 )和(3
.

3 )得

l
r , * :

}{
“
簇 l

r ,

{{
“
+ (P一 1)IT 劣

。 * : 一 T 二
”

l
“
一 2(T % , 十 : 一 T x ” ,

j(
r .

)) (3
.

4 )
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由J(夕)的正齐次性
,

对于几> O ,

有

}}r
。 十 r }}

“

《 1}r
。

}】
“ + (P 一 1 )}}T x 。 + : 一 T x 。

}}
“

2
,

几
一

欠T
二 。 十, 一 T 二

。 ,

j(几
r 。
)) 3

.

5 )

又由于T 在B (q )上是 L IP so hi tz 算子
,

得到

}{T x . + : 一 T x .

}{
么( 刀 }}x

。 + : 一 劣。

}{
“
= 只

Z
L

Z r孟 (3
.

6 )

由严格增
,

殖性(2
.

4 )
,

存在常数 k> 0
,

对于x 。 + : , 二。
〔B (q )有

(T 二
, + : 一 T x 。 ,

j(几
r ,

))> k {}二
。 十 : 一 二。

}1
“
= k l}

r 。

l}“几
2

(3
.

7 )

因此
,

{}r
。 十 : i{

“

簇 }{
r 。

Ij
“ + 几

么
L
么

(P 一 1 )l}
r 。

11
“
一 Zk几!l

r 。

I{
“

= [ z + 几
么

刀(p 一 z )一 Zk久〕I}
r 。

l}
2

(3
.

5 )

令 1 + 只
2
L

2

(P一 i )一 Zk几〔(0
,

1 )
,

即当几满足条件

o< 几< Zk / (p 一 i)L
么

(3
.

9 )

则实数列王l
, 。

l}霭是单调减少的且 }{
r ,

l> O ,

因而 {二
”

}节强收敛于解 q
.

容易知道
,

如果几是小于Zk / (P一 1 )刀的正数
,

则序列枷
。

}节和具有公比

d = 〔1 + 几
“
五
“

(户一 z)一 2、兄」任
一

< i (3
.

1 0 )

的几何级数有相 同的收敛速度
.

定理 2 设X = L , 或 l, ,
P) 2 ,

算子S 是局部 L IP sc hi tz 且 L》1 和严格伪收缩的
,

则

存在闭凸子域B (q )C D (S )
,

其中q为非线性方程叙 ~ 夕的解
.

对于任一点 二。〔B (q )
,

叠代逼

近‘。 十 : = 二。 + 久r 。

(
” = o

,

1
,

2
,

⋯ )
, r 。

为
” 次叠代的余项

,

可适当选取加权 系 数 几
,

使得序列

{x
。

}百强收敛于解q
.

证明 S 是严格伪收缩的充分必要条件是T = I 一 S 是严格增殖的
〔“’.

S 的严格增殖性表示对于D (S )的任意两点二
, 夕和 r> o , t> o有

11x 一 夕}{簇 I}(1 + r
)(二一 夕)一

r t(叙一 S 夕)l{

= {}(1 +
r
)(万 一 , )一

r
(ts x 一 ts 习)}! (3

.

2 2 )

因此
,

映射 ts是伪收缩的
,

由〔1〕
,

映射I 一 ts是单调的
.

对于D (S )的任意两点x
,

夕 ,

必

有j(劣 一 y)(J (二一 y )
,

使得

(((I 一 ts )二
,

(I 一 ts )夕)
,

j(二 一夕))> o (5
.

1幻

又因为I 一 ts = I 一 t(I一少 )= tT 一 (t一 1 )I
,

由 (3
.

12 )得到

(((I一 ts )戈
,

(I 一 ts )y )
,

j(x 一 , ))

= t(T 二一 T 夕
,

j(二 一夕))一 (t一 l )(x 一夕
,

j(x 一夕))) o

即

(: 二 一 : 。
,

i(二 一。))》
早

(二 一。
,

j(二一。))一
旱

I}二 一。j一
“

介 卜

对比(3
.

1 3)与(2
.

4 )
,

得到 吞~ (t一 1 )/ t
,

令几< 2(t一 l )/ (p 一 1 )t刀 且 元为正数
,

理 l
,

定理2的断言得证
.

(3
.

1 3 )

根据定

以下
,

转入讨论逼近局部LI Ps ch it z 和严格伪收缩算子的不动点的叠代过程
.

C hid u m e 〔“’

研究了L ip s c hi tz 和严格伪收缩算子不动点的叠代逼近
.

现将该结果推广到局部 L IP
s o hi tz 算

子上去
。

定理 3 没T 是映D (T )的任何子集于自身的局部LI Ps
c h it z和严格伪收缩算子

,

实数列

谧e
。

}适合 :
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0 <
c ”
< l

, ”
> 1 ;

艺
“” = OO ’

月 . 1

E
“ ; < + co

如果序列 {二
。

}百满足 x 。 、 1 = (1 一
c 。

)二
, + e 。

T x 。

(
n = o

,

l
,

2
,

⋯ )
,

任 取二 。
〔B (q )

,

其 中 口为T 的

不动点
,

则 {, 。

}百强收敛于 q
.

定理 3的证 明相似于C hi d o m e
定理的证明

,

在该证明中
,

我们用B (q) 代替其中的K 即可
.
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